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Kuren m dem a mathamatiſthen Puelten den vrillen unb 
fetten‘ Theil der „, Mechanik“ übergebe, glaube ich bie 
Hoffnung ausſprechen zu dürfen, die Zeit und die große 
Mühe, welde ich bei der Ausarbeitung dieſes⸗Werkes 
verwadudt habe/ um den größeren Anfordruuigen der Ge⸗ 
genwart möglichſt zu genügen, nicht als unnütz“ obrlorkn 
betrachten zu muͤſſen. Eine Recenſton inder &ffheikteinent 
Jenaer Litteratur⸗ Zeitung hat ſich ztwar! über BF beiden 
erſten Theile" eben‘ nicht ſehr günſtig ausgeſprochenʒallein 
es iſt dies offenbar ‚derfeidt‘ Beutthellet/welcher ein Jahr 
früher in denſelben Blättern’ mein Lehrbuch der zeſamm⸗ 
ten Elemenkaͤr⸗ Mathematik Leiphig. 1836." DE Auflage 
1837.) ald"gänzlich verfehit uind uinbealidsbar’efähitbert, 
und mich dadürch zwei volle Stunden hinburch im’ Schlek⸗ 
fen erhalten hat; denn erft zwei Stunden Tpäter, "nachdem 
ich dieſe Belehrung gelefen hatte, fam der Brief meines 
Hrn, Verlegers an, der mich aufforderte, von dieſem Buche 
die zweite Auflage zu beforgen, da der größefte Theil 
der erftern in 7 Monaten vergriffen war. — Der Re 
cenfent Flagt unter Anderem über Mangel an Ordnung; 
aber hat man denn nicht auch über Mangel an Ordnung 
in der Bewegung der Himmelöförper geklagt Cdie Pla⸗ 
neten mußten fogar Irr⸗Sterne heißen), bi8 man ben 
rechten Standpunft fand, von welchem aus alles in die 
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vI Inhalts: ⸗ Verzeichniß. 


F. 10. Jeder Druck iſt unendlich klein gegen jeden Stoß. unterſchied 
zwiſchen Drud- Einheit und Stoß⸗-Einheit. 

$. 11. Zur DrudsEinheit kann man allemal die Gewichts: Einheit neh- 
men; die Stoßs Einheit dagegen (mit weicher die Größen der Bewe⸗ 


gungen gemeffen merden) ift allemal das fach (d. h. das unendlich- 


fache) der Drud, Einheit. 

8. 12. Das Gewicht einer Maffe m, auf die DrudsEinheit begogen, if 
= mg; baffelbe Gewicht dagegen, auf die Stoß- Einheit besogen (alfo . 
allemal, fo oft es mit „Größen der Bewegung” in Verbindung be- 
trachtet wird) ift dagegen durch das Produkt mg-dt ausgedrückt. j 

$. 13. MWiskt anf den Schwer» Punft eines Körpers von Q Pfimden eine 
‚Kraft von P Pfunden, fo bekommt jeder Atom diefes Körpers (in, mit 
der Richtung der Kraft parallelen Richtungen) eine befchleunigende Kraft 
' \ 


gdt, fo daß g = 8 iR. 


$. 14. Eine und diefelbe Kraft bringt zweien verfchiedenen Maſſen zu Ende 
einerlei Zeit gleiche Größe der Bewegung, nach gleichen Durchs 
laufenen Räumen aber gleiche lebendige Kraft bei. 
S. 15. Definition der lebendigen Kraft. 


„Zweite Abtheilung. Wenn die Gefchmwindigkeiten der einzelnen Atome 
- verfchieden find. Der d'Alembert'ſche Lehrfas. 
$. 16. Für unendlich kleine Maffen- Elemente ‚gelten die Geſetze der vor: 
fichenden erftien Abtheilung bei jeder Maffen »Bemegung. Man muß 
daher jede Maffe (nicht mehr in Atome, fondern) in Maffen- Eles 
mente zerlegt fich denken. 
$. 17. D'Alem bert's Lehrfag (Allgemeines Prineip der Maſſen⸗ Berner 
gung) nämlich: die in der Zeit dt verlorenen Kräfte müffen fich eins 
ander das Gleichgewicht halten. 
8. 18. Praktiſche Formen des d'Alem bert'ſchen Princips. 
I. Wenn während der Zeit de die Richtungen der Gefchmindigkeit fich 
“ nicht Ändern, and zwar A) wenn die Henderungen der Geſchwindig⸗ 
feiten plötzlich oder B) fletig (unmerklich, unendlich-Elein) find. 
II. Allgemein, wenn die Richtungen ‚und .die Größen der Gefchmwins 
‚ biekgiten, fich ändern, und zwar wieder in den beiden Unter» Abtheir 
Jungen A) und B). 


Drittes Kapitel. Einige erläuternde Anwendungen des d' Alem⸗ 
bertſchen Princips. | 


Erfte Abtheilung Vom Centralſtoß zweier Körper. 

$. 19. - Erklärung des Central⸗Stoßes 

6. 20. Wenn die Körper. hinter einander gehen, und dabei elaftifch oder 
uneloftifch find. 

$. 21. Wenn diefelben gegen einander gehen. 
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6. 22. Beſondere Zälle. 

$. 23. Geſetz der lebendigen Kräfte bei diefem Centralſtoß 

S. * Geſetz der Erhaltung der Bewegung des Schwer/ punktes bei dem⸗ 
elben. 


Zweite Abtheilung. Vermiſchte iſpiele der Anmenbun des D’Alem- 
bert'ſchen Principe. 

$. 25. Zwei mittelft eines Fadens sufanmenhängende Maſſen bewegen ſich 
auf addoſſirten ſchiefen Ebenen, während der Faden über einen Stift 
oder über eine maſſenloſe Rolle gebt. 

$. 26. Mit Rdibung der Maſſen auf den ſchiefen Ebenen. 

$. 27. Wenn das Gewicht des Fadens noch in Betrachtung gezogen wird, 
ohne Reibung. 

5. 28. Wenn die eine ſchiefe Ebene horizontal, die andere vertikal wird, 
mit Gewicht des Fadens und Reibung auf der Unterlage. 

$. 29. Dieſelbe Aufgabe unter der Vorausſetzung, daß der Reibungs⸗Koef⸗ 
fieient eine Funktion der Geſchwindigkeit iſt. 

Anmerk. Dieſelben Probleme ohne direkte Anwendung des d'Alem⸗ 
bert'ſchen Princips, ſondern mit Hülfe des Gates des ($. 13.) gelößt. 

§. 30. Theorie dee Atwood'ſchen Fall⸗Maſchine. 

$. 31. Das Problem des ($. 25.) jedoch unter der Vorausſetzung, daß bie 
Maffen mittelſt Seilen an ein maffenlofes „Rad an der Welle” gebuns 
den find. 

Anmerk. 4. Daffelbe Problem ohne direkte Anwendung des d'Alem⸗ 
bert’fchen Principe. I Reduktion der Maffen bei einer drebenden 
Bewegung; II. Reduktion der Kräfte bei derfelben. - 

6. 32. Diefelbe Aufgabe mit Berückfichtigung der Reibung des ‚‚Rabes an 
der Welle” auf den Zapfen. 

S. 33. Wenn aud) noch die Gewichte ber Seils Enden berückfichtigt wer⸗ 
den, und die Keibung des „Rades an der Welle” auf den Zapfen; 
dagegen die fchiefen Ebenen megfallen. 

6.34. VBefonderer Tal davon, wenn die Gewichte der Seil⸗Enden nicht 
mehr berückfichtigt merden. 

6. 35. Wenn fiatt des „Rades an der Welle”, eine Molle liegt, und im⸗ 
mer die Reibung der Nolle am Zapfen berlichfichtige wird. 

Anmerf. 2. Diefe lestern Aufgaben ($$. 32.— 35.) geben mittelft 
des Satzes des ($. 13.) micht zu löfen, meil der Druck gegen bie 
Zapfen, und die Reibung daſelbſt nur von den verlorenen Kräften 
herrühren. 

$. 36. Bewegung eines phyſikaliſchen Pendels. 


Viertes Kapitel. Bon der Drehung eines Körpers um eine Are. 


$. 37. Einleitende Betrachtungen über die dabei vorkommenden verlorenen 
Kräfte. _ 
Erſte Abrheilung. Berechnung der Trägheitd- Momente. 


N 
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$. 38. Allgemeine Beſtimmungen. ‚Momenten: Are: "Trögheits Moment 
eines Normals Körpers. 

$. 39. Beſondeter Gall, wenn berfeibe durch Ebenen begremt wird, welche 
auf der Momenten: Are fenfrecht fliehen. 

$. 40. Trägheits⸗Moment eines rechtwinklichen Parallelepipedums. 

5. 41. Trägheitds Moment einer Rolle, emes Cylinders überhaupt. 

6. 42. Trägheitss Moment eines Ellipfoids. 

8, 43. Traͤgheits⸗Moment einer aus eonceutriſchen homogenen Schichten 
befichenden Kugel. 

6, 44. Trägheits- Moment eines tntbrehiuiges Körpeti. 

6.45. Es ik allemal Z(r” dın) = Z(r?-dn)+Ma?, wenn I(r-din) das 
Trägheitt-Doment der Maffe M in Besug auf eine durch Ahren Schwer: 
Punkt gehende Momentens Are vorftelt, Z(r'?-dm) dagegen das Träg⸗ 
helts⸗Moment derſelben Maſſe M bedeutet, in Bezug auf eine mit der 
erfern MoftientensAre parallele, vom Schwers Punkte um a entfernte 
Moömenten⸗Axe. 

$. 46. Folgerungen daraus auf kleinſte Tragheits-Momente. 

S. a, —* iſt allemal 

r?-dm) == A-cosa?-+-B.cos ? -+Ü-cosy? 

u a-c0s f-Z(xy-dm)—2cos acos E(xtedm)-2cos ß°cosy:Z(yz-dm), 
wenn A, B, U Vie drei Trägheitd- Momente find irgend eines Körpers 
in Bejtg auf drei auf einandet ſenktechte, in einem beliebigen Punkte 
O fich fehneidende Momenten» Aren, und Z(r?-dm) das Trägheits-Mo- 
ment deſſelben Korpers vorſtellt, in Bezug auf eine vierte Axe, welche 
mit der Brei etſtern, die zugleich als KoordinatensAten der x, y, z 
gedacht werden, die Winkel a, 9, y macht, Übrigens durch Benfelben 
Punkt O hinduſtchgeht. 

6. 48. DBeflimmung der Summen Z(x?.dM), Z(y?-dM) und z(z°.4M). 

Zweite Abtheilung. Bon den Haupt⸗ Dreh ⸗Axen und den Haupt⸗Mo⸗ 
menten der Zrägheit. 

6. 49. Iſt die Summe der Ratifchen Momente der verlorenen Dreh⸗Kräfte 
in Bezug auf zwei durch einen Punkt O der DrehsAre gehende und 
auf letzterer fenkrechte Momenten-Aren der Null gleich, fo if dies für 
jede dritte MomentensAre der Zall, welche in der Ebene der erfien 
beiden durch den Punkt O gedacht wird. 

5.50. Erklärung der Haupt⸗Dreh⸗Axen und der Haupt⸗Trägheits⸗Momente. 

F. 51. I Sf eine Gerade in Being auf einen Punkt O in ihr, eine Haupt⸗ 
DrehsAre, fo if fie es für jeden andern ihrer Punkte ebenfalls, fo 
oft fie Durch den Schmer- Punkt geht; aber für feinen zweiten ihrer 
Punkte mehr, wenn fie nicht durch den Schwer» Punkt geht. 

11. Nicht in jeder Geraden last fih ein Punkt O finden, für welchen 
fie Haupt: Dreh Are werden Eönnte. Dagegen 

1. finden fich zu jedem beliebigen Punkte O allema! nicht bloß eine, 
fondern drei Haupt Dreh>Aren, die noch dazu allemal auf einan⸗ 
der ſenkrecht ſtehen. 
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IV. Sind Koordinaten Apen zu gleicher Zeit Haupt⸗Dreh⸗ Axda, ſo 
iſt allemal Z(yz-dM) = 0, Z(xz.dM) = 0 und Z(ay-dM) ='9. — 
en umgekehrt. 

V. Ausnahms⸗Fälle, wo gu xdem Punkte 0 mendiih riele Haupt 
‚Dreh sAren gehören. 
VE Auffuchung derjertigen Punkte O, welche fo find, dat iede durch 
fie hindurchgehende ®erade allemal für fie Haupt⸗Dreh⸗Axe if. 
VI. Die Haupts Dreh: Aren, welche zu den verfchiedenen Punkten O 


einer und derfelben durch den Schwer: Punkt hindurch gehenden Ges 


raden UU/, die felbft für jeden diefer Punkte Haupt: Dreh: Are iſt, 
gehören und dabei auf DU’ ſenkrecht ſtehen, find allemal mit einan⸗ 
der parallel, fo daß alfo für die verfchiedenen Punkte O von UU’ 
zwei Reihen folder unter fich paralleler Haupt⸗Dreh⸗Axen exiſtien. 
$: 52. Eigenſchaften der Haupt⸗Trägheits⸗Momente. 


Dritte Abtheilung. Beſtimmung des Anfangs⸗-Zuſtandes, im Falle einer 
Drehung um eine feſte Dreh⸗Axe. 

$. 53. Beſtimmung der Anfangs⸗Winkel⸗Geſchwindigkeit, wenn der Kör⸗ 

| per geſtoßen wird. 

$. 54. Wenn der Stoß von einer bewegten Maffe herrührt. 

$. 55. Wenn mehrere bewegte Maffen m, ma, 20. den Körper M gleich» 
jeitig ſtoßen. 

$. 56. Befimmung der Erfchütterungen, welche bie DrehsAre su beftehen hat. 

$$. 57. 58. Wenn nur ein einziger Stoß wirkt, in einer auf der Dreh⸗Axe 

ſenkrechten. Ebene. 

$$. 59. 59. a. Die analogen Zerglieberungen für. ‚den allgemeinften Zall, 
wenn nämlich ein beliebiger Stoß nd ein' beliebiges Dan Paar von 
Stößen wirkt. | 

$$. 60. 60.a. Daffelbe bloß für ein ſtoßendes Gegen⸗Paar. 

. $. 61. Beſtimmung der bei einer konſtanten Drehung von den Eentrifugals 

Kräften herrührenden Drucke auf die Dreh Are. 


Vierte Abtheilung. Don ber verunderlichen Bewegung um eine fee 
Dreh Are. - 

$. 62. Beſtimmung der Winkels Geſchwindigkeit bei veränderlicher Drehung. 
Beifpiele. Pendel. Nele. Rad an der Welle. ꝛe. 

$. 63. Beſtimmung der Druce auf die Dreh⸗Axe zu jeder Zeit t. 


’ 


Fünftes Kapitel. Zufammenfegung und Zerlegung beliebiger Dre 
bungen um beliebige Aren. 


$. 64. Erfärung der pofktiven und negativen Drehungen um Koordinaten⸗ 

Aren; der pofitiven und. negatinen Seiten von beliebigen andern Dreh⸗ 

Aren, deren Winkels Gefchwinhigkeiten immer als abfelute (nicht ne- 
gative) Zahlen in Rechnung gebracht. werben. 

$. 65. 1) Zwei Drehüngen um eine und biefelbe Are in eine einige ver⸗ 


ru 
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.einigt: 2) zwei Drehungen um, auf einander ſenkrechte Axen in eine 
„einzige vereinigt. Anmert. 2. Parallelogramm der Drebungen. 

8. 66. Zufanmenfegung beliebig vieler Drehungen um Aren, die fih alle 
in eines und demfelben Punkte O fchneiden, in- eine einzige Drehung, 
deren Dreh >Are durch denfelben Punkt O himdurchgeht. Gleichgewicht. 

$. 67. Drehungen um parallele Dreh Aren erfolgen in einem und dem⸗ 
felben Sinne oder in entgegengefeßten Sinne. 

$.. 68. Vereinigung zweier Drehungen um parallele Dreh⸗iren. 

$. 69. Gegen⸗Paar von Drehungen. Sätze dafür, die ganz ‚analog 
find den Sägen von den Gegen- Paaren der Kräfte. 

6) Bereinigung beliebig vieler Gegen- Paare in ein einziges, oder die 
Bedingungen des Gleichgewichts derfelben. 

$,.70. Bei jeder Drehung kann man die Dreh⸗Axe Parallel mit fich nach 

einem beliebigen (Berfammlungss) Punkte fortrücken laffen, fobald man 

noch ein Gegen» Yaar von Drehungen binzufügt, deffen Moment die 

Winkels Gefhwindigkeit mal der Entfernung der Dreh: Aren ift. 

. 71. Eine Anzahl n von Drehungen um ganz beliebige Axen näher be⸗ 

trachtet. 

. 72. Wie eine Drehung und ein Drehungs⸗ Gegens Paar entweder 1) in 

eine oder 2) in zwei Drehungen umgeformt werden. 

. 73. Bedingungs Gleichung der Eriftenz einer einzigen mittlern Drehung 

. 74. $. 75. Iſt diefe Bedingung nicht erfüllt, -fo Fann man unzählig vers 

ſchiedene Reſultate finden, welche daffelbe Teiften, mährend jedes derfel- 

- ben aus einer Drehung um eine fich immer parallel bleibende Dreh⸗ 
Are, mit einer, immer dieſelbe bleibenden Winkels Gefhmwindigkeit, und 
aus einem zugehörigen Gegen» Paar von Drehungen befteht, deffen Ebene 
nicht parallel mit ſich bleibe, fondern mit der erftern Dreh Are immer 
andere und andere Winkel macht. Eine Lage der Berfammlungs- Dreh: 
Are giebt es, fo daß die Richtung des zugehörigen Gegen Paares von 

- SDrehungen mit ihr sufammenfällt. Gie wird die Central⸗Axe ges 
nannt. Das Moment des ihr: zugehörigen Gegen »Paard von Drehun⸗ 
- gen ift das kleinſte. Beſtimmung diefer EentralsAre. und des Momens 
tes des ihr zugehörigen Gegen- Paares. 


Schötes Kapitel. Einige Eigenfchaften der Ellipſoide. Glei⸗ 
chungen der Poloide und der Serpoloide. 


§. 76. Gleichung des Ellipſoids. Gleichungen einer Durchſchnitts⸗Figur 
deſſelben mit einer Ebene. 

$. 77. Auffindung des Mittel: Punktes einer beliebigen Durchſchnitts⸗ El⸗ 
lipſe. 

6. 78. 1. Gleichung des, einer Ebene zugeordneten Durchmeſſers. Il. Be⸗ 
fiimmung der Winkel deffelben mit den drei Koordinaten» Aren. II. Bes 
ſtimmung der Kosrdinatens Werthe feiner Pole. IV. Länge deffelben. 

§. 79. Lage der Berührungs » Ebene. 

6.80. L. Sede durch einen, der Ebene E wsenebneten Durch gelegte 
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Ebene E’ ſchneidet das Ellipſoid in einer Ellipfe, in welcher dieſer Durch⸗ 
meſſer und die Durchſchnitts⸗Linie von E.und BE’ einander zugeordnete 
Durchmeffer ſind, wenn nur E durch: den. Mittels Punkt des Ellipfoids 
gedacht if. II. Des diefer zweiten Ebene E/ zugeordnete Durchmeffer 
des Ellipfoids liegt allemal in der erfiern Ebene E. | 

$. 81. Beſtimmung der Entfernung f von einer Tangential- Ebene. 

$. 82. Bedingung, unter welcher f gerade dem halben mirtlern Haupt: Durch⸗ 
meſſer des Ellipſoids gleich wird. 

8. 83. Gleichungen der Poloide. 

$. 84. Gleichung der Serpoloide. 

$ 85. Noch einige Eigenſchaften des Ellipſoids. 


Siebentes Kapitel. Von der Umdrehung eines beliebigen feſten | 
Koͤrpers um einen feften und unbeweglichen Punft. 


Erte Abtheilung. Drehung um einen unbeweglichen Punkt, in dem be⸗ 
ſonderen Falle, wo nur ein Gegen⸗Paar von Stößen gewirkt het, und 
keine beſchleunigenden Kräfte mehr hinzutreten. 


6. 86. Beftimmung des Anfangs>Buftandes der Drehung in den Aigen, 
bliefe, wo ein Gegen⸗Paar von Stößen gewirkt hat. - 

$. 87.° Beflimmung des zu dem Umbrehungs Punkt gehörigen Eentral- ‚El 
lipſoids. 

$. 88. Die Anfangs⸗ Drehung findet immer um einen, ber Ebene * An⸗ 
fangs⸗Gegen⸗ Paares zugeordneten Durchmeffer des Central⸗ Ellipſoids 
ſtatt; die Dreh⸗Axe geht alſo immer durch den Punkt, in welchem die 
genannte Ebene das Central⸗Ellipſoid berühren würde, wenn fi e parallel 
mit fich fortrückte. 

66. 89. 90. In den nächften Momenten ändert fich die gave der Dreh⸗Axe 
und die Größe der Winkels Gefchmindigkeit vermöge der in jedem Aus 
‚genblicke vorhandenen Centrifugals Kräfte. Der Pol der augenblicklichen 
Umdrehungs-Are auf dem EentralsEllipfoid verändert fih und if in 
jedem Augenblidle der Punkt, mo das Central» Ellipfoid die anfängliche, 
mit der Ebene des Anfangss Gegen: Paares parallele Tangential-Ebene 
deffelben, wenn folche im .abfoluten Raume zugleich mit dem Mittels 
Punkte der Drehung. fe gedacht wird, berührt, indem das Central⸗ 
Ellipſoid (und mit ihm der Körper) auf diefer feſten Ebene herums 
rollt. Die Winkel: Gefchwindigkeiten find Dabei mit dem von den aus 
genblicklichen DrehsAren gebildeten Halbmeſſern des Eenural-Eipfoids 

- proportional. 

6.91. Beendigung. diefes Problems. (des $. 86.), indem noch die Winkel⸗ 
Gefchwindigfeit als eine Sunftion der Zeit beflimmt werden muß. Die 
Integrale dafür. 

6.92. Eigenfchaften der Drehung, die aus diefen Integralen Deruorgehen. 

6. 93. Beſtimmung der Bewegung der drei Haupt⸗ Dreh⸗ Axen des Kör⸗ 
pers (mittelſt neuer Insegration). 12 


\ 
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$. 94. Eigenſchaften dieſer Bewegungen. 

5. 95. Bon der Stabilität der Drehung um eine Der brei Haupt Drehen. 
6. 96. Betrachtung einiger befonderen Fälle der Aufgabe. 

$. 97: Näherungs-Rechnungen, wenn bie augenblidliche Dreh Are immer 
in der Nähe der Haupt⸗Dreh⸗Axe bleibt. 


Zweite Abtheilung. Allgemeine Behandlung des Problems der Drehung 
eines Körpers um einen feften Punkt. 

$. 98. Allgemeine Formeln, ohne Rückſicht auf die wirkenden Kräfte. 

$. 99. Gleichungen der Bewegung mittelft des ’Alembert’fchen Principe. 

$$6. 100.—102. Wenn gar Beine befchleunigende Kraft wirft. Wiederhol⸗ 

tes Auffinden der Refultate der erfien Abtheilung diefes Kapitels. 

$. 103. Betrachtung des Druckes, welchen der feſte Punkt in jedem Au⸗ 
genblicke der Umdrehung des Körpers um felbigen erleidet, und zwar 
für die allgemeine Aufgabe. — ft er der Schwer» Punkt, fo erleidet 
er gar feinen Druck, fo oft gar Feine befchleunigenden Kräfte wirken. 

$. 104. Drehung eines [chweren Körpers um einem Punkt S (Centrifu⸗ 
sals Pendel). 

6. 105. Wenn derfelbe-ein Umbdrehungds Körper if und der Punkt S in 
der Are der Sigur liegt. 

$. 106. Zwei befondere Fälle hiervon. A. Wenn die Elevation des Pen: 
dels fehr Elein if. B. Wenn die Elevation zwar beliebig groß,_aber 
ſehr nahe konſtant bleibt. 


Achtes Kapitel. Beliebige freie Bewegung eines beliebigen Freien 
feften Körpers. Bewegung eines Koͤrpers auf einer gegebenen 
Flaͤche oder Linie. 


‘ 


$. 107. jede mögliche Bewegung eines fehen Körpers kann man ſich in 


-jebem Augenblicke als eine eben beginnende denken, welche einer ſto⸗ 
fenden Kraft P und einem gleichjeitig Roßenden Gegen Paar von Kräfs 
ten feine Entfichung verdankt. 

6. 108. Alle gleichzeitig ſtoßenden Kräfte laffen fi in eine Kraft P und 
ein gleichzeitig. wirkendet Gegen: Paar von Kräften wereinigen. 
$. 109. Wirkung einer Kraft P und eines gleichjeitig ſtoßenden Gegen: 
Paars von Kräften Q. — Es entkieht allemal ein Streben nach fort- 
fchreitender und gleichzeitig drehender Bewegung um den Schwer⸗Punkt. 
& 110. Jede Bewegung eines Körpers iſt su jeder Zeit als eine fortfchreis 
"gende umd gleichzeftig um den Schwer: Punkt drehende anzufehen. 
6. 111. Man kann aber auch 1) jede Bewegung zu jeder Zeit als_eine 
fortſchreitende einer gewiffen Geraden (bie nicht nothwendig durch ben 
Schwers Punkt geht) und einer gleichzeitigen Drehung um diefe Ges 
rade anfehen, und 2) jede Bewegung auch als eine fortfchreitende und 
eine gleichzeitig drehende um einen beliebigen Punkt, der nicht gerade 
der Schwer⸗Punkt if, betrachten. ! 
$. 112. Gleichungen der Bewegung eines ganz freien Lorpers 


S 


N 
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&: 183: Betrachtung zweier Gälfe, in denen die fortſchreitende and bie die 
henbe Bewegung um den Schwer Punkt son einander gap unabhäns 
gig find. ' 

$. 114. Bewenun⸗ eines Körpers auf gegebener Fläche oder eine 


Meuntes Kapitel— Vom Stoße ber feßen aorver von 
befiebiger Geſtalt. F 


§. 115. Zergliederung des Problems. 

F. 116. Beſtimmung der verlorenen Kräfte, welche bei dem Stofe iweier 
feſten Körper ſich im Gleichgewichte halten müſſen. 

6. 117. Die nächſten zwölf Gleichungen des Stoßes zweier Körper. 

$. 118 Befimmung der noch fehlenden 131m Gleichung und zwar A) 
wenn die Körper ganz unelafifch find und B) wenn fie elaftifch find. 

6. 119. Die Wirkung R des Stoßes auf die Maffe M if fo, mie wenn 
ein Theil u diefer Maſſe, deſſen Schwers Punkt in der Normale an 
M liegt, die Geſchwindigkeit x bekommen hätte, ſo daß uw =-R:ift. 

S 120. 1. Parallel mit der gemeinfchaftlichen Zangentials Ebene ‘erleiden 
die Geſchwindigkeiten der Schwer⸗Punkte durch den Stoß Teine Aen⸗ 
derung. II. Die Summe der flatifchen Momente aller Größeh der Bes 
wegung unmittelbar ‘or nnd nach dem’ Stoͤße, um die Momenter-Are, 
welche mit der gemeinſchaftlichen Normale luſammenfalt, iſt ein und 

dieſelbe. 

$. 121. Betrachtung dieſer Rifultete in einigen befondern Sitten. - 

6,122. Einfluß des Stoͤßes auf bie Rotationd Bewegung in einem —* 
dern Falle. 

6. 123. Stoß wweier unfreien Körper. Wenn nur einer unfrei-if. 

6. 124. Gleichzeitiger Stoß dreier oder mehrerer Körper. 


Zehntes Kapitel. Allgemeine Betrachtungen und allgemeine Ges 
fege der Bewegung eines beliebig feften oder ofen Syſtems von 
Körpern. Von den. Fleinen Schwingungen einen: Beiden mr 
ftems. oo. 


Erſte Abtheilung. Altgemeinſte Steicungende weneyan 


$. 125. Verbindung bes Princips der virtuellen Geſchwindigkeiten mit dem 
NAlemberr’fchen. Allgemeine "Gleichungen der Bewegung für den 
Fall, daß befchlf nigenbe Kräfte wirken. 
6. 126. Methode der „Wariation der Konſtanten“ bei dem Sntgrnh bier 
fer allgemeinen Gleichungen ber Bewegung. . . 
$, 137. Allgemeine Gleichungen für den Tall, daß (Stoß; ) Ei) ang 
ausenblicklich wirken. 


Sweite Abtheilung. Apemeine Geſetze ber "Bergung eines Syftem⸗ 
von Maſſen⸗Elementen, welches im Raume ganz frei IR. 
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s 128. "Zorefchseitende Bewegung bes Schwer⸗ Punktes des Soſtems; dre⸗ 
henderBewegung um Intern, für den Fall, daß beſchleunigende Kräfte 
wirken. 

129. Daſſelbe, wenn augenblidliche Kräfte (Stöße) wirken. 

130. Beſtimmung des Anfangs⸗-Zuſtandes des Syſtems. 

„331 GSeſetz der Erhaltung der Bewegung des Schwer⸗Punktes. 

132. Gefer der Erhaltung der Inhalte. Unveränderliche-Ebene (Mr. 9.). 

133. Geſetz der lebendigen Kräfte. 

134. Folgerungen daraus. ' 

135. Serlegung der‘ lebendigen Kräfte: und But auf ünfer Son, 
nen-Syftem. 

$. 136. Anwendung bei pfögticheni Aenderungen. I 

$. 197. „ Gefet ber kleinſten Wirkung. . 


Dritte Abtheilu ng. Bon den Eleinen Schwingungen. 


$ 138 „Anwendung der allgemeinften, Gleichung der ‚Bewegung auf den 
Fall, daß die Maflen- Punkte fi ch nicht weit; von ihrer Anfangs⸗Lage 
entfernen. 


$. 139. Kennzeichen der wirklich vorhandenen eleineg Sehmingungn oder 

. Der vorhandenen Nothwendigkeit des Umſchlagens. 

8:-140.- Stabiles oder nicht ſtabiles Gleichgewicht eines ‚Spfems. 

8.141. Kennzeichen des fiabilen. Gleichgewichts, . wenn Kräfte wirken, für 
welche dad Gefeg der lebendigen Kräfte gilt. 

$. 142. Gefeg der Koerifienz der Beinen Schwingungen. Bar 

8.143. Kleine Schwingungen in einem widerſtehenden Mittel. 

§. 144. Anwendung deſſelben Geſetzes auf einen Eentrifugals Pendel. 

6. 


145. Geſetz der Zuſammenſetzung der kleinen Beweguagen 17 
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Anwendungen der Mechanik zur Beantwortung aſtrono⸗ 
miſcher , phyfi tFalifcher und techniſcher Fragen. 


Eitftes Kapitel. Zur Mechanik des Himmels. 


§. 146. Allgemeines Attraktions⸗Geſetz. 

$. 147. Die Einwirkungen der übrigen Planeten auf einen’ gegebenen; ſind 
egen die Einwirkung der Sonne nur. ſehr gering und werden Stö⸗ 
ungen genannt. 

8. 148. Wie aus den Störungen die Maffen der ſtörenden Planeten bes 
ſtimmt werden; wie dies geſchehen kann, wenn der Planet einen 
Mond hat. 

$. 149. Einige Methoden zur Beſtimmung der Maffen der Monde. 

$. 150. Unfere (Erd⸗) Schwere if nichts meiter als die allgemeine At⸗ 
traftion. Daraus abgeleitete Mittel, die Maffe der Erde zu beftimmen. 

5. 161. Beſtimmung der mitrlern Eatfernung eines Peeenv von der Sonue, 
wenn feine Maffe und feine Umlaufsteit bekannt ſind. 
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6: 182. Beſtimmung ver Verhaltniſſet der miencm Sichtickeiten der Sonne 
und der Erde. 

§. 153. Abweichung bes Senufbles in der She — * Bene son der ver; 
tikalen Lage. 

6. 154. Anwendung ber Dꝛeh⸗Are zur Sehrumeng der mitelern — * 
keit der Erdhe. 


3woͤlftes Kapiten Ne einiges vom: Pendel, est au Das 

liſtik gehoͤrige; vom: balliſtiſchen Pendel. 2. 
Erfte Abtheilung. Ueber Pendel. | 
©. 155. Eigenfchaften des zuſammengefetzten Yanbeu 7. - 2.2: 22, ns 


$. 156. Widerſtand einues Mitteld gegen dieſen Pendel. -. .: - 
$. 157. Reduktion des aus Pendel- Schwinungen berechneten 8 uf, ie 


» 
4 ‘3 a, > e a8 fr 
.. .. \ ‘ 


Horizont der Meere .. 
Zweite Abtheilung. Lioiges mr. Sei ein: man Pr 
balliftifhen Pendel.: > . . Ni. ter NA .ieı > 
6. 158. Bon: ballikifihen. Sende :: uni. EN in zu 2 
S. 159. Vom Rüdleufe. on: * * tt mir al 2 


Dreizehntes Kapitel. Bon der Bewegung eines Körpers auf 
einer Ebene. 


S. 160. Der Anſatz der Aufgabe. 
$. 161. Betrachtung des befondern Sales, in welchem die Ebene unbeweg- 
lich und horisongal il. 
6. 162. Integration der Gleichungen, welche die befondere Aufgabe des 
§. 160. geliefert hat. | 
$. 163. Bewegung eines Kreifeld auf horisontaler Ebene. 
$. 164. Bewegung eines Kreifels auf bemeglicher Ebene. 


. Vierzehntes Kapitel. Einiges Über die Sintegrale der Parzial: 
Diifferenzial⸗Gleichungen. 


5. 165. Erklärung der Parzial⸗Gleichung. Ihr Integral führe willkühr⸗ 
liche Funktionen ein. 

$. 166. Form des allgemeinen Integrals einer Parzial⸗Gleichung der erſten 
Drdnung zwiſchen drei Veränderlichen. 

6. 167. Wie folches Integral in der Umformung erfcheinen Tann. 

$. 168. Wie die willführliche Sunktion. bloß als willkührliche Konſtanten 
erſcheinen kann. 

F. 169. Beſondere Integrale. | 

6. 170. Form des allgemeinen Integrals einer Parzsial» Gleichung der erſten 
Ordnung zwifchen vier, fünf und mehr Beränderlichen. 

6. 171. Form des allgemeinen Integrals einer Paruil⸗Sleichuns der zwei⸗ 
ten Ordnung. 


vr" ZmbattdeWBerzeichuif. 


S. 172. Es iſt oft. ſchwer zu exkennen, daß das Integral ein allgemeines‘ ſey 

§. 173. Wie man dieſer Schwierigkeit auch dadurch begegnen kann, daß 
- tan. ar beſondere Integraie auffucht; welche aber ellen Bedingungen 
der Aufgabe genügen. 

$. 174. Integration einer: gegebenen Parsietr GHleichung durch unendliche 
Reihen, mittelſt der Methode der unbeſtimmten Koefficienten. 

6. 175. Auf lineäre Parzial⸗Gleichungen angewandt. 

8.376: Weifptet su Ken uorbengehenden Paͤragraphen. 

§. 177. Brauchbare Formen ber. Integrale iberienigen lineären Panial⸗Glei⸗ 
chungen, welche in der Phyſit ‚gewöhnlich vorkommen. 


Fuͤnfzehntes Kapitel. Von den Schwingungen einer gefpaunten 
Saite, ale Betſpiel der. Bewegung elaſtiſcher Körper. 


ß. 178. Anſatz des Piobleins von den Schwingungen einer Saite. 

6. 3 Integration der Gleichungen. 

5.1 Lagrange'siAuflaſung bes Problems. 
5. 8* D'Alembert's und Euler's Auflöfung bes Problems. 
S. a2. Beſondere Betrachtungen über die ensrerſl Sawingunsen. 
$. 183. Don den Longitudinal⸗ Schwingungen. . - 
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C. Mechanik, oder Statik und 
Dynamik, 
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Dritter Theil. 
—Die Dynamik feſter Körper. 
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Die Dynamik fefter Körper... 
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Erſtes Kapitel, TH ai 
Refapitulation einiger der wichtigften Begriffe und Sike aus 
u der Dynamit des Atoms. 


$. 1. FR Ä 
G eſchwindigkeit einer Bewegung zu Ende irgend einer Zeit 
t, iſt der Quotient, auß dem, in ber uriendlich» Heinen,” nächft 
nach. t folgenden Zeit dt befchrieberien Wege-ds, durch dieſe Zeit 
dt bioibirt *). — Bezeichnet -alfo 8 den in der Zeit"t beſchrie⸗ 
benen Raum, und v die zu Ende ber Zeit t worharndene Ge: 
ſchwindigkeit, fo iſt allemal, ed mag ber t Wes s arena oder 
krummlinig foyn, . Ber 

L bon a. Th. Me. NEE 
' Mit diefer Gefchindigkeit v hefchreibt. eine Fonftante, Be 
megung in der Zeit = den. Raum vr, alfo in der Zeit⸗Ein⸗ 
heit den Weg von v Raum: Einheiten, fo daß biefelbe Zahl v, 
durch welche wir bie Geſchwindigkeit ausdruͤcken, zugleich auch 
die Zahl der Raum⸗ «Einheiten .ift, welche eine fonftante Be 


wegung, bie biefe Geſchwindigkeit hat, in jeder Sekunde be⸗ 
ſchreiben wuͤrde. 


*) In der Regel drijcken wir die Riume in Preußiſchen oder Rhein⸗ 
ländifchen Fußen aus; die Zeiten aber in Sekunden mittlerer Zeit. Doch 
kann man auch beliebige andere Einheiten zu Grunde gelegt fich denfen. 


"dı*] 
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Iſt aber die Bewegung eines Atoms geradlinig und be⸗ 


zeichnet g,.dt die Kraft, welche vom Anfange der Bewegung an 
für ale Werthe von t, in ben verfchiedenen Zeittheilchen dt 
dd. h. ſtetig) gewirkt. hat (von t—= 0 an, bis zu dem Endwer⸗ 
the von t hin) und. zwar immer in einer und derſelben Rich⸗ 
tung (welche auch mit der Richtung der Anfangs⸗Geſchwindig⸗ 
feit zuſammenfaͤllt), fo ift allemal 


1. 9,=d%, alſo IL, =ds, (I. 26. Med). §. 33.). 


Eine folche ſtetig wirkende Kraft ift immer unendlich -Flein und 
heißt auch befchleunigende Kraft. 


Dabei ift der Faktor g, in der unendlich: Heinen ſtetig wir⸗ 


fenden Kraft p,.dt, und zwar der Werth dieſes Faktors Y, den 
felbiger zu irgend einer Zeit t hat, allemal die Geſchwindigkeit, 
"welche ein ruhender Atom erhalten würde, wenn diefe unendlich. 


Kleine Kraft Y,.dt, mie fie für diefen beflimmten Werth von t t 


ſich ausrechnet, ſtetig und unperaͤndert eine volle Zeit⸗Einheit 
(Sekunde) hindurch -in- einer. und derſelben Richtung auf · den 
Atom wirken wollte. 

Anmerk. Iſt die ſtetig hiazutretende Kraft 6 % die be 
fchleunigende Kraft) konſtant (nach) ti), fo finder ſich ſogleich aus 
dieſen Gleichungen durch Integration 

v 5t, s—=}pt, 
wenn v und s mitt sugleich anfangen. — ft alſo z. B. * 
der konſtanten Schwere g, ſo ‚hat man ' 
v=gth s ⸗ i6⸗ 2, 
und daraus noch 
| | v= Vs. 


§. 3. 


Dieſe Gleichungen (II. und III.) gelten noch (wie die L), 
wenn auch die Bewegung des Atoms eine krummlinige ſeyn ſollte, 


\ 
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fobald nur dann ’girdt nicht die wirktnde Lraft felbfi, ſondern 
die auf die Tangente der Bahn projtcirte Kraft EEE TH. Me 
chanit §. 38.). N 
Die volfiändigen Gleichungen einer cn Muntmtintgen: Se . 
wegung ſind aber, w 
We 8 = X, er und 9 tn 
ſobald nur x, y, 2 die Köordinaten⸗Wertht begjeniene wints 
ber Bahn find, in welchein ſich ‚Ber, Atomzu Ende der Bere} 
befindet, wenn ferner die Zeichen 82x, O°y, diz "Differenzial: 
Koeffigienten nacht tborftellen; wid Wed, iS. 
tenkraͤfte der, parallel init: den bref Koorbinaten MAxen⸗ zerlegten 
zu Einde- einer jeden Felt t iſſtetig ups Neue hinzuit etenden Kraft 
g-dt find *). A u HR DET TER ITU N Bere 
Iſt ferner s die in ber Zeit t beſchriebene Bahn, ſo f 
0° — x? 4-dy?+-82°; 
und ‚dx; 8, de find die Seiten-Gefaiwindigteiten der 
Bewegung jü Ende der Zeit ; wenn mur ae viele Difteegaß 
Koefficlenten nuch t gemeine Mi. abo bu, min DEhosn.d 
FARB dieſes gie na il 
> 15*fuͤr die freie Vewehung eins * h lhenanch ee 
2) für die Bewkgung auf "gegebene Fuche Afobald zu hier 
Kraft‘ y-dt‘ noch be normale Gegendruck O·di ber Flaͤche/ ober 
in den‘ Glachaugen (AV der Bewegung ve Die Pe ee 
ten ==, 2, Y;: Al % | 
noch bezuͤglich Qrcosı, Qrassij"iQ. ey mut 
hinzuaddirt werden, während 2, dliv —*e bebeuten, welche 
de juiz,ylz’gehbfige' Normale det le mir: ‚Bei? drei Koor⸗ 
dinaten⸗ Axen mil geinio Tom 
Endlich gelten dieſeiben  Shälingen (IV. RER a 
duch hoch ran Maut \enyeb α 
3) bei der Bewegung auf vorgeſchriebener Wahn, Werd Ar 
in biefem Katie‘ daher lH NE 
LLC RE TUT rd u 


*) Wenn‘ nicht auſbrückch hub eh 1% ik vn werden “her 
mal rechtwinkliche Koordinaten Mehdi! Braiägefehi u = nd 


.s 
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: X4:Orcase, J— Zt Qroos ei 
Genügtig ftatt : ME a 
X, Y Leon 
geſetzt, erden, während Q den Gegendrud der Bahn (der im⸗ 


“ mer auf der Bahn felbft fenfrecht ſteht) vorfiellt, &, e und a’ 


aber die, felbft noch aus. den Gleichungen der Bewegung näher 
un herechnenden ‚Winkel find, welche ‚Die Richtung dieſes Gegen: 
drucks mit den Pet. Koordinaten: u, J Th ‚Rees 
ni, Bi F A), 


ee na. E 


t 


Gabe, * Aens am. ‚und Bonftändig ige "einer Ebene liegt, unb 


Diefe, zur Eh. ätpejers-der drei Koordinaten⸗ A genpmmen, 
die dritte alfo ganz überfäfie wir, 


Mat ur: 4 [x With. 
23 Pyceht ſich⸗in See. Ebene ige "Sergbe AX. ‚(Eig. 19.) am 
EINER, Arne. Gphpunfge: As fo. hat, jeder ‚andere. ihrer punfte zu 
„Ende einer jeden Zeit t eine. andere Geſchwindigkeit. Sind, naͤm⸗ 
ih BB'= w, CC’=w! und DD’= w!!, die in irgend einer. 
Zeit t vonhein Munkten B, C.rund. D „Öefhriehenen Wege, fo 
ſind Die Heſchwindigleiten. digſer Punfte B, Cuund Debezuͤglich 
Ow, at CART, —— Sind nun. ABl, Alıır, und AD==R 
die Radien der Kreife, welche biefe Punfte. befchreißsn, fo if 
wW=rw und wi= R-w; 
ao, wenn man nah.Hdifferenglich ud cr ca 
Schar IE. ad Ahr R.-öw; at 
ee RE 6 LEN 10.) air, ig, opn, den Puntten 
B,C und D gleichzeitig beſchriebenen Wee ge, wiwiw, 
kanderno auch, die an. Kine derſelhen vorhandenen 
GSefhmwindigfeiten dw:dw; wii genau wie Bir 
Ks der Amis. 
Die Gefchwindigfeit w nun, weiche der Punkt B Hat, def 
fen Entfernung von A ber Raum⸗Einheit gleich ift, nennt man 
Ein Amine k Sf, MM: RR eit dieſer = undeehuns 


544 
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1) Die Winkri⸗Geſchwindigkeit einer ſoichen drehenden Bes 
wegung wird allemal gefunden; wenn man den Weg w nimmt/ 
welchen ein von dem Mittelpunkte ber Drehung‘ um die Raum; 
Einheit entfernter Punkt ur derzeit t. beſchreilt, und baven den 
Differenzial⸗ Koeffizienten Om: oder dw. berechnet. 

2) Die wahre, Geſchwindigkeit Öwi eines von dem Mit: 
telpunkte der Drehung mi r eftferiiten: Punktes. finder man; 
wenn fine Winkel: Gerchtindigfeit nie dem Wabine r 
feiner Bahn multiplicirt wirbu- .. 

3) Und iſt Avrı. bie: wahre Geſchwindigfeit ‚eines Sunftes, 
weiße won dem Mittelpunfte der Drehung mr abliegt ſp iſt 


— fin Winkel⸗ Ställe (ögl. 1. % Mech. * 41. ).. 


A EEE 8 Dr 

"geiner tommt bei der. krummlinigen Berpegung des Atome 
noch. die Eentrifugal: Kraft vor. Darunter verſteht man 
ben jedesmal unendlich ⸗ kleinen Druck (in ber Ebene, des Kruͤm⸗ 
munge: Kreiſes/ und) in der Richtung des Kruͤmmungs⸗ ⸗Halb⸗ 
meſſers, vom Mittelpunfte der Krümmung abwärts, welchen Die 
Bahn an diefer Stelle erleiden würde, wenn man bie fetig wir: 
kenden ‚Kräfte, wvelhe, Urfäche‘ der‘ Bewegung geweſen find, plöß- 
lich aufhören Tiefe. zu wirken, und die Bahn ald eine vorge: 
fchriebene und feſt gemachte dich baͤchte. — Dieſer Druck gegen 
‚die wirklich fefte, oder‘ nur als feſt gebachte Bahn, rührt alfo, 
der Definition zu "Folge, von der augenblichlicjen Geſchwindig⸗ 


keit v ‚allein. ber‘ \ und iſt allemal = dt, ober in fo ferne. 
man nach (1. Th. Mech: F 31. Me 6 den unendlich - : Kleinen 
Sattor dt oftmal Weg, 0 wenn e der Friummunge “al 
meffer PR Bahn ift an Biefer Stelle. — Dieſer Ausdruck — 
druͤckt die Geſchwindigkeit aus; welche An‘ ruhender und freie 
- Atom annehmen würde, wem: diefe EentrifugalRraft Zeit eine 


* 
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volle Selunde hindarch fietig und umintänbert. unb auch Immer 

in derfelben Richtung :auf ihn winken weilte. :. “ 
Aumerf..:1....In viden in Deutſchland gedruckten, Sefon. 

berd aber in phyfifelifchen Schriften, finder man. die Centri⸗ 


an’ .6 er ! ⸗ J.. 4 3 nt: ! 2 
fugal⸗Kraft, wie es ſcheint nur halb fo groß, nämiſch — * 
J ed F “ . 2 u.a fr . y » a 5 | rg 2 2* 


angegeben. Dies iſt aber vur Schein. In denſelben Buͤchern 
iſt naͤmlich ſtillſchweigend feſtgefetzt / daß man jede ſtetig wir⸗ 
kende, alſo immer unendlich⸗-kleine Kraft durch diejenige Zahl 
in. Rechnung ‚bringen. wolle, welche, bie. Befchwindigkeit: aus⸗ 
druͤckt, die ein Atam hrfammen.würbe, wenn dieſelbe ſtetig wire 
kende und unendlich⸗kleine Kraft unverändert und immer in derfek- 
ben Richtung eine halbe Sekunde lang wirfen wollte. Diefeibe 
Kraft bringt aber in der Halben Sekunde auch nur die Hälfte 
der Sefehtwirtbigfeit hervor, als in der vollen Sekunde. Daher 
findet man in‘ den’ gedachten Schriften alle ftetig wirkenden 
Kräfte nur halb ſo groß 'und namentlich auch die Sqhwere & 
nur — 15,6 (tatt 31,2) angegebett *), und deshalb fan bann 
auch die Eentrifugal: Kraft ı nur Surf bie Hälfte ber Zahl aus⸗ 


. *) um dem Anfänger jehe Erleichterung in ‚ber, Vellimmung dieſet 
Begriffe zu verſchaffen, ſagen wir hier noch einmal auedrückuich, daß wenn 
wir bier die Schwere g nennen, mir darunter verſtehen, daß fie = g-dt 
fen, alfo unendlich» Eleinz- und daß g' die Geſchwindigkeit vorkellt; welche 
bie. Schwere g-dt einem ruhenden Atom beibringen, würde, wenn ſie eine 
volle Sekunde hindurch fietig. und unveränbert und aych immer in herfels 
ben Richtung” auf ihn wirken" wollte. Diefe Geſchwindigkeit iſt nach der 
Thesrie der frei fallenden Körper. allemal das Doppelte des Raumes, der in 
der erſten Selunde durchfallen if. Die Eifahrurigen geben ungefähr u 

. g=.2%X156 31,35 
wenn man, wie wir dies hier immer thun, die Sekunde mittlerer Zeit ald 
die Zeit» Einheit, und den Preußiſchen ober. Rheinländifchen Fuß als Raums 
Einheit annehmen; von welcher letztern (der Raum: Einheit) wieder (nach 
I. Ch. Mech. $. 4,) die Zahl abhängt, durch welche wir eine Geſchwindig⸗ 
keit in Rechnung bringen. 

Der Raum, den die Schwere in der erſten Sekunde durchfallen macht, 
iſt dann in jenen Schriften, wie hier bei uns, ein und derſelbe, nämlich 
15,6 Preußiſche Sup, nur daß ihn jene Schriften durch g, mir aber bier 
denfelben durch ag ausdrücken. | 
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gebruͤckt Fieh finden, durch welche wir fie: nad) unfern ˖ Annah⸗ 
men, welche mit denen der ausgezeichnetſten frerzoſiſthen Schr 
ten  übereinftimmen auszudrücken Haben... . .. 

‚Bergleicht mar zwei.ſtetig mirkende Kräfte mit einander, Ri B. 
die Crutrifugal⸗Kraft nit der Schwere, fo: es mtürlich in. 
Bezug auf das Verhaͤltniß beider. ju sinauder: gang .einerlei, ob 
man fich ber eben erwähnten Altern Art, bie fetig wirkenden 
‚Kräfte in Rechnung zu bringen bedient, oder der von ung (im 
I. Th. Mech. $. 31.) angegebenen und in diefem Werke durch» 
aus verfolgten Weiſe. 

Faͤllt ein Atom vermöge ber Schwere g-dt frei herunter, 
ohne weiteres Hinderniß, und zwar ‚die Höhe h, fo ift ſeine zu 
Ende des Falls erworbene Gefchwinbigfeit v allemal aus ber 
Sormel v V2gh *) 
zu berechnen. Man giebt daher die Geſchwindigkeit irgend einer 
Bervegung oft dadurch), daß man bie Fallhoͤhe h angiebt, welche 
ein Atom (oder ein Körper) frei burchfallen müßte, um am Ende 
bes Falles gerade biefe Geſchwindigkeit zu erhalten. — Iſt alfo 
bei einer Erummlinigen Bewegung zu irgend einer Zeit die Ge⸗ 
ſchwindigkeit v fo, daß fie zur Falls Höhe h gehtrt, ſo die 


Centrifugal⸗Kraft in dieſem Augenblick = = dt = = Ed, 


oder, wenn man ben Faftor dt mwegläßt, = — Even 


haͤlt fih alfo die augenblidlihe Eentrifugal-Kraft 
sur Schwere, wie bie doppelte zur augenbliclichen 
Geſchwindigkeit gehörige Fallhoͤhe zu dem Krüm; 
mungs⸗Halbmeſſer. 

Anmerk. 2. Den erſten Anfaͤnger machen wir noch be⸗ 
ſonders darauf aufmerkſam, daß die Centrifugal⸗Kraft keine in 
der Natur vorkommende Kraft iſt, wie etwa die Schwere, ſon⸗ 


*) Iſt nämlich t die zum Falle nöthige Zeit, ſo hat man h= fr-dt, 
v=fg.di, d. h. ⸗ gt, heigt. Eliminirt man aus dieſen beiden Gleis 
chungen die Zeit t, fo erhält man v = 2gh. 
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dern daß man mit dieſem uneigentlichen Namen nur einen Druck 
bezeichnet, den eine feſte krummlinige Bahn, ober bet mit ihr 
feſt verbunden gedachte Mittelpunkt des Kruͤmmungs⸗Kreiſes 
in jedem Augenblicke deshalb erleidet, weil der bewegte Atom 
die (gerade) Richtung feiner Geſchwindigkeit verfolgen will, die 
feſte Bahn aber ihn daran hindert. | a 








* oo —— re .. ..9 
———— ——— 


Die Dynamik feſter Korper. 


2 — 
1 


urn or. wg „Zweites Kapitel. 


Beprsung einer Maffe in ber. Erſcheinung Größe. der Bewer. 
| gung. Bewegende Kraft. D Alembert' 6 Lehrſatz 


el J en 'Vorerinnerung 

Gi wir nuu  pom om zu einer bewegten Maf fe über, und betrach⸗ 

ten wir dabei wiederum zunächſt die Bemeguns in ihrer Erſcheinung zu 

Ende irgend einer Zeit t, fo finden wir: : : -- 

. 1). Entweder es haben, alle Atome eine und dielelbe Geſchwindigkeit, 

und dieſe in Richtungen, welche mit ‚einander parallel laufen; 
2) oder es if dieſes nicht der dall. | 


\ 


hıı . T 
“r F 


vrvenr 


A —9 — Erſte Abtbeilang 


Wenn. alle Atome. m. parallelen Richtungen eine unb biefelbe 
Geſchwindigkeit baben. Größe. der Bewegung. Vewegende 
Kraft. Lebendige Kraft. 


e 
— — — — — — — — 


4‘ ... 


“ u. — 8. 
eh, 
BA " Orsse der Berrsung 


Haben alle Atome eines bewegten feſten Koͤrpers zu irgend 
einer Zeitet eine und dieſelbe Gefchtwindigfeit v, oder v und 


noch dazu in parallelen Richtungen, ſo lann man zunachſt fol⸗ 
gende Betrachtungen anfelen: . ;- 


1. 
x 
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Nah (I. Th. Mech. 69. 6. 7.) tft die Geſchwindigkeit v, 
oder v als eine Kraft anzufehen, welche eben jeßt auf ben als 
ruhend gedachten Atom gewirkt und ihm diefe Geſchwindigkeit 
beigebracht bat. Die Gefcjwindigfeiten aller Atome find: alfo 
eben fo viele parallele und gleiche Kräfte, welche den ruhenden 
Körper angegriffen haben. ft nun n die (wenn auch noch fo 
große) Anzahl der Atome, welche in der Maffen-Einheit 


fteffen, und ift die Maffe des bewegten Koͤrpers burch die, Zahl 


m ausgebruͤckt, fo iſt n-m die Anzahl aller feiner’ Atome. Nach 
der Theorie der parallelen Kräfte cu Th. Kap. 4. Abthl. 2.) 
würde nun eine Kraft 

1 P= nm.v = nmv 


in dem Schwer: Bunfte des Koͤrpers und in der Richtung ſei⸗ 


ner Geſchindigkeit angebracht, den ruhenden Koͤrper in dieſelbe 


Bewegung verſetzen, tie wir ſie zu Ende der Zeie“t bei ihm 
wahrgenommen haben; und umgekehrt, diefelbe Kraft P=n-mv 
wuͤrde die Geſchwindigkeit aller Atome auf einmal vernichten) 
wenn fie an dem Schwer: Punft ber Richtuis feine Venchung 
genau entgegen angebracht wuͤrde. 

Betrachten wir einen andern Koͤrper, deſſen Maſſe m if, 
in berfelben Art von Bewegung begriffen, aber ſo, daß jeder 
Atom die Geſchwindigkeit v’, oder v! hat, fo iſt 

2) P! = nmv 
die Kraft, ‚welche man an dem Schwer: Punkte diefed andern 
Körpers anbringen muͤßte, wenn dieſer Körper aus der Ruhe 
‚in. diejenige Bewegung, übergehen follte;: welche wir: eben je ‚m 
Ende der "Zeit t an ihm wahrnehmen. | 

Ans den beiden Gleichungen 
P=nmv und : P!’ = nmiv! - 
geht nun, wenn man beide durch einander dividirt, noch hervor 
p:P = mv: miy!, 
Hirt man nun bie Kraft. pl welche bei di einer eintrafige Bir- 


fung einer. beliebigen Maſſe a bie: Geſchwindigkelt vi, ==. ei 


.... 


(ober der Maffe m! 1, die Gefchwindigfeit v' == 1) Beibrin: 
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gen würde sur Kraft  Einpeit, fo gebt die vorftchende Sleihune 
uͤber in 
Pp = MV. 

Dieſes Produkt mv nennen wir nun Die Groͤße der Be⸗ 
wegung oder aud) dad Bewegungs: Vermögen der Maſſe 
m in diefem Augenblicke, wo jeder Atom diefelbe Geſchwindigkeit 
v (in parallelen Richtungen) hat. 

Die Größe der Bewegung, oder dag Bewegungs⸗ Vermoͤgen 
einer bewegten Maſſe zu irgend einer Zeit, iſt alſo die Kraft, 
welche man an den Schwer⸗Punkt des ruhenden Koͤrpers an⸗ 
bringen muͤßte, um augenblicklich jedem Atom gerade dieſe Ge⸗ 
ſchwindigkeit zu geben, welche er jetzt hat; oder die Kraft, welche 
man der Richtung feiner Bewegung (im Schwer⸗Punkte deſſel-⸗ 
ben) gerade entgegenſetzen muͤßte, um augenblicklich dieſe Bewe⸗ 
gung zu vernichten; unter der Vorausſetzung jedoch, daß man 
sur Kraft-Einheit diejenige Kraft nimmt, welche der 
Einheits-Maſſe die Einheits-Geſchwindigkeit, oe 


einer beliebigen ee m! die Sergwindigkeit =, 


oder endlich ber Maffe — — U bie Geſchwindigkeit yl si 
bringen würde 

Anmerk. 1) Die „Größe der Bewegung’! ift dag Produtt 
aus der Maſſe m des bewegten Körpers und ber (gemeinſchaft⸗ 
lichen) Geſchwindigkeit v aller feiner Atome, oder der Seſchwin 
digkeit ſeines Schwer⸗Punktes. 

2) Dividirt man daher bie „Groͤße der Bewegung! durch die 
Maſſe bes bewegten Koͤrpers, ſo erhaͤlt man die Geſchwindigkeit 
ſeines Schwer⸗Punktes (welche zugleich die gemeinſchaftliche Ge⸗ 
ſchwindigkeit aller ſeiner Atome iſt). 

3) Haben zwei Koͤrper einerlei Maſſen, ſo verhalten ſich 
ihre „Groͤßen der Bewegung,“ wie bie Geſchwindigkeiten ihrer 
Schmwer:Punftee 

4) Haben aber die Schwer» Punkte zweier Körper einerlei 
Gefchwindigfeit, fo verhalten fich ihre „Größen der Bewegung, 
wie ihre Maffen. 
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%. 7. P 

Wird einer bewegten Maffe m in dem Augenblicke, wo fie 
‚ die Gefchwindigfeit v bat, eine fefte Oberfläche auf die Rich⸗ 
tung des Schwer: Punftes normal entgegengefeßt, fo entſteht ein 
Stoß. Wir finden es vorläufig bequem, die „Größe der Des 
wegung!! mv auch die Größe des Stoßes zu nennen, wenn 
wir auch hinfichtlic des Näheren vom Stoße auf dag ntunte 
Kapitel verweiſen müffen. Die Kraft, welche der Einheitd:Maffe 
die Einheits⸗Geſchwindigkeit beibringt, und welche wir zur Kraft: 
Einheit für die Ausmeffung der „Größen der Bewegung! ge: 
nommen haben, fann daher auch recht füglich die Stoß-Ein- 
heit genannt werben. 

Auf diefe Stoß-Einheit bezogen ift alfo mv bie „Größe ber 


Bewegung,“ oder das „Bewegungs⸗Vermoͤgen,“ oder die „Größe 


des Stoßes"! einer Maffe m in dem Augenblicke, wo fie’ die 
Geſchwindigkeit v hat, d. h. wo alle ihre Atome bie gleichen 
und parallelen Gefchtwindigfeiten v haben. 


$: 8. \ 

gede an einen Atom ſtetig hinzutretende Kraft, » B. grdt, 
ift immer unendlich-Elein, und wird bie befchleunigende 
Kraft genannt. Sie giebt dem ruhenden Atom bei ihrer ein- 
maligeh Wirkung die ebenfalls unendlich Kleine Geſchwindigkeit 
p-dt. Wirkt alfo auf. alie einzelnen Atome einer ruhenden Maſſe 
m diefelbe befchleunigende Kraft g-dt in parallelen Richtungen, 
fo bringt fie bei einer einmaligen Wirkung jedem Atom die Ge 


ſchwindigkeit g-dt bei, alfo der Maſſe m die unenblich-Eleine _ 


„Größe der Bewegung"! mgedt, wenn letztere auf die Stoß: 
Einheit bezogen wird. — Hatte aber jeder Atom der Maffe m 
vorher ſchon in derſelben Richtung die Sefchtwindigfeit v, fo hat 
er jest die Gefchwindigfeit v+-gy-dt. Hatte die Mafle m alfo. 
vorher „die Größe der Bewegung‘! mv, fo bat fie jetzt bie 
„Größe der Bewegung! m(v-H-grdt). Folglich iſt das Pro 
duft my · dt dann auch der „Zuwachs! an „Größe der Bewe⸗ 





\ 
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gung, '' weichen bie Maffe m; an deren einzelne Atome in ber 
Richtung der bereitd vorhandenen Geſchwindigkeit v noch bie 
beſchleunigende Kraft g-dt. binzugetreten iſt, erlitten bat. 

Diefe durch. einmalige auf alle Atome gleichzeitige und pa- 
rallele Einmirfung einer ‚befchleunigenden Kraft gY-dt, in ber 
Maſſe m hervorgebrachte (unendlich > kleine) „Größe der Bewe⸗ 
gung‘! ma-dt nennt man die auf den Körper wirkende bewe⸗ 
gende Kraft. 


Anmerk. 1) Wird die bewegende Kraft durch die Maſſe 

m dividirt, ſo erhält man die beſchleunigende Kraft. 

2) Wird bie befchleunigende Kraft mit ber Maffe. m mul: 
tiplicirt, fo hat man wieder die bewegende Kraft. 

3) Bei gleichen befchleunigenden Kräften, welche auf zwei 
Maffen m und m! wirken, verhalten fich die bewegenden Kräfte, 
wie dieſe Maſſen. 

4) Bei verſchiedenen beſchleunigenden Kräften, welche auf 


gleiche Maſſen wirken, verhalten ſich dagegen die bewegenden J 


Kräfte, ı ' tie bie beſchleunigenden. 


Die bewegende Kraft bei einer ruhenden Maſſe (auf de⸗ 
ren einzelnen Atome, aber in parallelen Richtungen, eine beſchleu⸗ 
nigende Kraft ꝙ ˖dt wirkt) iſt der Druck, den eine abſolut feſte 
Fläche erleidet, gegen welche fich fenfrecht auf fie die Maffe mit 
der nämlichen Geſchwindigkeit ꝙ ˖ dt in Bewegung feßen wuͤrde, 
wenn La diefelbe fefte Zläche jede Bewegung verhinderte. 


$. 10. 


Siel und Deuct einer und derſelben Maſſe verhalten, fich 
daher zu einender, wie die zu der Zeit t des Stoßes vorhan⸗ 
dene Geſchwindigkeit vdieſer Maſſe zu der im Augenblick bee 
Drucks auf jeden einzelnen Atom wirkenden unenblid)-Eleinen be: 
ſchleunigenden Kraft g-dt. 


Stoß und Druf, obgleich gleichartig ihrem Begriffe wach, 


m — —— - ro 
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find alſo An endlichen Zablen nie mit einander iu ver⸗ 


gleichen *). 

Allgemeiner: Größe ber Bewegung u irgenb inet Zeit 
t, wo die Mafle irgend eine enbliche Gefchwindigfeit hat, und 
bewegende Kraft find, obgleich dem Begriffe nach gleichare 
tig, in endlichen Zahlen nie mit einander zu vergleichen. 

Während wir Daher die „Größen der Bewegung‘! unter ein⸗ 
ander in endlichen Zahlen vergleichen, und zur Kraft⸗Einheit Die 
Stoß⸗Einheit nehmen, d. h. die „Größe der Betvegung!! einer 
Wfl m! in dem Augenblicke, wo ſolche bie Geſchwindigkeit 


J =; (oder: die „Größe der Bervegung" der Einheits⸗ Maſſe in dem 


Denblikke, wo ſie die Einheits⸗ Seſchwindigteit oder endlich bie 
Größe der Bewegung ber Maffe J in dem Augenblide, wo 


fie die Gefchtoindigfeit v/) bat, ift es am bequemften, wenn man 
auch bie „bewegenden Kräfte" Dadurch unter fich vergleicht, 


daß man zur Einheit nimmt Die. „betvegende. Kraft‘! irgend. ei⸗ 
ner Maffe m’, auf deren Atome alle die befchleunigendbe Kraft 


dt wirft (ober Be bewegende Kraft ber Maffen-Einpeit, wenn 


auf en Atome die befchleunigende Kraft I. dt **) wirkt, welche 


das face der Schwere g.dt iſt, oder endlich die bowexende 
— ‚Kraft 


*) In den Anwendungen auf Phyſik und Technik kann jedoch ein 
Druck ſcheinbar mit einem Stoß verglichen werben können, in fo ferne näms 
lich bei einem Drude die Materie nachgiebt, daburch aber eine, wenn auch 
unmerkliche Bewegung entſteht, fo daß der Druck gleichfam in einen Stoß 
mit fehr Heiner (aber doch nicht mehr mit unendlichstleiner) Ges 
ſchwindigkeit übergeht. — Bei einerlei Maſſe bleibt jedoch ſelbſt dieſer, in 
einen Stoß übergehende Drud f eb klein gegen einen Stoß mit mertharer 
Geſchwindigkeit. 


**) Hat ein Atom- die befehleunigenbe Kraft i. (dt, ſo bei dus fo 
viel, ald der Atom wird die Gefchmwindigkeit 1 erhalten, wenn dieſe beſchleu⸗ 
nigende Kraft eine volle Sekunde lang ſtetig und unverändert und auch im: 
mer in derfelben Richtung auf ihn wirkt. 
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| Kraft einer Maſſe — wenn auf alle Atome bie selig 
Kraft viedt —— 


Dieſe Einheit mag: man die Drud ⸗Einheit aminen;. fo 
dag alfo die Drud- Einheit das dtfache. der: Stoß⸗Eiunheit iſt. 


Während daher die bewegende Kraft; ſobald man ſie auf bie 


Stoß-Einheit bezieht, = my-dt: (alſs unendlich- Hein) if; 


wird fie. Jetzt durch die (endliche) Zahl my. ausgebrürft, ſobald 

man n ſe auf die eben fefigeftelte Druck⸗Ei beit bezieht. 
§. II. u Fe 

Dei einem (ohne Widerftand der Luft): frei fellmda Körner 

ber die Mafle m Hat, ift nad) Verfluß der tten Sekunde vom 

Anfange des Sales an gerechnet, die Geſchwindigkeit der einzel: 


nen Atome — gt (I. Th. Mech. 6. 33. Anmerk.), daher die 


„Groͤße der Bewegung" des Koͤrpers mente bleſer Zeit t 


= mv = met. 

Dagegen if die bewegende Kraft zu Ende: Der Zeit t 
(und, in fo ferne wir hier die oͤrtliche Schwere & in den ver: 
ſchiedenen Hoͤhen als konſtant uns benfen, alch ‘fu jeder andern 
Zeit) auf die Stoß. Einheit Bezogen) e meet, alſo auf die 
Druck⸗-Einheit. bezogen," mg 
Die beiwegende Kraft eines frei fallenden’ Korpets iſt aber 


offenbar. das, was wir (im IE. Th. $. 465.)ſein Gewicht ger. 
nannt haben. Da nun (nach IE. Th. $. 47.) baſſelbe Gewicht 


auch durch ng ausgedruͤckt ſich findet, fobald man zur Maſſen⸗ 
. Einheit das gfache der Mafle himmt, welche die Gewichts⸗Ein⸗ 
heit vepräfentirt, ober, was baffelbe ift; fobald man zur Gewichts⸗ 
Einheit dag Gewicht bes sr Theis ber Maſen— ‚Einheit nimmt, 
ſo folgt hieraus: 


* *) Denkt man fih, wenn g-dt bie (örtliche) Schwere if, daß eine 
Maſſe m’ = z von der Schwere g-dt als befchleunigender Kraft ergriffen 


wird, fo hat diefe Maffe eine bewegende Kraft, welche wiederum die bier 
angenommene Krafts Einpeit ik, womit wir alle bewegenden Krafte meſſen 
wollen. 


m. J [2] 


non 
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1) Die obige Druck⸗Einheit, mit welcher wir alle bewe⸗ 
genden Kraͤfte meſſen wollen, iſt allemal die Gewichts⸗Einheit, 
wenn Maſſen⸗ und Gewichts: Einheiten fo auf einander bezogen 
"werden, wie folches eben erwähnt worden iſt. 

2): .Mehrnen wir dabei das Pfund (A des II. Th. $. 49.) 
an Gewichts⸗Einheit, ſo iſt die bier zu. Grunde gelegte Waffen, 
| Finpeie diejenige Maſſe, welche genau gt wiegt... 
3) Nehmen wir aber eine. beliebige Maſſe zur MaſeenEin⸗ 
peit, fo. iſt die zu Grunde gelegte Gewichts; Einheit der gte 
Theil des Gewichtes der Maflen: Einheit; wenn nämlich mg 
das Gewicht der Mafle m ausdruͤcken, und die Druck⸗ Einheit 
von ber Sewnchte⸗ Emheir nicht verſchieden ſeyn fe 


DR ur 

In unterſuchungen über. die Berwegung der Maffen, kommen“ 
immer die getvonnenen-unenrblich + Fleinen Geſchwindigkeiten, ‚und 
Saher auch die gewonnenen unendlich⸗kleinen „Größen der 
Bewegung" in Betrachtung. zugleich mit den auf's Neue ge: 
wirft habenden bewegenden Kräften. — Beide Arten. von Kraͤf⸗ 
ten muͤſſen daher auf eine und dieſelbe Kraft⸗Einheit bezogen 
werden, und zwgr entweder beide auf die Druck⸗Einheit, oder 
beide auf die Stoß⸗Einheit. — Legt man die Stoß + Einheit. zu 
Stunde, ſo darf dag Gewicht einer Maſſe m, welches 
auf die Dry, Einheit, bezogen, durch mg ausgedrückt iſt, nicht 
anders. ale vs mgedt ausgedruͤckt werden (weil bie 


Stoß: Einheit das Afache der Druck: Einheit ift). 


degt man aber die Druck⸗ Einheit zu Grunde, ſo darf ein 
Zuwachs an Groͤße der Bewegung, welcher, wenn er auf die 


Stoß⸗Einheit bezogen wird, = medv iſt, nur durch — oder 
m-dv, ’. audgedräct werden aus demſelben Grunde. 


$. 13. 
Lcedrfog. | 
Wenn auf den Schwer: Punft einer Maffe n m von Q Pun- 
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den eine bewegende Kraft von PPfunden fietig und in der⸗ 


ſelben Richtung wirft, fo hat ber Schwer -Punfk, und auch je 


der andere Atom des Körperd Q, Biefelbe Bewegung, wie wenn 
auf: jeben Atom von m eine befchfeunigenbe Kraft 
— o 
gewirkt hätte. Ä 
Denn es vertheilt ſich die Kraft P a die Maſſe m ober 2, ifo 


p 
Eommt auf jeden Theil der Quotient = oder O:: d. > ” 


Ober, ausführlicher und deutlicher: 
Dg jeder Atom von m bei einer einmaligen Wirkung don P den un, 


befannten Zuwachs an Gefchmindigkeit y-dt annimmt, fo iſt der im mid 


fien Moment von der Maffe m gewonnene „Zuwachs an Größe. der. Bewes 

gung’ offenbar = mpedt, oder, auf die DruckEinheit bezogen, = mp. — 

Diefe Größe der Bewegung mp if der Kraft P, welche fie hervorgebracht 

hat, nothwendig gleich, fobald letztere auf dieſelbe Drn einhen beiehen 
wird. Alſo hat man 


1) Dem d.h g=i. 
Es iR ober auch, weil O das Gewicht der Waffe ini 2 
AU— 


Eliminirt man num m: aus dieſen beiden Gleichungen, fo HeRER 
Beifpiel 1. Die beſchleunigende Kraft zu finden, mit 


welcher ein Gewicht Q, nachdem es unter Waſſer geſetzt iſt, zu 


Boden fiuft.. 
Es ſey W das Gewicht des vertriebenen Waflers, nelche⸗ von: dem 


umgebenden Waſſer getragen worden wäre, um welches alſo der Drud Q _ 
im Waffer verändert ift, — fo bleibt die Kraft (Q— WV)u. übrig, welche ' 
auf die Maffe von Qu. wirkt; daher iR die geſuchte befehlennigenbe Kraft p 


.$, daß fie aus der Gleichung - 
Q—-W 
og 
berechnet werden kann. 
Iſt 5 die Dichtigkeit der Mafle Q, To if 
Q = 
folglich 
[2*] 


2 Dynamik feiter Körper. . Kap. IL $. 13. 


sl, 1 1 
oe (iN)e=s-te 
Es findet daher eine Bewegung im Sinne der Schwere flatt, ſo oft —* 
d. h. 5>1; dagegen findet eine Bewegung nach oben, der Richtung der 
Schwere genau entgegen, flatt, fo oft >, d. h. 5<1 und die Anfangs 


Geſchwindigkeit Null feyn folte. Iſt im letztern Sal die Anfangs-Gefchwins 
digkeit nach unten gerichtet, fo geht der Körper erft nach unten; bis biefe 
Geſchwindigkeit nach und nach mehr und Zuletzt ganz vernichtet il; dann 


wieder nach‘ oben. 
Und für-$=1 wird die befchleunigende Kraft = 0; daher geht der 


. Körper Q dann mit feiner Anfangss Gefchwindigkeit gleichförmig fort; oder 
. er ruht, wenn legtere Null if. | , 

Beifpiel 2. Auf einer horisontalen Unterlage (Big. 3.) 
liegt ein Gewicht S, welches mittelft eings Fadens, der uͤber einen 
unbeweglichen Stift (Cylinder) geht, mit einem andern Gewichte 

- . R gufammenhängt, fo daß R in vertifaler Richtung herunter 
sieht, während das andere Ende des Fadens an S, horizontal 
lauf. Man fol die befchleunigende Kraft finden, welche die 
Bewegung von R (d. h. jedes Atoms von R) beſtimmt. 

Die zu bewegende Maffe hat bier, wenn das Gewicht des Sadens außer 
Acht gelaffen wird, das Gewicht R-+-S. Die Kraft, welche diefe in Ber 
megung ſetzen fol, it, wenn man Widerfiand der Luft, die Steifkgkeit des 
Sadend und die Reibung am Stifte außer Acht läßt, offenbar = R— uS, 
wenn „S die Reibung des Gewichtes S auf der horizontalen Unterlage bes 
deutet. Zolglich if die gefuchte befchleunigende Kraft » fo, daß man 

R—uS 
- bat. rn 
Beifpiel 3. Die befchleunigende Kraft ꝙ einer Maffe, des 
ren Gewicht S ift, welche längs einer mis den Horisont ben 
Winfel & bildenden fchiefen Ebene (Fig. 1.) heruntergleitet, wäh: - 
rend die Reibung der Bewegung entgegentoirkt, ift nach derſel⸗ 
"den Formel 
_ Sesina— uS · cos _ 
m mg TI 
alfo auch - j 


== (sin@ — u-C08 ) · g. 





a 
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Denn es iſt S-cosa ber ſenkrechte Druck bes Gewichtes S auf die 
fehiefe Ebene, daher uS-cosa die, Reibung; während. S-sigu,bie in der Rich⸗ 
tung ‘der fchiefen Ebene wirkende Kraft des Gewichtes S if. Daher iſt 
S-sina— uS-cosa die Kraft, welche bie Waffe vom Gewichte S im Bewer 
gung zu fegen bat. - 

Mehrere andere bieher gehörige Veiſpiele wird das dritte Kapitel noch 
gelegentlich an die Hand geben. 


Anmerk. Hat man aber die befchleunigende Kraft p des . 


Schwer-Bunttes einer Mafle gefunden, und ift v defien Geſchwin⸗ 
digkeit und s der von ihm zurückgelegte Raum, alles zu einer 
und berfelben Zeit t, fo hat man (nach I. Th. Mech. $. 33.) 
die beiden Gleichungen der Bewegung 

I. %.,=v; u. dv, =g; 
welche dann (nad) I. Th. Mech. Kap. IV.) weiter behandelt 
werden müflen, wenn jede einzelne weitere Frage beantwortet 
werden ſoll. 

Iſt namentlich ꝙ (nach t) konſtant, fo iſt 

1) vꝙ5 

und 2) s = 9.tꝰ Pect, 
wenn c bie Anfangs Geſchwindigkeit vorftellt, und gpenn ber 
Raum s mit der Zeit t zugleich anfängt. 


$. 14. 


I. Wenn zwei gleiche und Eonftante Kräfte P und P! auf 
die Druck - Einheit besogen (ober P-dt und P’.dt, wenn fie auf 
die Stoß-Einheit begogen werden) auf die Schwer-Punfte zweier 
verfchiebenen Maffen m und m’, eine und biefelbe Zeit t hin- 
durch ſtetig und immer in berfelben Richtung, wirfen und ben 
Maſſen m und m’ gleichzeitig die Geſchwindigkeiten v und v' 
beibringen, fo haben fie gleichzeitig allemal einerlei Größe ber, 
Bewegung, d. h. es ift allemal 

mv = miv!. Fa: 

Und umgekehrt: haben zwei Maflen m und m’ gleichzeitig 
einerlei Größe der Bewegung, fo find bie Eonftanten Kräfte P 
und P/, deren ſtetige Wirkung biefe Bewegungen hervorgebracht 
haben, allemal einander gleich. 


22 Dynamik fefter Körper. Kap. II. $. 14. 


Dena (nach $. 13.) haben die Maſſen m und m’ die Bewegung, wie 
wenn jeber Atom derfelben bezüglich bie befchleunigende Kraft * und *) 
hätte, welche dabei nach der Vorausſetzung konſtant find. Alfo it nach 
Verfluß einer und derfelben Zeit t (nach $. 2. Anmerf.) 

v- P. und v — u; 
m m 
oder | mv = Pı und mv’ = Pi; 
und aus biefen Gleichungen gehen beide Behauptungen! herost. 

II. Wirken wiederum zwei konſtante und gleiche ‚Kräfte 
auf die Maffen m und m’! ftetig und in derfelben Richtung, und 
find v und v’ die Gefchtwindigfeiten, melche vorhanden find, 
nachdem jede ber beiden Maffen m und m! gleiche Räume 
durchlaufen haben, fo ift allemal 

mv? —= mivl2, 

Und umgekehrt: Sind die Produfte mv? und men einan- 
der gleich, unter der Vorausfegung, daß Fonftante und ftetige 
Kraͤfte P und P! auf die Maflen m und m! gewirft, und nach 
irgend, von den Maffen m und m‘ durchlaufenen gleichen Raͤu⸗ 
men bie Gefchtwindigfeiten v und vi hervorgebracht haben, fo 
find die Kräfte P und P! allemal einander gleich. 

Denn es find 


pP d Lad 

m un m’ 
die befchlenmigenden "Kräfte der Schwer Punkte von m und m‘; daher find 
1) Bu zen und 2) zT ' 


die Gefchtwindigkeiten zu den verſchiedenen Seiten t und t, in denen die 
gleichen Wege s durchlaufen find; und 


= +? und - — * 
find diefe gleichen Bey s felbfi (alles nach I. Ch. Diechaut 66. 32. 33. 


oder nach $. 2. Anmerk. dieſes Bandes). 
Man hat alfo 
8 


*) Es iſt nämlich mg das Gewicht des Maffe m; folglich ift die be 
ſchleunigende Kraft jedes Atoms von m (nach $. 13.) = —* alſo —* 
— U. ſ. w. 


t 
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3) ne = * 


Subſtituirt man hier art t und t ihre Werthe aus (1. und 2.), ve er⸗ 
bält man’ — 


TR: 
m, XC a; 
Iſt alſo 
pP 

vorguögefegt, fo iſtz auf) nothwendig ABA ame una sp 
“ " mv’ = m’v. . er. . j “ n 
aber 0 uinv * nv” EEE 7 
vorenteeſett/ ſo folgt (aus * — Bu ad DEE 7260 Zr 


ni —————— Ger Fre 

; a EHE Free Ban ae ν 101 are 

s 15.- MITTEN en re 

Bor der Iebenätgenigtraft." De 

Daß Probuft aus der Mäffe m ih das Quadrak ihrer Ge⸗ 

ſchwindigkeit v zu irgend einer Zeit t wird die lebendige Kraft 

ber Maſſe m zu dieſer Zeit t, genannt; Immer, unter der Vor⸗ 

ausſetzung daß alle Atome der Maſſe m bie parallelen und le: 

chen Geſchwindigkeiten v haben. 

Wirken aͤlſo auf zivei verſchiedene Maſſen m und m’ gieiche | 

and. Tonftante Kräfte ſtetig in derſelben Richtung, ſo find in ‚den 
entfiehenden Bewegungen 

"I zu Ende einer und berfelben Zeit ( waͤhrend die durch⸗ 

laufenen Raͤume verſchieden ſind) die Srößen der Bene: 


gung einander gleich; 


2) nach gleichen‘ Buchfaufenen Maren aber (alfo zu ver: 
ſchiebenen Zeiten), ſind de tesehbigen Kräfte einander 
gleich — 

Und beide Säge gelten auch amgefehre.. 


ErEeT, IE EEE EEE 
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2; BWweite Abtheilung. 


Wenn die Gefhmwindigfeiten der einzelnen Atome ganz belie- 
big find. Der d'Alembert'ſche Lehrſatz. 


$%. 16. 

In dem andern Falle, two die einzelnen Atome ber bewegten 
Maſſe eine und diefelbe Geſchwindigkeit in parallelen Richtungen 
nicht haben, kann doch ſowohl bie Größe als auch die Ric) 
tung ber Gefehmwindigfeiten zweier dicht neben einander liegenden 
Atome nur unendlic) wenig von einander verfchieden feyn, weil 
wir bier fefte Körper vorausfegen. 

Zerlegt man daher ‚ben ganzen. Körper in unendlich viele un- 
endlich : «Heine Maſſentheilchen (Elemente), fo fann man immer 
annehmen, daß, alle Atome eines ſolchen unendlich⸗kleinen Maf- 
ſen⸗Elementes einerlej Geſchwindigkeit in parallelen Richtungen 
haben, daß alfe, Größe, und Richtung „| der Geſchwindigkeit nur 
von Flement zu Element ſich ändert., — Alles ‚bisher (in 
der erften Abtheilung dieſes Kapitels) Geſ agte gilt alfo uns 
verändert für jedes, unendlich) fleine Maffen: ⸗Ele⸗ 
‚ment bei jeder beliebigen Bewegung. 

Bei der. Bewegung der Maſſen denkt man ſich daher die 
Maſſ nicht mehr. in Atome zerlegt, ſondern in ſolche Maſſen⸗ 
Elemente (Molécules), „beren jedes wieder beliebig viele Atome 
enthalten kann. Spricht man dann von der Geſchwindigkeit, 
oder von der heſchleunigenden Kraft, oder von der Bewegung 
des Elements, fo verfieht man allemal die Gefchwindigfeit, die 
befchleunigende Kraft oder dig Bewegung feines Schwer - Punf- 
te8 darunter. 

Für die beliebige Bewegung fefter Körper finden fih nun 
fogleich folgende Hauptpunfte zu beachten: 

1) Jedes einzelne Maffen: Element des feſten Körpers bet 
ſeine eigene Bewegung, welche von der des andern oft ſehr ver⸗ 
ſchieden ſeyn kann. 


Ba 
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.2) Die Betvegung be einen Elementes kann durch die Bes 
mwegung des andern mit ihm feſt oder Infe zuſammenhaͤngenden 
veraͤndert (gefoͤrdert oder gehindert) werden. — 

3) Die unmittelbaren Wirkungen ber auf die einzelnen Ele⸗ 
mente. wirkenden bewegenden SKräfte werben veimöge des Zu⸗ 
fammenhanges der bewegten Elemente unter fich modificirt, ſo 
Daß bie toirfliche Aenderung der Bewegung eined Elementes dag 
Reſultat ift, aus jener bewegenden Kraft und den. Einwirkun⸗ 
gen.der rings herum mit ihm zuſammenhaͤngenden Elemente auf 
daſſelbe. 

Dieſes alles wird nun genau durch ein ganz Augemeines 
Geſetz beſtimmt, welches wir den Lebrſat des d'Alembert 
nenuen. 


§. 17. 

or D: Atembert's Ledrfab 

4. Man denkt ſich nämlich das ganze in Bewegung begtif⸗ 
fene feſte oder loſe Syſtem zu. Ende irgend einer Zeit t, fo hat 
jedes Element m der :Maffe gerade jet in irgend einer Rich⸗ 
tung irgend cine Gefchtwindigfeit v, alſo auch eine „Größe der 
Bewegung! mv. Zu Ende des darauf folgenden Zeittheilcheng 
dt. findet ſich die Gefchwindigfeit v ber Nichtung und . Größe 
nach). (oder. nur. in einer, Diefer beiden Begiehungen) geändert; bie 
neue Geſchwindigkeit des Elemente m ſey —= w, die neue Größe 
ber Bewegung alſo = ın-w, und dabei entweder in der alten 
oder in irgend einer neuen Richtung. | 
::. 1... Diefe Aenderung' an Größe und Richtung der Bewegung 
des Elementes .m verdankt baffelbe den in diefem SZeittheilchen 
dt auf die einzelnen Elemente gewirft habenden Kräften, von 
denen wir die auf das Element m eingewirkt habende durch mk 
vorſtellen -wollen. . Es ſey 5. B. (Big. 7.) das Element m in 
A, und.AB bie Größe und Nichtung der alten „Größe ber 
Bewegung! mv (zu Ende der Zeit t), dagegen AC die Größe 
und Richtung der neuen „Größe ber Bewegung”! mw (u Ende _ 
der Zeit t+#+dt), fo wie AD die Größe und Richtung der, zu 


— 


we 
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Ede der Beit-t. an das Element m nen-pinggetretenen Kraft 
mk.: :Ergängt wan nun dad Dreieck ABC zu dem Parallelos 
gram ABCE und dann das Dreieck ADE gu bem Parallelo⸗ 
gram AEDF *), fo fann man fih die Kraft u k=—=AD in 
die. beiden Seiten: Kräfte AF==m-p und AE = m«q zerlegt 
denken, von denen bie leßtere mit AB == mv in Verbindung 
bie. neue „Größe der Bewegung““ mw gerche hervorbringt, 
während bie erſtere AF == m-p: von der Einwirfung der übeis 
gen Elemente vernichtet worden ift, in fo ferne außer der neuen 
Größe Her Bewegung mw feine weitere Kraft (in demfelben 
Elemente m)vorhanden iſt. 

- DL Hat man auf dieſe Weiſe für jedes Element m bie Kraft 
mp = AF gefunden, ber Größe und Richtung nach, weiche 
durch die Einwirfung ber übrigen Elemente vernichtet, und welche 
deshalb die verlorne Kraft genannt wird, fo bat man alle 
die Kräfte, welche fich vermöge des (felten oder Iofen) Zufam- 
menhanges ber. Elemente. in der bewegten Maffe, in bemfelben 
Augenblicke einander gegenfeitig vernichten. 

IV. Sprit man biefes nun fo aus: „In jedem bewegten 
(feſten oder loſen) Syſtem halten fich die von den einzelnen 
Maften« Elementen m, mi, mil, ıc. x. in dem Zeittheilchen di 
verlorenen Kräfte mp, m’-p/, mp! ıc. zc. vermöge dee 
gegenfeitigen„ Zuſammenhanges oller Mafien: Elementchen, einanı 
Dur das Gleichgewicht". — fo bat man den S’Alembert’fchen 
Lehrſatz. Die vorfiehende Zergliederung (I. — II.) ift aber tin 
ſtenger Beweis deſſelben. 

. Sehr wichtig iſt es dabei, daß man bemerte, wie eben 
nur biete verlorenen Kräfte mp, m’-p/, mipll, ıc. x., 
die ſich in Syſtem in diefen Augenblicke dt (der unmittelbar 
nach t kommt) im Gleichgewicht balten (d. 5. ſich gegenfeitig 
vermoͤge des Zufammenhanges der Elemente bes bewegten Sy: 
ſtems aufheben und vernichten) die verfchiedenen Drude, 


*) Diefe beiden Parallelogramme koönnen natütlich in verſchiebenen 
Ebenen liegen. . 
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Spanyungen. oder fonfligen Einwirfungen der Eles 
mente gegen einahber verurſachen fünnen. — Indem 
mas alfo das Gleichgewicht zipifchen dan verlorenen Kräften nach 
den Gefsgen- ber ‚Statif -lofer Syſteme bedingt, müflen ſich auch 
alle Drucke, Spannungen; ꝛc. zc. zwiſchen den einzelnen Elemen- 
ten während ber Bewegung, tie folche in diefem unmittelbar 
nach t folgenben unendlich-fleinen Zeittheilchen dt gerade ſeyn wer 
dei, und fo weit fie einer allgemeinen Beſtimmung fähig fi nd/ 
auf das genaueſte mit ergeben. 

VI Da nad dem Kraͤften⸗ Parallelogramm die esrlorene 
Kraft AF = m-p allemal auch die möttlere Kraft iſt / zwiſchen 
Ber neu hinzugetretenen Kraft m-k und ber im entgegengefetter 
Richtung genommenen Kraft m-q = AG, — letztere AG aber 
offenbur wiederum die mittlere Kraft iſt aus der anfänglichen 
Größe der Bewegung mv — AB und der in entgegengefeßter 
Richtung genommenat mw = AH, — fo ift bie verlorene 
Kraft m-p=AF allemal zufammengefegt 1) aus der 
anfänglichen Größe der Bewegungmv—ABj 2) aus 
der. dann neu hingugetretenen Kraftmk—=AD und 
3) aus der in entgegengefegter Rihtung ges 
nommenen neuen Größe der Bewegung m-w==AH. 

VII. In fo ferne alfo diefe drei letztern Kräfte Die verlo⸗ 
rene Keaft mp erfeßen, fo darf man nur bei jedem einzelnen 
Element m, m’, m!!, ꝛc. ꝛc. diefe drei letzt genannten Kräfte an- 
geben, ımb zuletzt für alle biefe Kräfte das Gleichgewicht bebin: 
gen, fo bat man das Gleichgewicht zwifchen den verlorenen Kräf: 
ten, — mie folches nach dem D’ALembert’fchen Lehrfage ſtatt 
finden muß. Diefe Bebingungs: &leichungen des Gleichgewichts 
find aber mm bie Gleichungen, aus denen bie Unbekannten ber 
Bewegung beftimmt werben muͤſſen. — Diefelben Bedingungs⸗ 
Gleichungen bed Gleichgewichts beſtimmen aber zugleich. auch 
ade Drucke, Spannungen ober fonfiige Einwirkungen ber Ele: 
mente auf einander, in fo weit folche einer allgemeinen Beftims 
mung fähig find. 

VIII. Und weil dieſer Lehrfag des d’Alembert für 


\ 


u 
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alle Aufgaben der Bewegung den Anfag (der Gleichungen) ent- 
haͤlt, folglich jeder Unterfuchung der Dynamik zu Grunde liegt, 
fo wird er auch das „allgemeine Brincip ber Dyna> 
mitt auch das d’Alembert’ ſche Princip genannt. 


$. 18. 
Praktiſche Formen des d’Alembert’fihen Principe. 
Sür den praftifchen Bedarf kann man das Princip in zwei 
‚ befondern Haupt: Fällen betrachten. 

I. Segen wir zundchft den Fall, daß alle Gefchwindigfeiten 
v, v ꝛc. 26. ihre Richtung nicht, fondern bloß ihre Größe dns 
bean, ſo K m˖ gq = mw— mv = m(w—v). Die Kräfte 
m-k, mik/, miklt, ⁊c. c., und die Zuwachſe m-(w — v), 
ml(wi— vi), mlslwi— vil), ıc. ꝛc. der Kräfte, leßtere in der 
entgegengefeßten Richtung ber Geſchwindigkeiten v, v’, vi, ıc. ıc. 
genommen, tepräfentiren daher nun in Vereinigung mit einan- 
ber bie verlorenen Kräfte, welche fich nach dem d'Alem⸗ 
bert’fchen Princip am Syſtem einander im Gleichgewicht er- 
halten. | 

A. Sind die Kräfte m-k, mickt, ıc. xc. (nicht betvegende 
Kräfte, fondern) „Größen ber Bewegung 1 (Stöße),-fo werden 
die in der Zeit dt von den Elementen m, m’, ıc. ꝛc. gewonne⸗ 
nen Gefchwindigfeiten w—v, w—vi, ꝛc. 2c. enbliche feyn, und 
man. fagt dann: „es fey eine plögliche Nenderung (changes 
ment brusque) der Gefchwindigfeiten (oder der Bewegung) eins 
getreten. !! 

B. Sind aber die Kräfte m-k, mik!, ic. ꝛc. „bewegende 
Kräfte! (d. 5. gegen Stöße gehalten unendlich Flein), und bes 
zuͤglich durch mp-dt, m/pledt, ıc. 2c. vorgeftellt, während 9, Qi, 
xc. ıc. fonftant oder Zunftionen ber Zeit t find, fo erſtreckt ſich 
das einmal aufgefaßte Geſetz der Geſchwindigkeiten auf die Zeit 
t und auf die naͤchſte Zeit t-+-dt gleichmäßig, d. h. es iſt dann 

w= vw dio w—v= dr.d= dv; 
eben fo 
wW= v0 alſo w—vi= öv.dt = dv'; 








F 
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u. ſ. w. f5 und es repräfentiren nun. bie Kräfte mp-dt, mip!.dt, 
rc. ıc. in ihren Richtungen, und die Kräfte m-dv, m’-dvi, ꝛc. ıc. 
in Richtungen, welche den Gefchipindigfeiten v, vi, ꝛc. ꝛc. bezuͤg⸗ 
lich entgegengeſetzt gedacht werden, alle verlorenen Kraͤfte, welche 
(nad dem d'Alembert'ſchen Princp) am Syſtem einander 
das Gleichgewicht halten. 

II. Sind aber die neuen Geſchwindigkeiten vw, w, ꝛc. x. 
nicht bloß ihrer Groͤße, ſondern auch ihrer Richtung nach von 
den alten v, v, ꝛc. ꝛc. verſchieden, ſo kann man drei auf einan⸗ 
der ſenkrechte Koordinaten⸗Arxren OX, OY und OZ fih denken, 
und ſowohl bie alten als auch die neuen Sefchwindigfeiten (5. B. 
v und w), mithin auch bie alten und die neuen „Größen der 
Bewegung! (m-v und mw) parallel mit den drei Aren in brei 
Seiten: Sefchtwindigkeiten (v,, V., v, und w,, w,, w,) und drei 
Seiten Kräfte (m-v,, mev,, mov, und m°w,, mw, M-w,) zer⸗ 
legen. Die parallel mit den Koorbinaten:Aren in dem Zeittheil⸗ 
chen dt gewonnenen Kräfte find daher für daB Element m be; 
zuͤglich m-(w, — vı), .me(w,— v,) und m«(w,— vs). Gang ana 
loge gewonnene Kräfte parallel mit den Axen OX, OY, OZ 
finden ſich für dag Element m’, und für die übrigen Maffen: 
Elemente m!!, ıc. ıc. | 

Die Kräfte m-k, mik!, sc. ꝛc., und die mit den Aren pa - 
rallel genommenen Kräfte | 

— m-(w, —Yı) — mw; — v3), — m(W3 — ve); 

— m (w, — vv), —mdlws— vl), - m· (v, — vi); 

u. fm. f. fliehen daher nun in ihrer Gefammtheit an der Stelle 
der verlorenen Kräfte, welche ſich am Syſtem einander im 
Gleichgewicht halten. 

‚A. Hat das Syſtem in dieſem Zeittheilchen dt ploͤtzliche 
Veränderungen der Bewegung erlitten, d. h. find Die Kräfte m-k, 
m’k!, ꝛc. 2c. (nicht bewegende Kräfte, fondern) „Größen der Be: 
wegungen!! (Stöße), fo baden w—v,, m — v,, W—YVy 
wert Wr, ꝛc. 20. im Allgemeinen endliche Werthe. 

-B.. Sind aber die Kräfte m«k, mickl, ıc. 2c., weiche an dag 
Syſtem zu Ende der Zeit t nen hinzutreten, die „bewegenden 
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Kräfte! myp-dt; mꝙpl·dt, sc. geweſen, wofuͤr bie parallel mit ben 
drei Axen zerlegten bewegenden Kräfte mX-dt, mY-dt, m2.dt; 
m’X!.dt, m’Y'.dt, m/Zi.dt; ıc. ıc. gefeßt werben koͤnnen, fo If 
w=v. rd, mw=Vv,+dv, w=v..dv, wi =v -+dv,, 
n. ſ. w. f., und. bie verlorenen Kräfte find dann 
m-(X-dt — dv), m/«(X!. dt de), mil. (Kl.dt — dvli,), x. x 
parallel mit OX, 
m (V- dt dv), m!» V.dt — avn) m. (Vdt — dvl), 2c. ꝛc. 
parallel mit OV, 
m. (D. dt — dv,), m«(Ziedt — dvi,), m.. I. At — dvii,), ıc. ix. 
Ä parallel mit OZ, 
wo bie Zeichen dv,, dv, dv, dv, 2c. 2c. bie unendlich-Eleinen 


Zuwachſe bedeuten, welche die Seiten: Sefchwinbigkeiten v,, vi, 


vl, v2, 2. 2c. ald Funktionen ber Zeit t dadurch erleiden, daß 
men t+dt flatt t ſetzt, ſo daß man 
dv, = Av)edt,- del, = vt,)dt, 20. 2 c. 
bat. | 
Sind nun x, y, z die Koordinaten: Werthe von dem Schwer: 
Nunfte des Elementes m; ; und haben x, yl, zi; xt, yn, wi; 
xc. ıc. die analoge Bebeutung, fo hat man 
y=d%, nv =dy, w=d, vh=dt, Vz; =ay!, —8 
rc. ꝛc.; folglich iſt auch 
dv, = d’rdt, dv, = dydt, dv, ⸗822.dt; 
dv, = rd, dvi,— dryldt, dı,= Drzi.dt; 
2c. 2c:; wo alle (runden) 8 Differenzial: Koeffizienten nach t ge- 
nommen, vorſtellen; — und die berlorenen Kräfte find. daher nun 
m· (Xx - Bz)edt, mi X —Dxl).dt, m. (XV dex. dt, c. ꝛc. 
| parallel mit OX, Ä 
m-«(Y—H’y)edt, mi (SIA Beyfedt, mA YI— dyt)edt, “. ꝛc. 
parallel mit OY, 
m(Z— 87). dt, mi — Rztydt, milclZzU — Srzldedt, ic. rt. 
J parallel mit OZ. 
Diefe Drei Reihen verlorener Kräfte muͤſſen nun nad) den d'Al eim⸗ 
bert’fchen Princip einander das Gleichgewicht Halten. 
Stellt man aber in jebem Einzel⸗Falle nach den Geſetzen 
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der Statik alle Bedingungs⸗Gleichungen des Gleichgewichts zwi⸗ 
ſchen den verlorenen Kraͤften hin, ſo hat man alle Gleichungen 
der Bewegung. Verbindet man damit die Gleichungen, welche 
aus dem geometriſchen Zuſammenhange der Figur hervorgehn, 
ſo hat man alle diejenigen Gleichungen, welche zur Beſtimmung 
der Unketännten im Augemeinen nur immer gefunden werden 
koͤnnen. 

In einzelnen beſondern Faͤllen der Anwendung koͤnnen bann 
noch immer beſondere Eigenſchaften der gerade vorhandenen Ma⸗ 
terie (alſo ſogenannte phyſikaliſche Eigenſchaften) mit in Be⸗ 
trachtung gezogen werben, um eine Aufgabe, twelche in der Na⸗ 
‚fur eine völlig beſtimmte iſt, auch im Kalkul als eine ſolche nach. 
sumeifen. 


Anmerf. 1. Wir, haben übrigens im a. Th. Mech. $. 37.) 


bereitd das d’ Alembert' ſche Princip. feinem Weſen nach 
in Anwendung gebracht, als es ſich dort darum handelte, die 
Gleichungen der Bewegung eines Atoms zu erhalten, der 
entweder ganz frei, oder der gezwungen ift, auf einer gegebenen 
Flaͤche, oder auf einer beſtimmt vorgeſchriebenen Bahn“ zu blei⸗ 
ben. Das Nachleſen jenes Paragraphen wird daher fchon etwas 
zur Erläuterung unſeres jeigen wichtigen Geſetzes beiträgen. 

Anmerk. 2. Der große Nuben diefes Princips und deſſen 


hohe Wichtigkeit beſteht uͤbrigens, wie leicht in die Augen "Tank, 


vorzugsweiſe Darin, daß durch daffelbe alle, Probleme der Dy⸗ 
namik ſogleich auf die bekannten Gleichgewichts -Vebingungen 
der Statik zuruͤckgefuͤhrt werden. 

. Die geſammte Dynamil feſter Körper iſt Daher, 


genau genommen, nichts weiter, als eine fortwaͤhrende 


Anwendung des d'alambert'ſchen: Princips. Dam: 
OBas Princip giebt fogleich den Anſatz ber Aufgabe (8d. ‚hi bie: 
Gleichungen); und die Analyfis (befonders tie Inkegral⸗Rech⸗ 
nung) bat dann nur noch die: Auflöfung ber durch den An- 
ſatz erhaltenen Stekcpungen bo su liefen. 
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Drittes Kapitel. 


Einige erläuternde Anwendungen bes d’ Alembert'ſchen J 
Prineips. 


Erſte Abtheilung. 
Vom Centralſtoß zweier Körper: 


§. 19. 


Une dem Eentralftoß zweier Koͤrper verſtehen wir den⸗ 
jenigen Fall des Stoßes, wo, wenn beide Koͤrper ſich bewegen, 
beide Schwer-Punfte in einer und derſelben Geraden (hinter oder 
gegen einander) fich beivegen, und bei dem Stoße in einem 
Punkte zufammentreffen, welcher in derfelben Geraden liegt. — 
Wir denken ung bier ein- für allemal zwei homo⸗ 
‚gene Kugeln. . a 

$. 20. .“ 

Zwei homogene Kugeln, deren Maflen m und m’ find, be⸗ 
wegen ſich mit ihren Schwer⸗ ⸗Punkten in einer Geraden OX, 
und zwar m. hinter m’. In dem Momente, two fie aufammen- 
- treffen, ‚habe 'm die größere Geſchwindigkeit v, m! dagegen die 
Heinere Geſchwindigkeit v⸗. Die Kugeln drücken fich wegen der 
ungleichen Geſchwindigkeiten, mit der Differenz v — v! diefer letz⸗ 

tern zuſammen, und dadurch vermindert fich die Geſchwindigkeit 

v und vermehrt fi) die Sefchwindigfeit v’, bis beibe Geſchwin⸗ 
— bigfeiten einander gleich und = u getworben find. 


\ 


A. 


- — — —* > 
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A. Wenn die Kugeln unedlariih find.. 

Wirken nun bie Körper: in dieſem zufammengebrückten Zu: 
ftande nicht auf einander zuruͤck, d. h. hat Feiner von beiden 
das Befireben, wieder feine vorige Geftalt anzunehmen, fo daß 
fie unelafkifch genannt werden, fo bleiben fie mit ihrer ge; 
meinfchaftlichen Geſchwindigkeit u bei einander. Während aber 
die Kugel m vor dem Stoß bie „Größe der Bewegung” mv in 


ber Richtung OX gehabt hat, hat fie jeßt die „Größe ber Be 


wegung'! mu; alfo hat man (nach $. 18. I.) in Bezug auf m 
bie verlorene Kraft mv — mu in ber. Nichtung OX. — Die 
Maffe m! hatte vor dem. Stoße bie Größe dee Bewegung 
mir!, nach dem Stoße die m/u; folglich ift. bei ihr an verlor: 
ner. Kraft in Rechnung zu bringen miv — min in der Richtung 
OX. Da nun diefe verlornen Kräfte an den nun vereinten Ku⸗ 


gein einander das Gleichgewicht: halten, fo hat man die Slelchung 


nvv— mu p mu == 0, 
welche | 
10. u — —— 

m-+-m! 
liefert 9 wo Rate der Maflen auch ihre Gewichte gefeßt wer: 
ben können, weil, wenn flatt m und m’! begüglich mg und m/g 
geſetzt werben, ber Faktor g fich wieder wegdividirt. 

Diefer Werth von u drücke alfo die Geſchwindigkeit aus, 


” mit welcher beide Kugeln nach dem Stoße, mährend fie dicht 


an einander bleiben, in ber Richtung OX fortgehen werden. 
B. Wenn die Körper elaſtiſch find. 
Wirken aber die Körper, nachdem fie- fich fo Tange zuſam⸗ 
mengedruͤckt haben, als ſie noch verſchiedene Geſchwindigkeiten 


hatten, und nachdem ſie alſo nun die gemeinſchaftliche Geſchwin⸗ | 


*) Ohne das d’Alembert’fche Prineip direkt _ emmenben, hätte 
man bier auch fo fagen Finnen: Die in der Richtung OX vorhandene 
„Größe der Bewegung” mv--m’v’ vertheilt ſich unter die Veſe m-+m‘, 


alſo hat jeder Atom bie Geſchwindigkeit 


mv-+-m’v 
.mrm 


m. [3] 


.. nn nn — — 


% oa far “ [1 
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digkeit u erlangt haben) anf ehtander dadurch zurück, daß jeber 
ſtrebt feine vorige Geſtalt wieder. einzunehmen, fo tritt: ein zwei⸗ 
ver. Theil des Stoßes ein, der diefer Elafteität allein zukommt: 
Dadurch nämlich, daß die. Körper, während ie ſich gegen ein⸗ 
ander frigen, nach und nach ihre vorige Geſtalt zum Theil ober 
ganz wieber annehmen, wird die Geſchwindigkeit bed erſtern m 
noch einmal vermindert, bie des letztern noch einmal vermehrt. 
Bei den vollfommen. elafifchen Körpern ſetzen wir diefe 
Gegenwirkung ber Wirkung des. ewftern Theil des Stoßes ge: 
nau gleich voraus; bei den unvolikommen elaftifhen Kor⸗ 
pern dagegen ſetzen wir dieſe Gegenwirkung bem .sfachen der 
Wirkung des erſtern Thal des Stoßes voraus, wo e<<1. mb 
eine Verhaͤltnißzahl ift, bie ſpater burch Verſuche auägeaisit 
werden muß. 
| Mir wollen in ben: nachfiehenben Rechnimgen nacht im⸗ 
mer dieſen letztern Fall vorausſetzen, weil er den erſtern Fall 
in ſich ſchließt, wenn man ⸗— 1 ſetzt, und für — O ſogar 
wieder in den Fall der gar nicht elaſtiſchen Koͤrper zuruͤcktritt. 
Nun hat der Körper min dem erſten Theil des Stoßes die 
Sefchminbigfeit v—u verloren, verliert jet noch einmal elv-—u), 
alfo ift feine Geſchwindigkeit V in de Rcptung OX wach gaͤnz⸗ 
lich vollendetem Stoße, - ' 
== v—(1l.#5) Gauy)= nv) == arm 
b. h. | | 
II. — d+9u—e = = EN Tun 
Der andere Körper m! hatte bereits gewonnen bie Geſchwin⸗ 
bigfeit u — v/, gewinnt jetzt noch «u — v) und hat daher nach 
vuoͤllig beendigtem Stoße in ber Richtung OX die Geſchwindigkeit 
1, Vod+9J—y te theoeo) 
| | m-+-m! 
‚Mit diefen, allemal einander ungleichen Geſchwindigkeiten (ſo 
lange nicht e==0 iſt) gehen aber die beiden Kugeln nach gäm- 
lich beendigtem Stoße aus einander, weil immer VV! iR *). 


*) gürs=0 wid V= Va, mie die ſeyn muß. 
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Armerds. 1. &o lange nicht == 6 ik, fo lange iſt bie 
Geſchwindigkeit von m, welche ver dem Steße bie gebfere war, 
nach gänzlich beendigtem Stoße die Fleinere, fo daß m inmer 
weiter hinter m’ zuruͤckbleibt, je länger die Bewegung beider 
Maffen mit denfelben Fonftanten Gefchwindigfeiten fortbauert. 

Es kann auch die Gefchwindigfeit V negativ werben, wenn 
m gegen m! Flein genug if; dann geht die Maffe m. nach gaͤnz⸗ 


lich beendigtem Stoße rückwärts, d. b· ihrer anfänglichen Rich 


tung OX gefian entgegen. 

Anmerf. 2. Sind bie Kugeln volllemmen laſtiſch; iR 
alfo e6— l, fo wird 
vage tv mer) 
Ä 0 mel Ä nmm 


und J 
| ’ m! — m)v/--2mv Iyl —yl 
Vz aıi—v= en + = en, 

Bei volllommen elaſtiſchen Koͤrpern iſt daher u 
VvV_-_V=v-y, 

b. b. die Differenz deu Geſchwindigkeiten nach gänzlich beendig⸗ 

tem Stoße ift dann genau biefelbe (nur mit dem entgegengeſetz⸗ 

ten Seen ver) wie vos bem Stop. 


$ 21. 

Bewegen ſich die Koͤrper nicht hinter einander, f ſendern ge⸗ 
gen einander, ſo bleiben die Reſultate des vorhergehenden Pa⸗ 
ragraphen ale noch gültig, nur daß man v! als eine nega⸗ 
. ‚tive Suhl in Rechnung bringen muß. 

In diefem alle kann auch u zumeilen negatid fich ausrech⸗ 
nen; dann gehen beide unelafifche und mit einander verbundene 
Kugeln mit diefer Cabfolut gedachten) Geſchwindigkeit in ber ent⸗ 
gegengefeßten Richtung weiter. 


$. 22. 


Betrachten wie noch einige ſpecielle Faͤlle dieſes Centralſto⸗ 
ßes zweier Koͤrper. 
[3*] 


, 
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1. Haben die beiben. fich ſtoßenden Körper, unter ben Bor: 
ausſetzungen des ($. 20.) einerlei Maſſe, iR alfo m'==m!, ſo 
wird 














u — —* 
‚ey. 
fo | 
4. ul ! won vl 
- = > und vr— Ben He 


und für ⸗ — 1, d. h. bei vollkommen laſuſchen Koseli wird 

| Vev m V=v. 

In diefem Falle gleicher Maſſe ift alfo 

a) bei unelaftifchen Körpern die Gefchwindigfeit der vereinig⸗ 
ten Maſſe nach dem Stoße das arithmetiſche Mittel aus 

> den Geſchwindigkeiten v und v vor dem Stoße; dage⸗ 
gen iſt 

b) bei elaſtiſchen Körpern die Eeſchwinditen von m nach 


dem Stoße kleiner als dieſes apa Mittel =, R 








die von 


ce) Dei vollkommen elaftifchen Körpern endlich tauſchen ich 
die Sefchwinbigfeiten der Körper, fobald ihre Maffen ein- 
ander gleich find, gegenfeitig aus. — Iſt alfo vor dem 
Stoße m! ruhend, fo ruht nach. dem Stoße die Maffe m, 
und m! bat die Gefchwindigfeit, welche m vorher batte. 
Und dies alles gilt, auch wenn bie Körper vor dem. Stoße 
einander entgegen fommen, wenn man nur dann v! negativ in 
Rechnung bringt. 
1. Sind die Maffen m. und m! beliebig; N iſ dagegen "0 
d. 5. ift die Maſſe m’ ruhend, fo wird 








m m 
vum — ⸗ 
— — 
und 
.m— em! , So n-tem :. 
— — V, ſo wie. V = + »V. 
m-+m' —VRBA 
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a) Bei nicht elaftifchen Körpern ift alfo die Gefchwindigfeit 
u der vereinten DRaffe mm’, in: dem Verhaͤltniß wie 
m zu m-+-mi fleiner, als die Geſchwindigkei voonm- 
,.: Bor em .Shße. 
"b) Bei vollkominen elaſtiſchen Sep bagegen wird 


m! 2m ° 
V — Im ev and v= 
II Wird v_ —=0 und nat | die Maffe m! gegen m un: 
endlich groß vorausgeieht, fo bap — — ; ein unendlich. ‚Heiner Bruch 


wird; bewegt fich alſo die Maſſe m mit der Geſchwindigkeit v 
vor dem Stoße gegen: die. ruhende und unendlich große Maſſe 
m, ſon wird 








u==6; 
und Sei vollkommen elaſtiſchen Körpern“ wird 
— V —und VO *), 
b. . der vollkommen elaſtiſche Körper m prallt von dem voll: 
kommen elaftifchen: und ruhenden Körper mi, der gegen m un: 
endlich groß. ift, mit derfelben Geſchwindigkeit v zuruͤck, ımit mel: 
her er gekommen ift, während ber leßtere ruhend bleibe. 

IV. Iſt (wie in III.) m’ gegen m unendlich groß aber 
nicht vn O, fo wird —. 
Zu a u — y 
und | 

vzvVv-cd@-v) md V=v, 
daher bei vollkommen elaſtiſchen Koͤrpern 
v= iv und Vi vi. 


V. Iſt in! gegen m unendlich- flein, alfo “=0, fo wird 
ll a='v, 
batehen | 


Te ea 


. *) Man muß die allgemeinen Reſultate (des $. 20.) dadurch umän⸗ 
ven, daß man Zähler und Penner durch m’ dividirt, dabei aber überall, 


wo * erſcheint, Null dafür ſchreibt. 
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Vav m Vz= vv vd); 
daher bei vollklommen elaſtiſchen Körperu 
' V=zv mw :V 2r—vi*% 

Und follte die unendlich⸗kleine Mafle m’ vor dem. Stoße 
ju gleicher Zeit xnhend, alfe v' == 0 feyn, fo wärbe, bei soll 
kommen elaftifchen Körpern nach dem Stoße 

| | ‚Vezzv und V 20 
werden. | Ä 

Anmerf. Newton bat den Widerſtand der Luft (oder 
eines fonftigen toiderftehenden Mittel) als eine Folge der, im 
allen auf einander folgenden unendlicy: Heinen Zeittheilchen dt 
fich wiederholenden Stoͤße des bewegten feften Koͤrpers gegen 
bie Luft angefehen, indem er die in der Zeit dt von dem bes 
twegten feften Körper vertriebene Luft als ganz ifolirt von der 
übrigen annahm, und nur biefe zu vertreibenbe Euftmaffe ale 
das vorhandene Hinberniß der Bewegung in Nechnung brachte. 
Auf diefem Wege bringt man fehr bald. heraus, daß bag Hin: 
derniß der Luft, als bewegende Kraft berechnet, mit dem Qua⸗ 
drat der Gefchwindigkeit des fich bemegenbin feſten 
Koͤrpers proportional iſt **). 





x) Man muß wieder die allgemeinen Nefultate (des $; 20,) nehmen, 
in felbigen aber dasmal Zähler und Penner mit m wegdividiren, und dann 


Null ſtatt = fegen. 


Die Reſultate (IN. — V.) And natürlich deſto mehr genähert, je mehr 
die Vorausſetzung erfüllt if. 

*) Es ſey 4. B. der bewegte feſte Körper ein Cylinder, deſſen Grund⸗ 
fläche » und Maffe m ift, und welcher ſich gegen das widerſtehende Mittel (Luft, 
Waſſer 20. 2.) fenfrecht auf » bemegt. Der Weg feiner Grundfläche » fey 
= x, feine Gefchwindigkeit = v (zu Ende der Zeit t), fo rückt er in der 
Zeit dt um dx oder dx,.dt oder vedt vor, fo daß der dadurch in dem mis 
berftehenden Mittel vertriebene Raum = vo-dt, und feine Maffe m’ (welche 
die Geſchwindigkeit v —O hatte) = gvu-dt if, wenn o die Dichtigkeit des 
Mitteld bedeutet. Da nun bei nicht elafifchen Körpern die Gefchwindig: 


RT alſo der Verluß v—u an Gefehmin- 


keit u nach dem ne = m 
digkeit = = un ift, fo iſt Iegterer bier, wo v’ == 0, m’ = grurdt if, 











I j \ 
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Dañ diefed Neſultat theoretiſch nicht geuugſam begruͤndet iſt, 
fälkt im die Augen; ba es bei Pendelſchwingungen (alfo bei 


und wo, weil w zuen m fehr Bein if, bloß m ſtatt m-H-m’ geſchrieben 
werben ann, = ed, oder (nach $. 22. V.) das Doppelte hiervon, wenn 


man elaſtiſche Körper vorausſetzt, welches letztere jedoch mit den Erfahrun⸗ 
gen noch weniger ſtimmt. Alſe iſt der Verluſt an Größe der Bewegung 
= ovturdt, oder era, wenn man denfelben auf die Druck⸗Einheit bezieht. 
Folglich if derſelbe mit v” preportional Dies iſt alfo die Größe bes Wider⸗ 
ſtandes des Mitteld (Luft, Waffer 26. 26), unter dei senden Voraus⸗ 
ſetzung berechuet. 

Macht die Richtung der Beweguns mit der Normale auf « @ ‚den Bin, 
tel 2, fo if die auf w fenkrechte Gefchwindigfeit = v-cosA, fo. daB man 
nun den Widerſtand ſelber == gv*-w-coa2? in der Richtung ber Normale 
auf o, und = gv?orcosA3 der. Richtung der Bersegung genau entgegen, in 
Rechnung bringt. — Und if die Fläche w gekrümmt, und kommt deren Ele 
mentchen der. veränderliche Winkel 2 zu, fo muß man zuerſt den Wi- 
derftand eines folchen Elementchens finden und dann die Refultate für alle 
diefe Ele tentchen "une —— wie immer in ſolchen Fallen, dur⸗ 


(ig. 5.) Fra der van m ae xo gegen das wiberfebende Pr 
fich bewegen. Es ſey OP=x, PN=y und y=y, bie Gleichung ber 
Ereugungs⸗Kurve, ferner ſey ‚MN ein: @iement ds = YI-+dy,?-dx bieſer 
Kurve. Es ſey ferner ED == CE = b bie größeſte Drdimate biefer Kurse, 


alſo br der größefie auf OX fenkrechte Querfchnitt des Umdrehungs * 


pers. Die Bewegung deſſelben gehe von C nach O bin, d: h.-in der Rich⸗ 


tung CO, fo if für das Element MN == ds der Winkel 2 feiner Normale ' 


mit. ber Räfrung CO bee Benegung Dur Die Geh 


d 
ds * "3, yir+ By: 2 
authebrückt Das von MIN bei der Umdrehung ‚ber Kurve sebilhete Flächen: 
Element bat zum Inhalte ry-de, ‚und biefen kann man fich in unendlich 
Mo Rechteckchen zerlegt denken jedes non ber Länge ds und von der Breite 
=, fo bap‘ 1 die unendlich große Anzahl biefer Rechteckchen iſt. Die Nor⸗ 
male eine isden den, legten macht nun mit CO den Winkel 2, während 
ber Inhalt des Slächen; Elements o,= . a⸗ iſt. GSubſtituirt man nun 
diefe Werthe für cos). und » in den Austrud qu · vꝰ.cds aꝰ.dt für den, pa⸗ 


rallel mit CO zerlegten Woerland des Mittels gegen das Element », fa 
erhält man 


\ 
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langfamen Bewegungen) nicht gilt, HE durch Verſuche ausgemit⸗ 
telt. Daher haben bereitd mehrere Mathematiker, barumer na⸗ 


20 a LI. nz 
Die Summe aller diefer Widerftände aller n, bie ganze Zone —* bil⸗ 
denden Flaächen⸗Elemente, nämlich. 
N ee 
ift Hafer ach der Theorie der parallelen Kräfte) ber Sefammt» Bierfonb 
der ganzen Zone Any-ds. — Der Widerfiand gegen alle diefe Zonen, von 
O bis M hin, wird qulegt gefunden, wenn man diefen Ausdruc nach x in⸗ 
tegritt, zwiſchen den Grenz⸗Werthen O und a ne x. Man bat daher 
R- 27 Br _ 2ewa | Lay 
| j a--0 
= 2. 
Zerr nf Kan — —4y, 


26 


wenn b der zu x = a gehörige Werth von y if, nämlich NMP=h.' 
Gefegt, es wäre der Körper eine Kugel, deren Radius =b und Winkel 
MCP= 6, fd wäre y=b sin 6, dy=b-cos 0-d4, x=b—h«cos, — do, 


folglich. | oo 
ds =. VisF Ip = b-do; demnach ya = = —E — 
demnach, wenn R den Widerſtand gegen die Halbkugel vorſtellt, 
R = 2gnv?.dt«-b? J sin 0-cos 0°.d = Iaqhꝰvꝰ· At. 

. ist 4x9 « Y en ' “ r 
Die Berfuche, bie New ton felbk bei dem Salle von Lugeln von einer 
ſehr großen Höhe herab, angeſtellt hat, beſtimmten ihn, von dieſem theore⸗ 
tiſch gefundenen R, nur die Hälfte su nehmen. — Nach Verſuchen von 
Borda fol nur 3 diefes Neftltated genommen merden, was für den Wis 
derſtand des Mitteld gegen eine Kugel vom Radius b - eh 
"Hob’n-v?dt, W 

oder, auf die Druck⸗Einheit bezogen, ob?r-v? betragen wärte. 
Dividirt man übrigens biefe bewegende Kraft des Widerſtandes des 
Mittels gegen die Kugel durch die Maffe der Kugel, welche = $b’x-D if, 
wenn D die Dichtigkeit derfelben bedeutet, fo erhält man die befchleunigende 
Kraft, welche des Widerſtandes des Mitteld wegen, jedem Atom der bemegten 
Kugel, der Richtung feiner Bewegung gerade entgegen ftetig hinzutritt; felbige 


finder fih nun = — und dieſes Reſultat legen die meiſten und beſten 
Schriftſteller über Balliſtik ihren Unterſuchungen zu Grunde. 
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mentfich Poiffon (Memöires de PAcademie des Sciences 
F. Xi. und” zwar in der "Abhandlung: 'Sur les mouvemens 
simultanes d’un pendyle. et de l'air environnant) andere. Ans 
fichten aufgeftellt und danach den Widerſtand der Luft, des Waſ⸗ 
ſers 2c. ꝛtc. zu beſtimmen geſucht, Wir koͤnnen hier nicht naͤher 
darauf eingehen, und bemerken nur noch, daß im diefen neuen 
Hypotheſen, obgleich ſie der Sache offenbar naͤher treten, doch 
auch noch ſehr viei Gewagies iſt, welches noch näherer Beſtaͤ⸗ 
tigung bedarf, ſolche zum Theil auch nie finden wird, ſo daß 
jeder unſerer Leſer, wenn er ſonſt Luſt und Beruf dazu hat, hier, 
wie faſt an allen Orten der mathematiſchen Phyſik, immer noch 
unfterbliche Lorbeeren ſich fammeln und bie Klage, daB Ihm feine 
Vorfahren bereitd alles zu erobernde weggenommen hätten, durch⸗ 
aus nicht anſtellen kann. \ 
23. * 
Geſet der uebendigen Kräfte bei dem Eentraifof. 


«LK Be. vollkommen. elaſtiſchen Körpern iſt ‚die Summe der 

Iebendigen Kräfte nach dem eo gerade fo wo. wie. vor 
dem Stoße; d. h. 8 iſt 
. \ re ———— — arten. 

Denn es ift — 
V=&ı-v, alfo” 'y = Au: — Auy +V; _ 
eben fo ift J 

V=A—v, alſo Va Auꝰ — 4uvV 
sei it, wenn man dieſe Ausdrücke fubftituirt, 
2a mY?’+-mV*.= wlan 


ne a 


Dan Tann ſich auch von dieſer Geite das Problem Ben; die Kurve 
des Amen Widerſtandes zu finden, d h. die Kurve zu finden, für welche 
dy ober. d ein Denim wird: Da win ; | 

4 SIT * fr ardy eſe Tee 
rie des Widerſtandes nicht. anestennen, fo ie natürlich für und bie gefin 
dene Kurve, zwar eine foldhe, welche der analptifchen Bedingung genügt, 
aber nicht nothwendig diejenige, deren zugehöriger Umdrehungs⸗Korper, wenn 
er ſich längs feiner UmbrehungssAre in einem miberfiehenden Mittel. bes . 
wegte, wirklich auch den kleinſten Wiberfand finden würde. 
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Meil. aber der hier in. den eigen Klaumern befindliche Theil (nach $. 20 
A.) bie Gumme ber verlorenen Kräfte und der Null gleich if, fo giebt bies 
mV?-+-mV? = mv? -+m’v?, 

Bei nicht elaftifchen Körpern iſt aber bie Summe der 
kbenbigen Kräfte vor dem Stoße allemal groͤßer als nach dem 
Stoße, ‚und zwar um bie Summe der lebendigen Kräfte 

m(v— u)? +m'/(a — vn, | 

welche den, waͤhrend des Stoßes verlorenen Geſchwindigleiten 
zukommt. 

Denn es iſt (nach 5. 20. 4.) 

21) mv m—- mu — ma = 0. 
Nimmt man nun die Differenz zwiſchen den Summen ber Inh Srife 
vor und nach dem Stoß, nämlich 
2). mt m’v mu? a; ; 

und zieht man davon ab. ' 

2u(mv +m’’— mu— mu), . 
welches (nach 1.) der Null gleich if, fo erhält man Biefeie Diferem ; wi⸗ 
ſchen der Summe der lebendigen Krüfte 
m(v - u)’+-m’(u— v, vV 

und dieſer Ausdruck iſt, wie man ficht, allemal poſttiv. 

ME Auch bei nicht vollkommen elaſtiſchen Körpern if bie 
Summe der‘ Icbenbigen Kräfte vor dem Stoße größer als nach 
dem Stoße, und zwar um dag (L— e?)fache der Summe ber 
lebendigen Kräfte, voriche den, nach dem erſten Tbeil des Sto⸗ 
ßes verlorenen Geſchwindigkeiten zukommen. 

Denn es iſt (nach 5. 20. B.) 

V (IFe)u - und V tar, 
golglih ik 
mv?--m’r? — (mV?-+-m’V?) = u 

— —————— 

Zieht man aber hier zur⸗Rechten das Produkt 

2(1+e)u[m(r — u)+-m/(a— v/)], 
welches nach ($- 20. A.) der Null gleich iR, ab, fo erhält man 

mv - my? _ mV? mV = (1-2) [m(v— u)? +-m’(u— v’)?], 
wrlcher Ausdruck zur Rechten allemal pofitiv it, den Gall ausgenommen, 
we 1 ſeyn follte, u bei den vollkommen een Körpern, wo ſol⸗ 
cher = 0 wird r). 


\ 


5. 
—- 


) Neberhaupt entbä dieſes Reſultat (in IH.) die beiden vorigen 
cn L fir IL) als beſondere Bi in fich, ie voten Non a == 2 oder 


= ſetzt. 
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t' 


SE Toner 


an der Eedaituns ber Bewegung des Schwer: pPunktes bei diefem 
‚ Gentzainose, u I 


Da die Maſſen m und u’ zu Ende .einer jeben Zeit $ eine 
beſtimmte Lage haben, ſo hat auch das in dieſem Augenblicke 
von ihnen gebildete feſte Syſtem einen Schwer⸗ Punkt, ber in 
derſelben Geraden ox liegt, in welcher bie Schwer⸗Punkte von 
m unb ın! felbft liegen. Sind nun x, x’ und x,,bie von O 
aus. nach X hin, gegählten. Abſciſſen oder Entfernungen, diefer drei 
Schwer: Punfte (von m, m! und vom- ganzen aus m und m’ 
gebildeten. Eyſtem), fp hat man (nach. U. Th. $, 55.) 

. — 

1) u , x = re nö N) | 
Da nun x "um x vor und. nad dem, Stoße Sunftionen ber 
Zeit. t find, und zwar ſolche, daß vor dem Stoße Br J 


TER | 


2) av ww Km -v 
nach tem Stoße aber 2 
3). K=-V mb der = Vi 


wird. (mo man die d nach t genommen fich denkt), fo iſt auch 
x. eine. Sunftion ‚son t, fo daB man in dieſem Sinne fagen 
kann, daß auch ber. Schwer: Yımft des durch m und: m! gebil- 
deten Syſtems ſich bewege. Dabei folgt, wenn man bie Glei⸗ 
chung (1.) nach allem t differenzurt, 

4) ,— m-dx-Fınlört. 

m--ml 
während dx, bie Geſchwindigieit des Schwer⸗Punktes iſt. Sub⸗ 
ſtituirt man nun in dieſe Gleichung (4.) ſtatt dx und Dx! ihre 
Werthe vor und nach dem’ Stoße (ans 2. und’ 3. Jr fo erhaͤlt 
man vor dem Stoße 
my miv⸗ 
| nm! 
nach dem Stoße dagegen 


> 


dx, = , ®v b. x, =u; | 


Der Sag (IL) ift übrigens ein kefondere d Rall eines von Earnst ent⸗ 
deckten allgemeinen Satzes, auf den wir in der Folge zurückkommen werden. 


4 
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mV-+-m/V! 
mV-+-m! vi 
in fo ferne f ch der Ausbruct am wenn man flatt V 


und V’ ihre Werthe, b: h. bezüglich ute(r—0) und — 
ſubſtituirt weil 

ze [mr — u) rm] 
wegen deg Gleichgewichts‘ der verlorenen Kräfte der Nuu gleich 
wird, ebenfalltz auf u zuruͤckzieht. 
Der Schwer⸗Punkt des aus ben beiden Maffen 
m und m’ zu jeder Zeit t gebildeten Spfiems bewegt 
fih alfo unmittelbar vor und unmitrelbar 
nad dem Stoße mit eitier und berfelben Geſchwin⸗ 
digkeit, und zwar es mag :=0, oder e=1 feyn, ober e 
zwiſchen O und 1 liegen, d. h. die Körper mögen unelaſtiſch, 
oder vollkommen elaftifch, ober unvolffommen elaftifch ſeyn ”) 


*) Auch diefes Geſetz ift ein fpecieller Fall eines viel allgemeinere 
Geſetzes, welches mir fpäter mittheilen werden, und auf welches wir bier 
nur vorläufig aufmerkſam machen. 





Da Übrigen: v und v’ die Geſchwindigkeiten unmittelbar vor dem - 


Stoße find, fo iR es für die Wirkung: des Stoßes ganz einerlei, ob man 
zſich vorſtellt, daß dieſelben Geſchwindigkeiten eine ganze Zeit hindurch vor⸗ 
x dieſelben (alſo konſtant) oder veränderlich find. Sind fie aber dieſelben 
x Be fo find die von m und m’ in der Zeit t befchrichenen Wege x 
und x’ bezüglich: vet und v’+t; alſo iſt 
mx-+m’x . _ mv--m’v 
mn+-m ,. m+m‘ 
und dann if alſo auch die Bewegung des Schwer⸗Punktes eine konſtante 
gewefen, mit der Geſchwindigkeit u. Eben fo kann man fich vorſtellen, daß 
die Gefchwindigkeiten V und V’/ nach idem Stoße auch eine Zeit Iang fo 
bleiben; dann find nach dem Stoße die in der Zeit T beſchriedenen Räume 
x und x’ bezüglich VT und VT; alfo if 
zo mitm _ mY+mV' m, = .T. 
= m-+-m’  mtn 
Der Schwer- Punkt bewegt fich alfo dann auch nach dem Stoße noch 
konſtant und mit derfelben Geſchwindigkeit u. — Auf diefe Weiſe Tann 
man alfo diefes „Geſetz der Erhaltung der Bewegung ded Schwer; Punks 
tes“ auch elementar bemweifen, ohne Differensial- Rechnung zu Hülfe neh⸗ 
men zu müſſen. 


x = tt == u; 





_ ed . 
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Zweite Abeheilung - "+ 
Vermiſchte BVeiſvlete ber Anwendung des denlemdert' ſchen 
_ .. Prineips.. — 


oa \ ' ui, _ 


2. 


Zwei ſchiefe Ebenen AB und ‚BC haben eine, gemeinſchaft⸗ 
liche Höhe BD. (Sig. 1.) und einen gemeinfchaftlichen Horigons 
ADC. — ‚Dabei ſey W. ‚BAD =y ud ®. BCD =... — 
Zwei Maffen m und m/, welche mittelſt eines bei B über einen 
Stift gehenden Fadens, deſſen Maſſe außer Acht gelaffen wer⸗ 
den ſoll, zuſammenhaͤngen, ſind ihrem Gewichte uͤberlaſſen. Man 
ſoll die Bewegung derſelben naͤher angeben, unter der Voraus⸗ 
ſetzung, daß weder Reibung noch Steifigkeit des Fadens, uͤber⸗ 
haupt Fein Hinderniß weiter in Rechnung gebracht werde. 

Vermoͤge der Vorrichtung haben alle Atome der Maſſen m 
ynd m‘ gu jeder Zeit t eine und dieſelbe Geſchwindigkeit y, welche 
in den Richtungen AB und BC ſtatt finden mag. Die zu Ende 
der Zeit t neu hinzutretenden Kräfte find 

1)  _ mgrsina.dt in ber Richtung BC, 

2) ‚ mig-siny-dt in der Richtung BA *). 
Diefe bringen in dem- nächften Zeittheilchen dt einen Zuwachs 
an Geſchwindigkeit dv oder Bv,-dt und Zuwachſe an Groͤße der 
Bewegung, nämlich m-dv und edv hervor, welche wir buch 
eben fo große Kräfte in genau entgegengefeßter Richtung ndm- 
lich durch 

3) —m+dv..dt in ber Richtung BC, 

4)  -+mdn, ‚dt in der Richtung BA 


*) Es iſt namlich mg-dt, auf die Stoß Einheit bezogen, das Gewicht 
der Maſſe m. ($. 12.)... Diefe Kraft zerlegt man ſogleich in mg-cos a-dt 
ſenkrecht auf die fchiefe Ebene BC, und mg-sina-dt längs der fchiefen 
Ebene. Die erftere wird durch die Feſtigkeit der fchiefen Ebene vernichter 
und würbde bloß wur Beftimmumng: ber Reibung der Maffe m beitragen, 

wenn folche in Rechnung gebracht werden follte. Die andere GeitensKraft 
mg-sina-dt dagegen bringen wir. in: Nechnung. 
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wiederum vernichten, fo daB nun bie (in 1..— &) aufgeführten 
Kräfte, in diefe beiden, nämlich 

5) . mgesine — m-dv, in der Richtung BC, 

6) mig-siny-Hın!dv, in der Richtung BA 
ſich vereinigen laffen, indem man fie nicht mehr auf die Stoß⸗Ein⸗ 
beit, fondern auf die Druck⸗ Einheit bezieht, fo daß der Faktor 
dt in ihrem Ausdrucke wegfaͤllt. Dies find aber nun die verlorenen 
Kräfte, welche fich einander im Gleichgewichte halten, d. h. das⸗ 
mal; einander gleich feyn mäffen; und dies giebt bie Sleichuns 
7) mg» ‚sina— mr — = m’g-siny-Hm.dv, 


oder | 
. m-sina — — msi) 
8 2 
aeichnet m man biefen- Ausdruck zur Rechten durch @, fo ift alfo 
po oder gedt die befchleunigende Kraft eines jeden Atoms bie- 
feg Beweglichen. Iſt nun x der Weg bdieſes Atome, fo hat 


9), w—=p no 10) Km=v; 
alfo erhält man durch Sintegration, weil ꝙ nach t konſtant if, 
11) | v= oed-k*c, 
‚wenn c bie Anfangs: Gefchwirbigkeit des Beweglichen ift, und 
2) x = pci, ° 
wenn A der Werth von x zu Anfang der Zeit if. 

Um die Konftante c, d. h. die Anfangs» Gefchwindigkeit zu 
beftimmen, wollen wir annehmen, daß zu Anfang der Zeit t die 
beiden Maffen m und m’ in Ruhe geweſen find und Stoͤße er⸗ 
halten haben, wodurch ihre Schwer: Punkte in den Richtungen 
BC und AB begüglicdy die. Gefchwindigfeiten a und a’ erhalten 
haben würden, wenn jede Maffe ifolirt geweſen wäre *). — 
Hier tritt nun der Sal ein, wo eine plögliche Veränderung 
der Geſchwindigkeit erfolge. Die eingewirkt habenden Kräfte 


*) Dabei kann a’ nicht größer ald a gedacht fenn, meil ſonſt der Fa⸗ 
den Teine Spannung haben würde, d. b. weil. fonft die Maſſe m’ allein 
und unabhängig von m diefer Geſchwindigkeit Folge leiſtete 
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\ I 
in ten Richtungen BC und AB find: bezüglich. na und m 
(nach ber Vorausſetzung); die dadurch hervorgebrachien ‚Orb: 
Ben der Bewegung! in denſelben Richtungen -finb dagegen ber 
züglich me und wic, weil die Gefchwindigfeiten o im -beiben zu⸗ 
fammenhängenden Maffen (wenn ber Raben, wie wir dies anı 
genommen haben, immer diefelbe Länge behaͤlt) eine und dieſelbe 

iſt. Die derlorenen Kräfte find daher dasmal 
ma— mc in der Richtung BC, 
und m’/c—m/a! in der Richtung BA. 
Weil ſich nun biefe legteren nach dem d' Alembert' ſchen Prin- 
cip im Gleichgewicht halten müffen, fo hat man 

ma— mc == m/c— mia, 
 wma-+-m/al 

ro | 1-Ä Tom” 

: Märkte ber Stoß gegen m! (flatt von A nach 5 ii) von 
B nah A hin, fo würde fih 


— mia! 
13) _ MI 


m--m! 
gefunden haben. - 

Jedenfalls befommt der gaben durch die Stoͤße eine Er. 
fhütterung laͤngs ber Verlängerung feiner Enden. BIN man 
diefe beftimmen, fo muß man bie verlorenen Kräfte von m und 
m’, welche in dem legtern Salle 5. %&. m’/c--mia! und ma— mc 
find, berechnen. Sie find nicht bloß einander gleic), fondern- fie 
find and) dasmal zugleich die Spannung, d. 5. die Erſchuͤtte⸗ 
rung des Fadens. Subſtituirt man in fie ben Werth von c 
(aus 13.), fo erhält man diefe Erfchütterung 

1 4) — mm(a aſ) 1 P-P!(a-+a') 
- mm g „P+rP' ’ 
wenn. P und Pı bie Sewichee sun m anb m! vorflien. — In 
den Übrigen Formeln kann man ‚überall gerabezu ſtatt ber Maf- 
fen ihre Gewichte fetzen. 

Diefe Erfchätterung bed Fabens an feinen beiden Enden 
wirft nur augenblicklich und wirb durch bie vorausgeſetzte Un⸗ 
ausbehnbarkeit des Fadens vernichtet. Während ber nadhfolgen- 


‘ 





‚ober = 
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ben fietigen Bewegung des Maſſen⸗Paars bat. abe ber Gaben 
auch eine dauernde Spannung T, welche ebenfalls debpn her⸗ 
rührt, daß die verlorenen Kräfte 

. > (mg-sina—m-Öv)dt und (mig-sin —— 

ſich mittelſt des Fadens im Gleichgewicht halten. Dieſe Kraͤfte 
ſind daher nicht bloß einander gleich, ſondern auch die Span⸗ 
nung T des Fadens. Sübſtituirt man alſo ſtatt dv feinen Werth 
m-sina — ml-siny 


— 5 ſo erhält man 


5) T= armileinet+siny) g-dt 


= pp (eina+-siny)-dt, 
fo daß dieſe Spannung T gegen die vorige (in 14. audgedrüdkte) 
Erfchütterung ‚unendlich «Elein if. Will man biefelbe Spannung 
auf die Druck Einheit nben ſo wird fie Ä Ä 





"arm (in +-einy)e, 
% 


P.P 
ober = ppr(eina-t ing), 


und daher den Gewicht einer Maſſe M gleich, melde durch die 
Gleichung 


16) M= .— 





ni _ (sina-tsiny) 


gefunden wird, während in der letztern Gleichung ſtatt der Maſ⸗ 
fen m, m! und M auch ihre Gewichte gefegt werben fönnen. 


$. 26. 


Löfen wir noch einmal dieſelbe Aufgabe, jeboch unter der 
Vorausſetzung, daß bei der Bewegung von m’ in der Richtung 
AB, alfo von m in' der Richtung BC, bie Reibung der Maffen 
m und m’, nämlich bezüglich 

nmg-cosa.dt und uemigeeosy- edt, 
aber nicht die Reibung des Fadens über dem Stifte bei B ber 
rückfichtigt wird, während die Mafle des Fadens felbfi, fo. wie 
jedes 
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jedes andere Hinbeeni ober Foͤrberniß der Denelans nech Inn 
mer unberuͤckſichtigt bleiben fol. 
Die zu Ende der Zeit t neu binguteetenden Kräfte find das; 
mal mg(sina — u-eos a)-dt in der Richtung BC 
und m’e(siny-+-u-cosy).dt in der Richtung BA. 
Die durch diefe Kräfte unmittelbar darauf in m und m! ber 
norgebrachten (pofitiven oder negativen) Zumachfe ı Größe ber 
Bewegung ‚find 
m-dv,.dt in der Richtung BC 
und m’-öv,.dt in der Richtung AB.  .... Eu 
Seßt man nun eben fo große Kräfte diefen Zutvachfen genau 
entgegen, fo erhält nian, wenn alles auf die Druck⸗Einheit be: 
zogen wird, 
me(sin « — u-cosa) — m-dv in der Richtung BC 
und m/g(siny-Fu-cosy) +m!-dv in der Richtung BA 
als die verlorenen Kräfte, welche fih am Baden im Gleichge⸗ 
wicht halten, alfo einander gleich feyn müffen. Di Sleich 
heit giebt aber jetzt 
a, — Bleina— urcosa) — m/(siny-- u.c0s Dig 
‚mm | 
als die befchleunigende Kraft mit welcher jegt jeder Atom’ bes 
Beweglichen zu Ende der Zeit t ergriffen wird *). 
Die Spannung des Fadens, da wo m! hängt, ift dabei of 
fenbar = mig(siny-+-pcosy) +m'-dv; 
oder ' = mg(sina — u-c0sa)—m-Öv, 
wo man flatt dv nur noch feinen oben gefundenen Werth feßen 
darf. Diefe Spannungen find, mie die Rechnung zeigt, waͤh⸗ 
rend ber ganzen Dauer der Bewegung konſtant, übrigens hier 
in die Druc- Einheit ausgedrückt, weswegen fie, gegen. jeden 


*) Sent man y=0 und’ «==90°, fo wird die befchleunigende Kraft 





—— pm‘ 7.5. Die Aufgabe felbft if nun die (im Beifp. 2. zu 5.10) - | 
bereits gelöe, und die hiefige Auflöfung, da ſtatt der Maffen ihre Gewichte, 


geſetzt werden koͤnnen, ſtimmt genau mit der dort erhaltenen überein. 
II. [4] 
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Stoß gehalten, umenblich+Elein find, wohl aber wit Gewichten 
verglichen, einen beflimmten endlidyen Werth haben. 

Anmerk Man könnte in den beiden vorfiebenden Aufga- 
ben fich ſtatt des Stiftes oder unbeweglichen Cylinders bei 
B, über welchen, ber Baden geführte iſt, eine um einen Zapfen 
bewegliche Rolle denken. Dann aber gehörte die Rolle felbft 
mit zu den in Bewegung zu feßenden Maflen. Jedes Maflen- 
Efement dM der Rolle in ber Entfernung r! vom Mittelpunfte 
derſelben, hätte dann, wenn r ber Halbmeffer der Rolle ift, die 


4 ! 
Geſchwindigkeit er und erbielte in ber r naͤchſten Zeit dt den 


Zuwachs an „Groͤße der ewegung/ = * an x «av, dt. Kür 


“jedes folche Element dM müßte aber diefer Zuachs in genau 
entgegengeſetzter Richtung zu den verlorenen Kraͤften noch hinzu⸗ 
gefuͤgt werden, um zuletzt zwiſchen allen (deren Anzahl, wegen 
der unendlich vielen Maſſen⸗Elemente dM, unendlich groß iſt) 
das Gleichgewicht aufftelen zu können. — Wir wollen folche 
Aufgaben fpäter betrachten, wo wir überbaupt bie Drehung um 
eine fefte Are in's Befondere behandeln werden, bier aber, mo mir 
einftweilen bloß einfache Fälle der Anwendung des b’Alem: 
bert’fchen Princips zu geben beabfichtigen, ung vorläufig mit 
* Biefer kurzen Andeutung begnügen. 


27. 


Betrachten wir biefelbe Aufgabe nun noch einmal, jedoch 
dasmal unter der Vorausfegung, daß die Maffe p und das Ge: 
wicht pg für jeden laufenden Fuß des Fadens (ober Seiles) 
mit in Rechnung gezogen, dagegen tie im ($. 25.) die Reibung 
nicht berückfichtigt werde. Dabei fen zu Anfang der Bewegung, 
wo t=0 iſt, A die Länge des Seils auf BC, und A’ die Länge 
deffelben auf AB, fo daß, wenn der Halbmefler bes Stiftes fehr 
Klein gedacht und außer Acht gelaffen wird, 

1) pl 
bie ganze Länge bes Seils iſt. 





& 
I 
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Nach t Sekunden habe der Schwer- Punkte von m und fo- 
mit jeder Punkt des ganzen in Bewegung gefehten Syſtems ben 
Weg x befchrieben und die Gefchwmmdigfeit v angenommen; alfo 
ift die Länge des Seils auf BC, =A+x, feine Maäffe = p(A-+x) 
und fein Gewicht —= pg(A+x). Auf der Seite AB dagegen iſt 
die Länge des Seild — A'— x, feine Maffe = p(A'— x), und 
fein Gewicht = pgA'— x). Auf ber Seite ‚BC tritt nun bie 
neue betvegende Kraft J 

2). ‚[m-+-p(A-+-x)]-geina-dt in der Richtung BC, 
auf der Seite BA dagegen tritt bie neue bewegende Kraft .. 
3). [mi+-p—x)]g-sinydt in der Richtung BA 
noch hinzu, beide Kräfte auf die Stoß-Einheit bezogen, auf 
welche nun auch die gewonnenen Zumwachfe an „Größe der De 
“wegung!! bezogen werden. Nachdem nämlich diefe neu binzutre: 
tenden Kräfte gewirkt haben, alfo zu Ende des nächften unend- 
lich>Eleinen Zeittheilchens dt, hat bie ganze beivegte Mafle den 
Zuwachs dv oder dv..dt an Gefchtwindigfeit, Daher den Zuwachs 
4) Ä (m-+m/+-pl)-dv,.dt 
an Größe der Bewegung erlitten, in der Richtung ABC. Geben 
wir num eine eben fo große Kraft in ber Richtung CBA ge⸗ 
nau entgegen, fo ift die alte Bewegung wiederum vorhanden, 
und daher fiehen. die verlorenen Kräfte, nämlich 
5) [m+pa+ 2]. 3 .sina-dt in der Richtung BC 
und 
6) [m/4+-pfAl—x)]. g-siny- dt+ (m-+m/-+-pl)-dv,.dt * 
in der Richtung CBA 
mit einander im Gleichgewichte. Dies giebt die Gleichung 
7) [m+p@-+x)]-grsin« = = [m’+p(!—x)]-gsiny+ 
(m-+-m’+-pl).dv,; 
ober weil 


*) Man müßte eigentlich den Theil (m-4-m’/-Hpl)-dv, der verlorenen 
Kräfte in zwei. Antheile zerlegen, nämlich in den Theil, welcher auf der 
Seite BA liegt, und in den Theil, welcher auf der Seite BC liegt: Ins 
dem man diefe Theile durch y und z bezeichnet, und nicht vergißt, daß ihre 
Summe = (m+-m’-+-pl)-dv, if, fo erhält man diefelbe Gleichung. 


L4*] 
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vg, — 8° 
iſt, 
8). ra =0,b.$. — == ax b, 
wenn man 
, P(sina + sin,) 


9) — g,= a? 
und ! 2 1. | 
10) m-sin a—m!-siny+-p-(A- sine —\ einy),, —b 


m-+-m’/+pl 
ſetzt, waͤhrend dex, wie immer, die beſchleunigende Kraft der ein⸗ 
zelnen Atome iſt. 

Diefe lineaͤre Gleichung (8.) integrirt, giebt (nach I. Theil 
Analyſis $. 50.) = 

11) x Ce + Che, 


woraus, wenn man bdifferenziirt, 

12) vv aGet — Cle-*) 
hervorgeht, während die beiden Konflanten GC und C! noch nd. 
ber beſtimmt werben müffen. Denkt man fi nun x mit t zu⸗ 
gleich anfangend, “ giebt die Gleichung (11.) 

_ _ M:sin o—mi.siny+p-(A-sin a—Alsiny), 

13) C+O!= p-(sina-+siny) 
und iſt © die 8 Geſchwindigkeit ‚fo gib die Gleichung 
(12.) noch 


3 


14) cC-C=-.- 
Aus diefen Gleichungen (13. und 14) folgt dann 
b-+ac ., b—ac 








15) C 4 23 und Ci=! 53 


In allen dieſen Formeln kann man endlich ſtatt der Maſſen 
m, m’ und p auch ihre Gewichte ſetzen. / 
Eliminirt man aus ben Gleichungen (21. und 12.) die Zeit 
t, fo erhält man die Gleichung zwifchen x und v, weiche dann 
bequem ift, wenn man die Gefchwindigfeit nach irgend einem 
: zurügfgelegtem Wege haben wil. Man kann aber aus der 
Gleichung (8.), d. h. aus | 





s 
h 


‘ n 
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x = adı bb oder Bi arx-rb 
Diefe Gleichung zwifchen x und v direfe finden. Es ift namlich 
dv. Ddv,dx, d. h. Iv ⸗ v·Dv,. Die Gleichung dv —=a’x-+-b 
geht dadurch uͤber in 
vdv, = a’x-+-b, — 


- und giebt, nad) x integrirt, 


ıv? = 4a’? +bxı-+ic}, 
wenn für x=0, v=c werden fol. Man hat alfo 
16) \ v= VRR rRbı+ *). 


Halten ſich die im Anfang (wo t= 0 if) links und rechts aufliegen- 
den Gewichte (m--p2)g und (m’-+-pA)g einander im Gleichgewicht, fo 
wird b=0. Iſt dann noch die Anfangs» Gefchwindigkeit c ebenfalld — 0, 
fo wird jede der Konftanten C und C/ der Null gleich; alfo wird dann 
für de, xz=0 und v=0; d. h. es iſt, wie natürlich, immermwährende 
Ruhe. Die Gleichung (16.) dagegen giebt für diefen Tal v==ax. Weil. 
fi) aber x = 0 findet, fo giebt auch fie v—=P. 

Iſt dagegen zwar b=0, ober die Anfangs-Gefchwindigkeit c nicht Null, 


fo if =. und C’ = -5 und daher jest | 
x x (et ee), v- ı e(e* + e) 


und noch vv Var’+c. 
Die in jeder endlichen Seit t befchriebenen Räume x, und sugehörigen Be 
ſchwindigkeiten v find alfo in diefem Sale unendlich⸗klein, wenn die Ans 
fangs⸗ Geſchwindigkeit ec unendlich⸗klein if; fo daß dann ein endlicher Weg 
nur in einer unendlich großen Zeit zurückgelegt wird. Iſt aber nach uns 
endlicher Zeit ein folcher endlicher Weg x zurückgelegt, fo ift die Geſchwin⸗ 
digkeit v, = ax, d. h. die Gefchwindigkeit ift dann mit dem Wege propor⸗ 
tional, eben weil c unendlich⸗klein gedacht worden ift, und daher gegen das 
”" endlihe ax außer Acht gelaffen werden Tann. . 

Aehnliche Betrachtungen finden flatt,. wenn man ſich c=0, aber b 
unendlich»Flein denke, db. b. wenn die Ueberwucht der einen Seite unend⸗ 
lich-Hein if, und die Anfangs» Gefchwindigkeit Null. 


So wie aber, um zum allgemeinen Fall zurückzufehren, eine 


Anfangs Gefchwindigkeit c vorhanden if, fo Fünnen bie Werthe 


— — 


*) Man wird nicht überſehen, daß hier die Seilſtücken als feſte Kör⸗ 
per angeſehen worden ſind, welche durch ihr Gewicht nicht gekrümmt wer⸗ 
den. Dieſe Vorausſetzung kann man hier wohl machen, obgleich in andern 
Fällen an die Biegſamkeit des Seiles zu denken ſeyn dürfte. 





\ 


\ 
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von C und C! nie zugleich Null werden. Alſo wird zu allen 
zeiten eine Geſchwindigkeit vorhanden feyn; wenn foldhe nicht 
etwa für einen einzigen Werth von t, der Null gleich wird. — 
Weil aber bie Gleichung 

v=(0, oder Ce*— Cie = 0 
übergeht in 


f 
‚et — a 
alfo 
18) t= (log C!—IgC) 


liefert, fo kann dieſer letzterwaͤhnte Fall nur dann eintreten, toenn 
CC, db. 5. wenn bie Anfangs⸗Geſchwindigkeit c negativ ge: 
nommen wird. 8 verficht fich dabei, daß diefe negative Ans 
fange: Gefchwindigfeit an fich auch nicht zu groß genommen 
werden dürfe, wenn während der Dauer der Bewegung der Fall, 
wo v=0 wird, eintreten fol, weil fonft der dazu nöthige Werth 
der Zeit t größer wird, als das Seil Zeit gebraucht, um, der 
Nichtung der Anfangs: Gefchtwindigkeit, jedoch verzögert folgend, 
von der Seite BC ganz auf die Seite AB hinüber zu geben. — 
Iſt alfo c negativ und nicht zu groß, fo wird die Geſammt⸗ 
Mafle zuerfi vom Punkte C nach B hin, alfo auch von B nach 
A bin fich. bewegen; dabei wird ihre Geſchwindigkeit verzögert, 
endlich der Null gleich; dann aber geht die Bewegung in den 
entgegengefeßten Richtungen BC und AB zurüd, die Geſchwin⸗ 
bigfeit wird ‚befchleunigt, und das fo lange, bis dag Geil uebft 
Zubehör feiner ganzen Länge nach auf die Seite BC herüber: 
gefommen iſt. Bon da ab tritt ein neues Gefeß der Bewegung 
ein, naͤmlich die gleichförmig befchleunigte Bewegung, welche ein 
Atom (nämlich der Schwer-Punkt der ganzen Maſſe) annimmt, 
der mit einer Anfangs: Gefdywindigfeit (melche dasmal bie Ges 
ſchwindigkeit der Maſſe ift, in dem Augenblick, too fie die Seite 
AB ganz verläßt) auf der fchiefen Ebene BC herunter: gleiter. 
(Vergl. $. 13. Beiſp. 3.) 

Anmerf. 1. Denkt man fich den befondern Ball berfelben 
Aufgabe, wo & — 90 if, wo alfo die Maffen an ihren 





/ 
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Seil⸗Enden vertikal herunter haͤngen, dabei keine Reibung, da⸗ 
gegen die Maſſe und das Gewicht des Seils noch inmer in 
Betrachtung gezogen wird, — ſo erhaͤlt man dieſelben Reſuttate, 
naͤmlich 
x Ce +Chen ot, 
v= Caer— Care" 
und vo Var? + 2bırc; " 
nur daß die Werthe von a und. b fich "Ändern, in fo fern man 
jeßt.sina —= siny = 1, cose == cosy == 0 hat. Sie werben 
nämlich - 
ı_ 2p -m+rp— mp2), 
— m+m/+pl m+-m/-+pl ' 
Dabei haben bie Konflantn C und C! noch immer bie 
Werthe 


g und b= 


C- —— und Ce da, u 

während ce die Anfangs ⸗Geſchwindigleit iſt. = 
Anmerk. 2. Denkt man fich ben andern befondern Kal 
der Aufgabe, in weichen == 0 und === 90° iſt, fo hat man 
wiederum bie Aufgabe der (Zig. 3.), wie folche fchon (ald Bei⸗ 
fpiel zu $. 13.) früher, jeboch für den Fall gelöft worden ift, 
daß das Gewicht des Fadens nicht, dagegen die Reibung auf 
der Unterlage betrachtet wird, während. jeßt gerade dieſes Ger 
wicht in Rechnung gebracht ift, die Reibung aber nicht. Man 
erhält dann unter ber jetzigen befondern Vorausſetzung genau 
dieſelben Ausdruͤcke für x, v in t und für v in x, eben fo ber 
Konftanten C und C! in a und b ausgedrückt, wie in dem all⸗ 
gemeinen Ball des Paragraphen, und nur a und b felbft haben 

andere and zwar folgende Werthe, nämlich 

— (mp4) 
wo ſtatt der Maſſen m, m’ und p auch ihre Gewichte geſetzt 
werden fünnen. — Weil aber jegt bie Reibung nicht beachtet 
ift, fo wollen wie im nächften Paragraphen. denſelben fpeciellen 


1 
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Fall, jchoch mit Beruͤckſichtigung der Reibung auf der Unter⸗ 
lage als ein neues Beiſpiel der Anwendung des d'Alembert⸗ 
ſchen Princips ‚Direkt betrachten. 


$. 28. 


Auf einer horizontalen Unterlage (Fig. 3.) ruht eine Mafle m’; 
von ihr aus geht ein horigontaled Seil am Ende der Unterlage 
über eine bewegliche Nolle, hängt dann - vertifal herunter und 
ift am andern Ende von dem Gewichte einer Maffe m gefpannt. 
Man ſoll die Bewegung von m beflimmen, unter der Voraus: 
feßung, daß die Reibung des Gewichtes F ferner auch die 
Maſſe und das Gewicht des Seiles, welche fuͤr jeden Laͤngen⸗ 
fuß bezüglich p und pg ſeyn mögen, in Rechnung gebracht wer⸗ 
den, daß aber nicht die Maſſe der Rolle, nicht die Reibung der 
Rolle, nicht die Steifigkeit des Seiles und auch fonft fein Hin⸗ 
derniß weiter ‚berückfichtigt werde. 

E8 ſey A die Länge des horigontalen Seilſtuͤcks, A die Länge 
des verfifalen zu Anfang der Bewegung (mo t= 0 if) und k 
das Stück des Seild, welches. auf der Nolle aufliegt, und wel; 
ches dasmal gerade einen Duabranten ber Rolle ausmacht. Stellt 
nun 1 die Länge. des ganzen Seils vor, fo hat man 

ne. L=4A-A+kK 
Iſt nun nacht Sekunden der von m (d. h. von einem beliebi⸗ 
gen Atom der in Bewegung zu. feßenden Sefammtmaffe) befchrie- ' 
bene Weg x, und die zu Ende deffelben: erworbene Geſchwin⸗ 
igfeit == v, fo ift der unmittelbar nach der Zeit t erworbene 
Zuwachs an. „Größe der Bewegung⸗ der ganzen Maſſe m+m/-+pl 
offenbar . 
| — (m+Hm'+pl)dr, .dt, 

welche in der (entgegengefeßten) Richtung CBA gedacht wird, 
und dann zu den verlorenen Kraͤften gehoͤrt. Auf der andern 
Seite iſt zu Ende ber Zeit t, die Länge des horizontalen Seils 
=ı—x, feine Maſſe =p(A—x) und fein Gewicht = pg(A!—x). 
Die Lange des vertifalen Seils ift dagegen zu derfelben Zeit, 
=A+x, feine Mafle = p(A+x) und fein Gewicht = pg(A-+x). 
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Da nun das Gewicht bes horisontalen: Seils zur Hälfte von | 
m/, sur Hälfte von ber Nolle getragen wird *), fo entſteht bei 
m’ ein Drud — m’g-+Ipg(A!— x) und danach eine Reibung 
= ug[m/-+ip(Al —x)], alles in die Druck-Einheit ausgedrückt, 
fo daß überall noch, der Faktor dt Hinzugefügt. werben muß, 
wenn bie Stoß-Einheit zu Grunde gelegt wird. — Die zu Ende 
der Zeit t neu hinzutretende Kraft ift: daher 
. = [mg-+pg(A+x) — ugla +3 V—L—dt. 
Alſo hat man,die Gleichung des Gleichgewichts ©: 
[m-+-p@-+x) — un! +-4p(Al!—x))Pg= (m-+-m/-+pl)-dv 
gtoifchen den verlorenen Kräften. Diefe Gleichung giebt nun 
für die befchleunigende Kraft | 
dy — P+PA+N — ulm; PAS], 
mt’ +pl ! 
Segt man nun 8°x.flatt dv und der Kürze, wegen 


1 , m-— um! A—lurt 
rs fo tie = een = gb, 
fo hat man (wie im $. 27.) 2 
8%x — a’ı+-b; 
und dieſe lineare Gleichung giebt nun wieder, integrirt, 


x = Get +lre— i 
a 


und x =v= (et — Che), 

fo wie noch v_ Var? +bi-+rc, 

wenn c bie Gefchtwindigfeit ift, zu der Zeit wo man x— Qhat. 
£äßt man x mit t zugleich anfangen, fo ift c auch die An⸗ 

fangs⸗Geſchwindigkeit. Dann bat man zur Beftimmung der 

Konftanten C und C! die Gleichungen 


= C++, | 
und c=aU—Ch,. 
woraus wieder C und C! (mie im $. 27.) beſtimmt werben. 


*) Mir nehmen in allen diefen Aufgaben nicht auf den Umſtand Rück⸗ 
ſicht, daß das horizontal liegende Seilſtück eigentlich eine Kurve bildet; wir 
betrachten hier jedes Stück des Seils, als wenn ſolches ein feſter und un⸗ 
biegſamer Körper wäre 
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In alten biefen Formeln kann man dber fatt der Maffen 
m, m’ und p ihre Gewichte fubftituiren. x 


$. 29. ‚ 

Stellen wir bie vorige Aufgabe des ($. 28.) noch einmal 
bin, jedoch mit dee Abänderung, daß das Gewicht des Seils 
eben fo wenig in Betrachtung kommen fol, als die Maffe der 
Holle, und auch nicht die Reibung der Rode am Zapfen; daß 
aber der Reibungs⸗Koeffieient mit der Geſchwindigkeit v felbft 
ſich vermindere, und zwar fo, daß er zu Ende der Zeit t, nicht 


u, fondern = age fey; fo ift die verlorene Kraft in 
der Richtung BC 
= mgdt— m-dv.dt. 


Auf der‘ andern Seite iſt die verlorene Kraft in der Rich 
sung BA 





=ı ung dt-I-m!-dv, edt. 
Dies giebt die Gleichung des Gleichgewichts 
mg—m-öv — 1 um/’g-+-m!-dv 
Dd 1 + &V ’ 


oder 
1 
Darm = (mg) 
als die Gleichung der Bewegung, welche nun noch integrirt wer⸗ 
den muß. 
Zu dem Ende feßt man in ihr a ſtatt Dv,, und findet 
9 mtm Itov 
"gg 2 m—un Fam’ 





woraus hervorgeht 


— nl 1-Pov dv 
gg m—um’+-aemv 





d.h. *) 


nk | ' 1 J 
*) Man muß die unächt gebrochene Funktion nme 
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2) t= —— — une) +, Fu 


wo die Lonſtante C noch naͤher beſtimmt werden muß. 
Iſt aber co die Ayfangs⸗Geſchwindigkeit, ſo muß man in 


dieſer Gleichung (2. t—= 0 und v —c feßen, und aus biefer 


newen Gleichung C finden. Dies giebt 


_ tn um! er) 
N amt ame” 





Dies ift alfo bie Gleichung zwiſchen der Geſchwiudigkeit v und 


der Beit t. 
Will man bie Gleichung zwiſchen v und x finden, fo darf 
man nur daran benfen, daß man 
Ox, = dx -ÖOv,, ober v = dx dv, 
alſo dx,. = 
hat. Dies giebt 


ax, = 


V 
dv, — voöt, 
m+m' v(l-kav) 
m — um! --emv 
Holt man (durch Divifion) aus diefer unächt gebrochenen Funk⸗ 
tion von v, die darin fteffende ganze Zunftion von v heraus; 
und integrirt man dann nach v, fo ergiebt ſich 
4) s+C= m+m 
ms ‘ 
y um’(m — 
wobei die Konſtante C aus —— Gleichung beſtimmt wird, 
wenn man ſtatt v die Anfangs⸗Geſchwindigkeit (mo t = 0 iſt) 
und zu gleicher Zeit flatt x den Anfangs Werth von x fegt. If 
Bd x—=0 fülrvmc, fo giebt dies 
5 ) _— mm! 
* 


„m — _ gmm-um), m—umiJamv 
[3 —c )H— X )— — — «lo, — — ee | 





die ganze + ı und die ächt gebrochene 


—I— 
dann jeden Theil für ſich integriren. 


7 ne weleaen, und | 


"u 
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Anmerf. Man fieht häufig diefelben ober Ahnliche Pro⸗ 
bieme, wie wir folche (in ben $$. 25.— 29.) gelöft haben, auch 
ohne direkte Zugiehung des d'Alembert' (hen Principg, bloß 
mittelft Anwendung des Satzes ($. 13.) gelöft, d. h. mittelſt 
bes Satzes, daß wenn PH Kraft auf eine Maſſe von OU. wir: 
fen, dann für jeden einzelnen Atom dieſer Iegtern eine -befchleus 


nigende Kraft entfieht = —* — Weil jedoch in den vorlie⸗ 


genden Aufgaben, die Maſſen an verſchiedenen Stellen vertheilt 
ſich finden, ſo wie auch die Kraͤfte, ſo hilft man ſich damit, 
daß man „die Kräfte und die Maſſen auf eine und dieſelbe 
Stelle reducirt." Dies Verfahren wollen wir an ben vorliegen: 
den Aufgaben ($$. 25. — 29.) näher. auseinander ſetzen, um fpä- 
ter die Mängel und Unbaltbarfeit deſſelben recht einleuchtend 
nachweiſen zu koͤnnen. 
1. In der Aufgabe des ($. 25.) iſt Die zu bewegende Ge⸗ 
ſammt⸗Maſſe = m-+-m/; und ihr Gewicht Q = (m-+mÜg. 
Die Kraft P, welche auf diefe Geſammt-Maſſe wirkt, ift 
dagegen, alles in Pfunden ausgebrüct, fo: 
P = mgsina—m!g.sdny. 
Folglich erhält jeder Atom (nach $. 13.) bie beſchleunigende 
Kraft ꝙ, fo daß. 
_ pP 
y—= 0° — m--ın! i 
ift, wo auch flatt der Maflen ihre Gewichte genommen werden 
fünnen. | 
. Mit diefer befchleunigenden Kraft bewegt fich alfo jeder 
Atom der beiden Maffen m und m’ in den vorausgefegten Rich: 
tungen. Da fie fonftant ift, fo bringt fie (nach 1. Th. Mech. 
$. 32.) in t Sefunden die Gefchtwindigfeit 
vz=:kt-c 


m-sin« — ml-siny 
— me, 








und .den Raum 
s — 49.t 0.t 


hervor, wenn e die Anfangs⸗Geſchwindigkeit iſt und wenn man 
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s mit t zugleich. anfangen läßt. (und dies iſt genau das Reſul⸗ 
tat des-$. 25. 

Auch die Spannung T des Fadens zu irgend «einer Zeit t 
kann man jetzt finden. Hinge naͤmlich die Maſſe m mit der 
Maſſe m’ nicht: zuſammen, fo wuͤrde fie die beſchleunigende Kraft 
g-sin «dt, folglich die bewegende Kraft mgesina-dt haben. We 
gen des Zufammenhanges mit m! hat fie aber bie (Kleinere) be- 
fchleunigende Kraft y-dt, alfo auch die Kleinere bewegende Kraft 
mpedi. Die, mittelft des Fadens, von m! ausgehende Wirlung 
in der Laͤnge des Fadens iſt alſo 

= mg-sina-dt— my-dt = m(g-sina— p)- ait, 
und dies iſt die Spannung T des Fadens. Man hat alſo 
T = m(gsinae— ꝙ)dt; 


—mieer 
ober, wenn man ftatt 2 feinen Werth Lg fub- 


ſtituirt, 
I= re. 

(ganz fo tie im $. 25.). 

IL. In dem andern Problem (des $. 26.) ift wiederum 
m-I-m' die zu betvegenbe Maffe und Q=(m+m))g ihr Gewicht. 
— Die Kraft P dagegen, welche das Ganze in Bewegung zu 
ſetzen bat, iſ ebenfalls in Pfunden ausgedruͤckt, 

P = mg(sina— u. 008) — mig(siny-#u-cosp). 

"Daher erhält das Ganze eine befchleunigende Kraft. 





‚g(sin @-+siny)- dt, 


m(sina— u-c0s&) — m/(siny-}- u-cos D,,, 
m--m’ - 

und dies ift wiederum genau bag oben (im $. 26. ) gefundene 
Reſultat. I— | 

III. In der Aufgabe des ($. 27.) it m-m/+pl bie 
ganze zu bewegende Maffe, deren Gewicht Q = (m-Hm/-Fpl).g 
iſt. — Die Kraft P, welche gu Ende der Zeit t diefe Mafle in 
neue Bewegung zu feen hat, ift 

P == [m+p(-+-2)])-g-sina— [m’/-+-p(! — x) ].g-siny. 


. P 
9.957 
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Aſo erhaͤlt jeder Atom ber Maſſe m-4-m’-4-pi bie beſchleu⸗ 
nigende at 

_P__ [m+p@+S)]- sine [m+pA—x)]-einy. 
9* or: rn TE 
Weil aber die befchleunigende Kraft allemal — dv = 9° ifl, 
fo bekommt man auch hier wieder 
(m-FpA)- sin - (m/-Hpi!)-siny-+ px «(sin a-+-sin D 

m-+-m/+-pl 

oder, wenn man dem a? und b biefelben Bedeutungen einraͤumt 
wie im ($. 27.), - 


9% — 


9% —= aıı-+b, 
fo daß jeßt, Hier wie dort, die integration dieſer Gleichung ein: 
treten muß, um bie völlige Löfung der Aufgabe herbeiguführen. 
IV. Sin der Aufgabe des ($. 28.) iſt wiederum m--m/+pl 
die in Vewegung zu ſetzende Maſſe, und ihr Gewicht 
Q = (m-+m/+-pbg, 

“in Pfunden. — Die Kraft P, melche in Bewegung fest, ift da⸗ 
gegen, ebenfalls in Pfunden, und auf biefelbe Stelle (wo m 
hängt) rebucirt, 

Ä = mg +pA+x)g— ulm'g-+3p(A!—x)g]. 
Alfo if: (nach $. 13.) die befchleunigende Kraft eines jeden 
Atoms diefer Maſſen 

Petri) elm+3pa So], 

— 047 m+-m’+-pl 

genau fo wie ſolches (im $. 28.) bereits gefunden worden. 

„V. In der Aufgabe (bed $. 29.) endlich iſt die gange in 
Bewegung zu feßende Maffe bloß m-H-m/, ihr Gewicht 

” Q = (m-+-mN)g, 

in Pfunden. — Die Kraft P, in Pfunden, welche biefelbe in 
Bewegung zu feßen bat (auf die Stelle, wo m iſt, reducirt) 
iſt dagegen 


1 
mm [ } 1 
= mp 2 ,tng. 


Deshalb ift (nach $. 13.) die befchleunigende Kraft eines jeden 
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1 . 
m—- ——— um! M 
Atomd — = SE 5 und daſſelbe Refultat I 


bereits (im $. 29.) gefunden worden. 

In dieſen fünf Fällen erfcheint die Anwendung (des $. 13.) 
zur Löfung. der Probleme eben -fo einfach als bequem. Wir wer 
den jeboch fpäter zeigen, daß dieſes Verfahren unangenehmer 
wird bei zufammengefegteren Aufgaben, und, was bag aller 

ſchlimmſte if, gu unrichtigen Nefultaten führen kann, wenn man 

daſſelbe überall durchführen will. 


\ $. 30. 

Wolite man ſich die Aufgabe (des $. 25.) fo ſtellen, daß 
die beiden Maffen m’ und m, die mit einander durch einen über 
einen unbeweglichen Cplinder gehenden Faden verbunden find, 
auf beiden Seiten des Cylinders vertifal herunter hängen, fo 
wire a=y=M, sine —=siny=1, und man erhielte 





m-— m! 
%r = dv = — *) 
i mom 
alfo x — ‚= ge t-++c, 


wo flatt der Maffen auch ihre Gewichte gefegt werben fönnem 
Die Bewegung der Maffe m ifk alfo wieder eine gleichförmig 
befehleunigte, tie bei dem freien Sal der Körper, nur baf bie 
befchleunigende. Kraft und baher auch die Geſchwindigkeit zu 


Ende einer jeden Zeit t im Verhaͤltniß von m—m zu 1 gerin- 


m-+-m/ 








*) Es if bier die in Bewegung au fegende Maſſe = m-Hm’ und _ 


ihr Gewiht = (m-mN)g. — Die Kraft, melche fie in Bewegung: fekt, 
it dagegen — h. (m—m’)g; alles in Pfunden. Daher würde 
ber 6. 13.) die befchleunigende Kraft ꝙ der Bewegung, 

(m—m’)g _ m—ım‘ 

(m+n)g° mm 
geben, wenn man fich die Anwendung deſſelben erlauben wollte. Don würde 
alfo dasmal auf diefem letteren Wege wiederum daffelbe erhalten, mas die 
direkte Anwendung des d’Alembert’fchen Prineips bereits geliefert hat. 





I 
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ger iſt, als bei dem freien Fall (jedesmal ohne Widerſtand Der 
Luft genommen). 

Anmerk. Auf diefe Rechnumg gründet fich bie Einrichtung 
der Admwood’fchen Fall⸗Maſchine, mittelft welcher man in ber 
Phyſik die Geſetze des freien Falls der Körper (im luftleeren 
Raume) durch Verſuche beftätige. Im Allgemeinen befteht -Diefe 
Fall: Mafchine in der fo eben befchriebenen Vorrichtung (Fig. 2.), 
nur daß bie Maffe m aus zwei Theilen beftcht, deren einer =m’ 
dünne und an dem Faden feft gemacht ift, fo daß felbiger durch 
den Ring bei C ohne zu ftreifen hinburchgeht, während der an- 
dere Theil m—m! bloß loſe auffigt und eine längliche Form 
hat, fo daß er durch denfelben Ring nicht durchgeht, ſondern 
auf ihm liegen bleiben muß, fobald er ihn erreiche. Nimmt 
man nun m— m! nicht fehr groß gegen m-+-m’, fo ‘geht Diefe 
gleichförmig befchleunigte Berwegung fo langſam von Staften, 
daß man die in den verfchiebenen Sekunden befchricebenen Räume 
wahrnehmen, auf der eingetheilten Stange AB meffen und zu⸗ 
feben kann, ob fie fich wirklich wie die Duabrate der Zeiten vers 
halten. Zur Meffung der Zeiten kann ein Pendel daneben auf 


- geftele werden. — Benutzt man endlich den Ring bei C, fo 


wird in dem Moment, wo der obere Theil m— m! der Maffe 
m auf dem Ringe figen bleibt, die befchleunigende Kraft. — 0 
(Nu) und die Bewegung myß von nun an mit der erworbe 
nen Gefchwindigfeit gleichmäßig (fonftaut) fortgehen. — Ob dies 
geſchieht, kann man nun ebenfalld an ber Mafchiene abfehen, 
fo wie auch die Gefchwindigfeit diefer Fonftanten Bewegung be 
fimmen (nämlich, den Raum, den fie in ber Sefunde befchreibt). 
Diefe Geſchwindigkeit ift die End: Gefchmindigkeit des Falles 
getvefen zu der Zeit, wo der obere Theil m— m! ber Maſſe m, 
auf dem Ringe bei C figen blieb. — Es verfteht fich, dag man 
dabei einen fehr duͤnnen, biegfamen Faden nehmen und Die Rei⸗ 
bung fo viel wie möglich der Null gleich machen muß, wenn 
die Verfuche mit den, auf die oben gefundene befchleunigende 


Kraft gegründeten Rechnungen möglichft übereinftimmen follen.. 


Nimmt man, was rathfam iſt, oben ftatt des Stiftes eine 


Rolle, 
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Rolle, ſo gilt die vorliegende Theorie biefer Fall⸗Maſchine nicht 
‚mehr, weil nun auch, die Rolle mit zu den zu betvegenden Maf; 
fen gegählt werben muß, mie wir ſolches bereits in der Anmer⸗ 
fung zum ($. 26.) bemerklich gemacht haben. Iſt die Rolle ge 
gen die angebrachten Gewichte recht Feicht, fo ifk der Unterſchied 
in den Nefultaten der Rechnungen nur fehr geringe. 

” ge Iangfamer endlich die Bewegung iſt, deſto weniger flört 
der Widerftand ber Luft. 


§. 31. 
Nehmen wir noch einmal die Aufgabe (8 $. 25.); wo zwei 
Maſſen m und m’ auf zwei abdoffirten ſchiefen Ebenen mittelſt 
eines Fadens zuſammenhaͤngen, nur mit dem einzigen Unterſchiede, 
daß bei B ein, mit feiner Are horizontal und fentyecht auf bie 
Ebene ABC angebrachted „Rad an der Welle! fich befinde und 
fo, daß der Faden von m’ um die Welle gewikkelt iſt, deren 
Radius —= r ſeyn mag, waͤhrend der an m befindliche (gewicht: 
Iofe) Faden um das Rad gewikkelt fich finder, deſſen Radius 
— K if. — Man fol die Bewegung der Maffen m und m/ 
(die jet verfchiedene Geſchwindigkeiten Haben) ausmitteln, je: 
doch unter der Vorausſetzung, daß bie Maſſe des „Rades an der 
Welle“ nicht in Rechnung gebracht werde. 

Da jegt die Geſchwindigkeiten und bie in der Zeit t befchrie- 
benen Wege der beiden Maffen m und m’. von einander ver 
fchieden find, fo thut man hier wohl, wenn man die Winfel: 
Gefhmindigkeit 0 des „Rades an der Welle, d. h. bie 
Geſchwindigkeit, welche zu Ende jeber Zeit t jeder, von. der Dreh⸗ 
Are um bie Raum⸗Einheit entfernte Punkt des „Rades an der 
Welle“ hat, als unbekannt einfuͤhrt. Dann: find R-9 und 5.0 
bezuͤglich die Geſchwindigkeiten der Maſſen m und m’. ‚Und 
nennt man zu gleicher Zeit z den Weg, welchen in ber Zeit t 
jeber Punkt, der die Gefchmwindigfeit 9 bat, befchreibt, fo find 
R-z und rZ bezüglich die Wege ber Maffen m und m’, Die fie 
in der Zeit t zurücklegen (vergl. $. 4.). 

UL. [5] 


* 


Lg 


\ 
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Nun find die zu Ende der Zeit t nen hingatretenden Ref 


u 1.) 
— in der Kichtung BC 
und. mlgeainyedt in der Richtung BA. 


Diefe ‚bringen au m .einen ZuwachsRARO).dt, ober R-80,.dt 


an Geſchwindigkeit, folglich eimen Zuwachs 
| mR-89 dt an Groͤße der Bewegung“, 
an m! dagegen einen Zuwachs 8070).dt, oder r-80, ‚dt an Ge: 
fchmwindigfeit, alfo einen Zuwachs 
m’r-d0,.dt an ;, Größe der Bewegung! 
hervor. Setzt man nun Kraͤſte, die dieſen Zuwachſen gleich ſind, 
ihnen genau entgegen, ſo hat man die verlorenen Kraͤfte, naͤm⸗ 
lich, wenn man zur Abwechslung ale Kräfte auf bie Druck⸗ 
Einheit bezieht, 
|  —mR-dd-Hmg:sine in ber Richtung BC 
ud ° +mrdd-+-migsiny in ‚der Richtung BA. 
Da ſich nun diefe verlörenen Kräfte am „Rade an der Melen 
(alfo am Hebel) im Gleichgewicht halten, fo bat man jest die 
Gleichung 
mR-80 mg sine) R= Gr· d0 4 migiöin yet, 
Dieſe giebt, nach 80 aufgeloͤſt, 
WR. sine = mir-siny, 
= mR?-+- mr? 65 
und dieß ift alſo die beſchleunigende Kraft der Punkte der Ma: 
fchine, welche die Geſchwindigkeit lv) haben, d. h. welche von 
der Dreh: Axe um die Raums Einheit entfernt ſind. — Hieraus 
folgt, wenn man nach t. integrirt, 
. — mir I 
—— SH! 
‚wenn 0! die Anfangs: Winkel: Sefchwindigfeit ift. Diele Glei⸗ 
chung, noch einmai integrirt, giebt zuletzt 
— inr⸗· 
= —  —nee, Far Tg? Olst, 
wenn der Weg z der von ber Dreh⸗ ‚Are um 1 entfernten Punkte 
mit t zugleich anfätigt. 





— 
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Hat man. aber die beſchleunigende Kraft 80, die Geſchwin⸗ 
‚ bigfeit 0 und den Weg 2 der son der Dreh⸗Axe um 1 entſern⸗ 
ten Punkte der Maſchine ‚gefunden, fo-find. bezuͤglich 
R-80 und r· O die beſchleunigenden Kräfte 3” Ende ber 
Red und.r-0. bie Sefenminbigfeiten . “ae t, 
endlich 
R.2 und rez die in der Zet t aaſcheiebenen Wege 0. 
der Maffen m und m’ *). — Usb fo - ſicht ſich ifo dag Pro⸗ 
blem vollkommen geloͤſtt. 
Aumerk. I. Wird aber noch die —* des „Rades an 
der Welle" in Rechnung gebracht, was geſchehen muß, weil 


ſolche ebenfals mit zu ben in Bewegung zu feßenden Maffen 
gehört, fo wird bie Rechnung (nach Angabe der Anmerfung-zu 


6. 26.) etwas veraͤnbert ausfallen, und davon mag dann iveiter 


unten die Mede- fepni- Jedenfalls wird fie aber immer nad) den- 
ſelben Brinciplen geführt, die wir auch hier angetoanbt haben. 
Anmerk. 2. Nimmt man hier wieder « = y = 90%, alfo 


sind =siny— 1, ſo daß die Gewichte mg und mig am Nabe 
und an der Welle‘ vertikal frei herunterhaͤngen ſo erhält man 


die befchleimigende Kraft 


:mR— mir 
Tb 
U IE - mA—mir 
alſo auch en urwen nal 


—8 


wo aber ebenfalls die Maſſe des Hebels (d. h. des „Rades an 


der Welle!‘ nicht in Rechnung gebracht tft. 


Unmert. 3. Multiplicirt man die Gleichung (1.) mit dem 
Nenner weg, fo erhält man 


*) Iſt nämlich » die befchleunigende Kraft, v die Gefchwindigkeit von 
m zu Ende der Zeit t, und x der Weg, den die Maffe m in der Zeit t 
befehrieben hat, fo hat man, außer d2 = 0 und &°z = 80, noch 
x=vrımnd vg, alſo rg. 
Weil aber Aa offenbar x=R.:z ift, fo bat man auch noch ‚ 
= &R-z) = Rös 8x = R.&r) = Rd, 
d. h. v=Ra md = Rdo. 


[15*] 
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19 (mR?-+-m/r?). 80 (R—- mr)⸗-g. 
Da nun 6 die, während der Zeit t gewonnene Winkel: Geſchwin⸗ 
digkeit iſt, ſo iſt do oder 80-dt der Zuwachs an Geſchwindig⸗ 
keit, welchen jeder. von der Dreh-⸗Axe um die Raum: Einheit 
entfernte Punkt des Hebels (d. b. des „NRabes an der Welle‘) 
in dem, unmittelbar nad) der Zeit t folgenden unendlich »Eleinen 
Zeittheilchen ‚dt bei diefer Bewegung. gewinnt. — Multiplicirt 
‘ man aber die obige Gleichung (1.) noch mit dt, fo erhält man 

2) (mR?’-+m/r?).d0 = (mR— mir).gedt. 

Unterfuchen wir num die Bedeutung der Ausdruͤcke zur Lin⸗ 
ten und zur Nechten biefer Gleichung, fo finden wir: 

Es ift RO die Geſchwindigkeit des Fadens am Nabe, folg: 
li) d(R-6) oder, R-d der in der Zeit dt gewonnene Zuwachs 
an Gefchwindigfeit, und mR-dd ift alfo der von der Mafle m 
‚ dadurch erworbene Zuwachs an „Größe der Betvegung. Dann 
ift aber mR?.dO das ftatifche Moment dieſes Zumachfeg in Be: 
zug auf Die Are des „Rades an der. Welle!!, ald Momenten: 
Are gedacht. Der Ausdruck. (mR?-Hm'r?).d0 iſt alfo die Summe 
der flatifchen Momente der, unmittelbar ‚nach der Zeit t von ben 
Maſſen m und m! gewonnenen Zumachfe an „Größe der Bes 
wegung.“ 

Auf der andern Seite iſt mg-dt dag Gewicht der Maſſe m, 
und m-R-g-dt das ſtatiſche Moment dieſes Gewichts in Bezug 
aufı diefelbe Momenten: Are. Alſo ift der Ausdruck zur Nech- 
ten (in 2.), nämlich) (mR—mir)g-dt die Summe der ftatifchen 
Momente der zu Ende der Zeit t wirkenden, Gewichte, in Be 
zug auf diefelbe Momenten: Are. 

Die Gleihung (2.) lehrt alfo, daß die erſtere Summe der 
ſtatiſchen Momente gleich iſt der letztern Summe der ſtatiſchen 
Momente. — Dies iſt jedoch eine an ſich ſchon ganz nahe lies 
gende Folge des Gleichgewichts zwifchen den verlorenen Kräften 
an diefer Mafchine. 

Anmerf. 4. Wollte man diefe Aufgabe des vorhergehen: 
den Paragraphen ohne direkte Zusiehung des d'Alembert'ſchen 
Principe, fondern wiederum mittelft des Gates ($. 13.) Iöfen, 
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naͤmlich daß die Fe von Pi: jeden Atom der Maſſe von Qu 
die befchleunigende : 








o g giebt, fo müßte man vor allen 
Dingen die Vorausfegungen jenes ($. 13.) erfüllen, nämlich die 


zu bewegende Maſſe an eine. und dieſelbe / Stelle vereinigen, und 
alle Kräfte ebenfalls auf diefelbe Stelle rebuciren. , 


1. Was nun die Reduktion der Maffen auf eine und: 


diefelbe Stelle (bei drebender Bervegung um eine feſte Dreh⸗ Axe) 
betrifft, fo ſtellt man folgenden Sat Bin: .. 

Bei jeder drehenden Bewegung um eine abſolut fefte Dreh: 
Are bringen biefelben Kräfte genau diefelbe Bewegung hervor, 
wenn man irgend eine Maſſe m! in der Entfernung r! von ber 


Dreh: Are wegnimmt, und dafür eine andere Maffe m’ in ber 


Entfernung r!! anbringt, fobald nur 

m’.rl? — milerli% 
iſt *). — Wollte man daher r!—=1 nehmen, fo müßte m!—mI.r” 
genommen werden. 

Der Beweis ift nach Anleitung des d'Alembert'ſchen Prineips leicht 
zu führen, fällt aber nach dem in vorſtehender Anmerkung Geſagten ohne 
weitere Zergliederung von ſelbſt in die Augen *). 

Das Produkt aus einer unendlich⸗kleinen Maſſe in das Qua⸗ 
drat der Entfernung derſelben von der Dreh⸗Axe heißt dag Träg- 
heitd8:- Moment der Maffe in Bezug auf diefe Are. — Sollen 
alfo zwei Maſſen m’ und m! an einem fich drehenden Spfteme 


*) Hängen m’ und m’ an Seilen, fo können fie beliebig groß ſeyn; 
außerdem aber dürfen m’ und m” nur unendlich⸗kleine Maſſen⸗Element⸗ 


hen feyn, weil ſonſt ihre Entfernungen ı’ und 1 von der Dreh Are kei⸗ 


nen befimmten Sinn hätten. . 


.**) Die Kraft P, deren flatifches Moment Pp ift, vermehre die Win- 
tel: Gefchmwindigkeit der Mafchine, an melcher m’ in der Entfernung r’ 
fich befindet, um dp, fo ift r/-dp die von m’ gewonnene Gefchmindigkeit, 
m’r’.dp die von m’ gewonnene „Größe der Bewegung”, und m’r?.dp dad 
fatifche Moment diefer Kraft, melches = Pp ſeyn muß. Nimmt man nun 
m’ weg, und bringt man dafür m’’ in der Entfernung r’’ an, und foll num 
diefelbe Kraft P denfelben Zuwachs dp an Winkel- Gefchwindigkeit hervor: 
bringen, fo muß noch m’’r"*%cdp == P-p ſeyn. Alfo ift auch m’r? = m’’r’”. 
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diefelbe Bewegung annehmen von denfelben Kräften, fo muͤffen 
ihre Trägheits-Momente in Bezug auf die Dreh⸗ Axe einander 
gleich ſeyn; und umgekehrt. 

II. Fuͤr die Reduktion der Kraͤfte, welche auf die Be⸗ 
wegung. eines, ſich um. eine abſolut feſte Are drehenden Syſtems 
einwirken, gilt dagegen der Satz: daß zwei Kraͤfte an verſchie⸗ 
denen Stellen daffelbe leiſten, wenn ihre ſtatiſchen Momente‘ in 
Bezug auf die Dreh⸗Axe einander gleich find. 

Beide Kräfte werden nämlich. dann (am diefem Hebel) durch eine und 
dieſelbe Kraft vernichtet. 

III. Wenden wir nun dieſe zwei Saͤtze, welche fuͤr jede dre⸗ 
hende Bewegnng um eine unbewegliche Dreh⸗Axe gelten, auf 


die Loͤſung der Aufgabe des ($. 31.) mittelſt der Methode des 


($. 13.) an, fo reduciren wir zuerſt alle Maſſen auf eine und 
dieſelbe Stelle S, welche von’ ber Dreh⸗Axe um die Raum⸗Ein- 
heit entfernt ift. Nach (I) kann man nämlid) ftatt der in Bes 
megung zu feßenden Maffe m in der Entfernung R die Mafle 
mR? in der Entfernung 1, und flatt der in Bewegung zu fetzen⸗ 


‘den Maffe m’! in der Entfernung T, die Maſſe m/r? in der Ent 


fernung I von der Dreh⸗Axe feßen. Stast der in Bewegung. 
su feßenden Maffen m und m’ kann man daher die Maſſe 


.mR?’-+-mir? in dem Punkte. S anbringen, welcher um 1 von 


der Dreh⸗Axe entfernt ift, und diefe nun als bie zu bewegende 
Mafle anfehen. - — Das Gewicht diefer Make ift dann 

\ (mR’-Hmir). ·g, 
in Pfunden. 

Nach (II.) dagegen kann man ſtatt. der Kraft mg-sina' in 
der Entfernung R, die Kraft. mRgrsina in der Entfernung 1; 
eben fo flatt der Kraft m/g.siny in ber Entfernung r, bie Kraft 
migr-siny in: der Entfernung 1 von der Dreh-Are anbringen, 
fo daß mRg-sina — mirg-siny die Gefammt Kraft if welche 
in S wirft, ebenfalls in Pfunden ausgedrückt. 

An berfelben Stele S, welche von ber Dreh: Are um bie 
Kaum: Einheit abliegt, wirft alfo nun eine. Kraft von. 

mBRg-sin a —u/rg-siny 
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Pfunben, auf bie eben. bahin rebucirte Maſſe von (mR’-Min’r?)eg 
Hunden. Daher nimmt (nach $. 13.) bieſe Punit 5 eine be: 
ſchleunigende Kraft an 

mR.sin — * .siny 
und gerabe baffelbe haben wir oben Cim $. 31.) chenfals ge⸗ 
funden. — Dabei kann man in dieſen Formeln uͤberall ſtatt der 
Maſſen ihre Gewichte ſetzen. 

Anmerk. Betrachten wit nun in dem: naͤchſten Haragra- 
phen diefelben Aufgaben noch einmal, jedoch unter der Voraus: 
feßung, daß oben eine Nolle, ober ein „Mad an der Weller ſich 
befindet, und daß die Reibung am Zapfen noch beruͤck— 
ſichtigt wird. 

$. 32. 

Segen wir jegt voraus, daß wieder auf den zwei. adoffirten 
fchiefen Ebenen ABC (Fig. 1.) die beiden Maffen m! nnb m 
mittelſt getwichtlofer Zaden zufammenhängen, Die jedoch an einem 
„Rabe an der Wehe! befeftigt find, fo daß m! an ber Welle 
hängt, die den Radius r hat, m dagegen ang Habe, defien Ra: 
ding —=R fen mag. Die Maſſe und, dag Gewicht des „Ma: 
des an der Welle! werde nicht berückfi ichtigt, wohl aber bie Rei: 
bung an den Zapfen, deren Radius og feyn foll, und bie wir 
uns in einen Bolzen vereint denken, fo daß alle verlorenen Kräfte 
in einer und derfelben Ebene wirken. .. 

Mird 9 die Winfel-Sefchwindigfeit genannt und z der Weg, 
den der Punkt, welcher von der Dreh: Are um die Raum: Ein: 
heit entfernt ift, in der Zeit t befchrieben bat, fo find 10 und 
RO die Gefchwindigfeiten zu Ende der Zeit t, und rz, Rz bie 
in der Zeit t gemachten Wege der Maffen m! und m. Alle ver- 
lorenen Kräfte der Maffe m geben die einzige | . 

ing · sin & — umg-cos a — mR-89 in der Richtung BC, 
und. alle verlorenen Kräfte der Mafle ın’ vereinigen fich in 

 mlg.siny-t+um/g-cosy-+-mir-80 in ber Richtung BA. 
Da nun diefe verlorenen Kräfte am „Rad an der Welle!‘ fich 


[4 
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im Gleichgewichte halten muͤſſen, fo werben fie auf die Zapfen 
an einer unbekannten Stelle einen unbefannten Druck S hervor⸗ 
bringen. Bringen wir einen eben fo großen Gegen⸗Druck S 
an, welcher mit dem Horizont OX (Fig. 6.) den Wintel p | 
macht, fo ift die Reibung am Zapfen = u!S fenfrecht auf Dies | 
ſem Druck, und mir. haben nun alle Kräfte, welche in dieſem 
Spfieme im Gleichgewicht fiehen. Dies giebt aber drei Glei⸗ 


chungen des Gleichgewichtd, nämlich): 
1) S.cosp— ulS-sinp = 
-+ (mg-sina — umg-cos a — mBR-d0).cos a | =0 
— (mig.siny + um!g-6o8y-}- m/r-80)-cosy 
2) S-sinp-+-u!S-cosp 
— (mg-sin a — umg-cos a — mR-d0).sin « 
— (mig-siny -+-um!g-cosy-+-mir-d6)-siny 


= 0 





und 
3) (mgsina— umg-cos« —mR-d0)R = 
(m/g-siny-+ um'g-cosy + mir-d0)r -Fu!S-o, 

100 -» ber Reibungs⸗-Koefficiont der Maffen auf den fchiefen 
Ebenen ift, wo dagegen u! den Keibungs-Koefficienten an den 
Zapfen de „Rades an der Welle! vorftelt. Findet man nun 
aus den beiden erftern Gleichungen S ohne 9, und ſubſtituirt 
man biefen Werth von S in bie dritte, fo bat man die Glei- 
hung für die Winfel-Gefchwindigkeit 0, wo man jedoch ſtatt 
80 auch &°z ſchreiben kann *). 

Hat man aber 9 in die Zeit,t ausgedrückt gefunden, fo ge: 
ben die Gleichungen (1. u. 2.) auch S und 9 als Zunftionen 
von t dazu, d. 5. man kennt dann gu jeder Zeit t den Druck 


*) Dan muß, um diefe Rechnung möglichft bequem zu machen, Die 
(1) mit „’ multiplieiren und dann von der (2.) fubtrahiren. Dan erhält 
dann fogleich (L-H-u?)S-sinp in 86 ausgedrückt. Wird dann bie (2.) mit 
«’ multiplieirt und au der (1.) addirt, fo hat man fogleich (L-H-u)S-cosp 
in 86 ausgebrüct. Quadrirt man dann letztere beiden Refultate und addirt 
man diefe Duadrate, fo befommt man ohne weiteres S in de, mas flatt S in 
die (3.) fubkitwirt werden muß. Dividirt man aber jene beiden Reſultate 
durch einander, fo erhält man ig p in 86: . 


— — 








———— — — — — EG une ” 
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S, der. Richtung und der Groͤße nach, welchen waͤhrend der Be⸗ 
wegung in dieſem Augenblicke der Zapfen auszuhalten hat. 


Die verlorene Kraft mg-sin ae — umg-cosa-—-mR-80 iſt zu: 


gleich die Spannung T an dem Zadensam Nabe, mährend bie 
verlorene Kraft mig-siny-+-um!g.cosy--mird0 zugleich Die 
Spannung T! ift, welche augenblicklich (d. h. zu Ende einer je 
den Zeit t) ber Faden an der Welle erleidet. 

Anmerf. Wollte man das Bleichgewicht zwifchen ben ver⸗ 
lorenen Kraͤften ganz genau nach der Anleitung des (II. Theil 
$$. 78.— 80.) herſtellen, ſo muͤßte man das Syſtem ſelbſt als 
ein loſes Syſtem behandeln, welches aus drei Theilen beſteht, 
nämlich der Maſſe m, welche von der Spannung T von C nad) 
B hin ergriffen ift, dann der Maffe mi, welche von der Span: 
nung T’ von A nach B. bin gehalten wird, endlich daS „Rad 
an der Wellel!, welches von den beiden Spannungen T und T’ 
bezüglich von B nad) C und von B nad). A hin gehalten wird. 
Jeden diefer drei Theile muß man nun für- fich in's Gleichge- 
wicht ftellen. 

Zu dem Ende muß man ben Gegen-Drud N (immer Fi⸗ 
gur 1.) an einer uhbefannten Stelle aber ſenkrecht auf BC in 
Rechnung bringen, und die Neibung uN in ber Richtung CB. 
Auf den Körper m wirfen nun T und „N und mR-89 in ber 
Richtung CB, das Gewicht mg in der vertifalen Richtung, 


und N fenfrecht auf CB. Da dieſe 5 Kräfte den Körper m. 


im: Gleichgewichte halten, und als in einer und bderfelben Ebene 
liegend angefehen werben fünnen, fo giebt es drei Gleichungen 
des Gleichgewichts, von denen die Momenten:Gleichung die 
Stelle des unbekannten Gegendruces N geben würde, weshalb 
wir dieſe fogleich weglaſſen wollen. 

Nimmt man ferner zu Koordinaten Aren, auf welche die 


“ Richtungen der Kräfte begogen werden, den Durchfchnitt CB, 


der fchiefen Ebene und die darauf fenfrechte Gerade, fo find die 
beiden andern Gleichungen - 

1) mgsina—(T-+-uN-+-mE:80) = 0, 

2) mg-cosa—N = 0. 
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Bon biefer Gleichung giebt bie (2.) ben Drucd N, bie (1.) ba= 
gegen die Spamung T. 
Der andere Körper m! giebt auf biefelde Weife die beiden 


"Gleichungen feines Gleichgewichts 


3) m'g-.siny— T’/-+ uN! + m'r-80 =—, n 
4) . m/g-cosy— N! = 0. 


| Bon dieſen Gleichungen giebt die (4.) den Druck N4.die (3.) 


kagegen dann die Spannung T’. 

Damit nun auch noch dag „Mad an ber Welle 4 mittelſt 
ber beiden Spannungn T und T', dem (Gegen:)Drude S am 
Zapfen und ber Reibung u'S, im Gleichgewichte ſey, hat man 
die drei Gleichungen 

5) S. cos ꝙ — u'Ssinp-+T-cosa — T’.cosy 03 

6) S. in S.· cos — T · cin æ —- Ti-siny 2 03 

7) - DR Tier— ulSco — 0. 
Und dies find dieſelben drei Gleichungen, welche wir auch tm 
Paragraphen felbft für die gegenwärtige Aufgabe erhalten haben. 

Anmerf. 2. Da übrigens in: diefen Gleichungen ber Weg 
z nirgends erfcheint, fo findet fich zuletzt 80 Eonftant, fo daß 
die Winkel: Gefchtuindigkeit 9 felbft mit der Zeit t proportional 
wird, .alfo die Bewegungen von m unb von m’ wiederum 
gleichförmig befchleunigte werden. Dagegen würde außer 20 
ober 8?z, auch noch der Weg z felbft in die Gleichungen ein- 
gegangen ſeyn, fo daß eine ſchwierigere Integration nöthig gewor⸗ 
den feyn würde, wenn wir den Faden nicht als ſchwerlos an- 
gefehen, fondern dag Gewicht deſſelben in Rechnung gebracht 


. hätten. Wir mollen dies in dem nächften Paragraphen, aber 


für den einfachern Fall thun, wo & = y = 900 geworden find, 
d. 5. wo bie fehiefen Ebenen gang wegfallen, und bie Gewichte 
mig und mg auf der Welle und am Rade frei herunter hängen 
(wie in Sig. 20.). 
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An einem „Rabe an der Welle! (Fig. 20.) hängen zwei Maſ⸗ 
fen, nämlich m’.arı der Welle, m am Rade, an Geilen, von denen ber 


. 
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laufende Fuß bie Maffe p, alſo dad Gewicht pg hal. Das 
Gewicht des „Rades an der Welle! und der auf demfdben auf 
gewikkelten Seile fol nicht in Betradytung gezogen werden, wohl 
aber die Reibung an den Zapfen: (für welche wir ung immer 
ein Bolzen denken), Man fol Die Bewegung des Ganzen 
ausmittein, unter der Vorausſetzung, daß 2, 9, r, R, S und u! 
dieſelben Bebemtungen haben, wie im vorhergehenden ($. 32.). 
Da nach der Zeit t dag Seil an m, welches für t==0 die 
Länge A hatte, um Rz länger geworden ift, alſo die Länge A-+-Rz 
und das. Gewicht. pg(A-HRz) hat; da ferner zu derfelben Zeit 
dag Seil an m’, welches anfänglich die Länge A! hatte, um rz 
fürzer geworben iſt, alfo nur noch die Länge A'—rz, folglich 
auch nur noch das Gewicht pg(A—rz) hat, fo find dasmal die 
verlörenen Kräfte von m in ber vertikalen Richtung 
== (m-+pi-+ pRz)(g— R-d°z), 
von m! dagegen, auch in 'vertifaler Richtung, 
= (mI-#p4!— pr) (g-+r-8°2); 
mo man, um nur einen’ einzigen Beränderlichen zu behalten, fo- 
gleich) 8°z ſtatt 89 gefchrieben hat. 
Die Gleichungen des Gleichgewichts werden nun: 
L Scosp— using — 0, oder op = Ju; 
I. — S-inꝙ — ulS-eosp g 
| z +(m-Fpl +-pRz) (gR-B%) =. . 
+ (mit PA prz )(g + r«d°7) 
IL —glSceE | 
- +(m pi -+pR2) (g—R-8°z)-R 
— (m-+pA'—prz) (g-+r-ö?z)-r 
Subftituirt man nun (aus I.) den Werth von sing und 
cosy in die (II.) und aus biefer dann den Werth von S in 
die (III.), fo erhält man eine Difteengia: Gleichung, welche ſich 
fogleich auf bie Sorm 
A-tBı 
IV. , Oz * Ci, 
bringen läßt, wo A, B, C, D fonftant find. 
Multiplicirt man nun diefe Gleichung mit dem integrirenden 


—=(. 





\ 
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Saktor dz und integrirt man bantı fogleich links und rechts, r 
ergiebt ſich 


v. 1602 far 


C-+-Dz 
wo F, das gefundene integral und c bie zugehörige unbe: 
ftimmte Konftante vorſtellt, welche fich dadurch, leicht beſtimmt, 
daß man die Anfangs» Werthe yon z und dz (oder 0) kennt. 
Diefe giebt dann 





.dz = F,-rc, 











1 
v1. = V2F.-+c, al 1) dt, — — N 
. " ) } 2F. c 
ſo daß zuletzt 
VII. t= .dz-F+C 
V2F,.-rc + 


ſich ergiebt, wo C aus dem Anfangs: Wertbe von z feine Be: 
fimmung findet. — Diefe Urgleichung zwiſchen t und z giebt 
nun 2, alfo auch die Wege rz und Rz der Maffen m’ und m; 
ferner, weil dz = 6 ift, auch 9, und bie Sefchwindigfeiten 79 
und RO derfelben Maffen m! und m; alles in t ausgedruͤckt. — 
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So tie man fi im nächft vorhergehenden Varagrophen 
p=0 denkt, d. h. die Maſſe, alſo auch das Gewicht der Geile 
außer Acht läßt, fo. hat man für diefelbe Aufgabe und diefelbe 
Figur (Fig. 20.) diefe drei Gleichungen, 

I. Scosp—u'S-sing —= 0, oder colgp = 

ID. —S-sing— u'S:cosp-Fm(g— R-9°z) 

+mig+-rd%z) = 6, 
I. —uSo-+m(g— R-d°z)R — m/(g-+r-8’z)r = 0. 
. 1 1. 

Aus der (1.) folgt sing = — cp m =yx, 
wenn man diefe Kleine, von a! nur ſehr wenig verſchiedene Zahl 
durch x bezeichnet, waͤhrend jedoch immer x <u! ifl. Die Glei⸗ 
chung (II.) giebt dann 

IV. 8 — m(g— R-3°%z) + m/(g-+ rot) 

Ä Vi-ru® 











| $. 35. Anbendungen ö. d'Alemb. Princips. :77 


Wird nun dieſer Werth von S in: die CHI.) ſubſtituirt, ſo er⸗ 
giebt ſich a En un 
V. — xolm(g— R+d°’7)- + m/(g-+-r-8°z)] 
+m(g — R-8°%). R— m/(g-Frrö?z).r = 0. 
Diefe letztere Gleichung Hefert nun, wenn man wiederum 90 
ſtatt 8°z (hreibt,. 
| mR—mir—x (mn) 
vr = mR?’-+- mir? te). f 
Es iſt alſo basmal. wiederum 822 oder 89 konſtant, fo daß dar⸗ 
aus dz ober 0 ohne weiteres ſich ergiebt, und zwar ſo daß 0 
mit der Zeit t proportional wird. 
Aund in der That iſt bie jetzige Aufgabe Feine andere als die 
des ($. 32.), nur mit dem. Unterſchiede, daß hier bie dortigen 
Winkel « und 7 als rechte Winkel gebacht werden müffen. — 
Auch gehen wirklich die Gleichungen ($. 32. NR. 1 — 3.) au: 
genblicklich in bie Biefigen (IJ. m üben fobad «= 7 = M’ 
geſetzt wrd. 


| < 3. | 
Nimmt man noch Rer, d. h. nimmt man ſtatt des „Ra⸗ 
des an der Welle“ eine bloße Doll, fo geht diefes Refultat 


noch uͤber, wenn man = ni d. h. Zn, = e feßt; wo e 


ein ſchr kleiner Bruch a, in 
_ m—m'—e(m-+m'), 
80 — -m+-m— - — m) 
wo 1-80 = rd) bie befchleunigende Kraft ber "Dale m und 
m’ vorſtellt, weil 10 felbft ihre Geſchwindigkeit bezeichnet. 
Anmerf. 1. Vergleicht man diefe Nefultate mit denen frü- 
ber für den Fall erhaltenen, daß die Meibung des „Naded an 
ber Welle! (ober der Rolle) an den Zapfen nicht in Rechnung 
gebracht wird, fo wird man finden, daß unter übrigeng gleichen 
Umftänden letztere in erftere übergehen, fobald "=0, b. h. 
3 0 geſetzt wird, wie dies auch ſeyn muß. 
Anmerk. 2. Wollte man auch dieſe letztern Aufgaben ($$. 





DEZ n 
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32. — 35.) nicht mittelſt der bireften Aamwendung Bes b’ lem: 
bert’fchen Principg, fondern wie wir folches in den -Anmerkun:- 
gen zu den ($$. 29. und 31.) gethan haben, mittelft des Satzes 
($..13.) löfen, nach welchem letztern die Kraft von P Pfunden 
auf die Maſſe von Q- Nfunden, wenn Beide an einer umd Ki 


felben Stelle ſich befinden, eine befchleunigende Kraft — 


hervorbringt; — ſo Hecht man nicht fopleich, wie op: Der 
Drink gegen die Zapfen direkt fol. aufgefunben werden Können. 
— Einige ältere Lehrer der Mechanik-fühnen an, daß dieſer Druck 
S (4. 3. in dem Falle des $. 34) von der Summe der. beiben 
rechts und links haͤngenden Gewichte mg: und ım/g: herruͤhre; 
dann müßte er, weil ‚ve bie Reibung. wieder etwas vermindert, 
\ : — 5), ee 

/ Va 

koyn; — von dem (im & gefundenen) Berge 
_ (mtm)g — (mR — m'r).80 
1 + u? ” \ 
verſchieden und zu groß iſt. — Andere kehrer meinen dagegen 
ſo verfahren zu muͤſſen: 

Sie ſuchen (um bei der Aufgabe des $.'34. zu bleiben zu⸗ 
erſt die unbekannte Kraft Z, welche da, wo bie Ueberwucht iſt, 
ſtatt des Gewichtes mg angebracht werben, müßte, um mit dem 
Gewichte mig an der Welle das Gleichgewicht zu erhalten. Dies 
. führt fie (für bie Aufgabe des $.: 34.) zu den drei Gleichungen, 
nämlich 

1) Scosy—ulS:sinp O, oder cotg p nn a 
2) mieg-+Z— Ssianp— . S. cos ꝙ == 0, 2 











mig+-Z 
welche letztere 8* 
qe lettre en 
liefert; — und 
3) ZR—migr— ulSo == 0, . 
d. h. RZ —migr —xomig— O, 
woraus zy — ne), 
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d dann s= = 
un N ° Du 
hervorgeht 
Hernach nehmen ſie 
— — J \ 
me, me RE, 


.. Ro» 
für die Größe. P ber ueberwucht rechts, wo die Waſſe m (am 
Rade) hängt; rebuciren die Maſſe m’ an der Welle eben dahin 
(nach dem Verfahren $. 31: Anmerf. 4. J.), fo daß fie als Die 
rechts venabhe und gu bewegende Mafle .e eek: | 
a, Im? 

— und erfhließen n nun ir bie —æe Bra R.20 der 
Maſſe m (nad $: 1%) den Werth : 
| RE ‚uR — 20) — mir ng), er 

Rom mr+me  - » W 
fo dag fie dann, wenn durch Ridiwidirt wird, 

30 — R ‚u — mr — xoaem) 

R—xo mR?—+-m/r? 
erhalten. — Dies Nefultat weicht von dem wahren (im $. 34. 
VI. gefundenen) dann freilich deſto wenigen ab, je Eleiner ber 
Reibungs » Koefficient u’ und der Halbnieffer des Zapfens g (ge: 
gen r wind KR) iſt, in ſo ferne beide für „0, alfo für x, 
in ein und daſſelbe 89 ne uͤbergehen. Dieſe ge: 
ringere Abweichung in den Ziffern⸗Reſultaten iſt aber nur dem 
Umftande zuzuſchreiben, das der Einfluß’ de Reibung. am Zapfer | 
überhaupt nicht. fehr bedeutend iſt. J— 

Wie die Aufloͤſung der Aufgaben der sorfichenden haragta⸗ 
phen lehrt, ſo iſt ‚die letztere der ſo eben angeführten Anſichten 
daß nämlich „der Druck nur von.den ‚Kräften berrühre, welche 
eitiander dag. Gleichgewicht halten, nicht aber von der Weber: 
wucht, ziemlich richtig, nur mit dem Unterſchiede, daß die Ueber: 
wucht eben in dem Zuwachs an „Größe ber Bewegung! fih 
jeigt, den die einzelnen Maffen im dem zu Ende der Zeit t nächfl 


3 
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folgenden Zeittheilhen dt erhalten. Diefe Uebermucht rechnet 


man daher dadurch ab, daf man dieſe Zuwachſe an „Größe der | 


Bewegung! in entgegengefeßter, Richtung su den am Ende der 
Zeit t hinzugetretenen Kräften noch binzunimmt, um die Kräfte 
zu haben, die fich, am Ende ber Zeit t gerade im Gleichgewicht 

erhalten, und daher auch den Druck des „Rades an der Welle‘! 
(oder der Rolle) gegen den Bolzen hervorbringen. 

Bei dieſen legtern Problemen (der $$. 32.— 35.), wo ber 
Druc auf den Zapfen, wegen der Neibung bafelbft noch in Rech- 
nung gebracht werben muß, fieht man ſich alfo, wenn .man auch 
von der Abficht ausgeht, fie bloß muttelft der Antvendung bes 
($. 13.) zu löfen, doch allemal auf dag d’ Alembert ſche Prin⸗ 
cip zuruͤckgefuͤhrt. 

Daher empſehlen wir unſern Leſern wiederholt, überall und 
in allen Fällen (ſtatt den $. 13. anzumenden) unmittelbar das 
d'Alembert'ſche Princip in Anmendung zu bringen, weil fol 
ches in der Theorie firenge erwiefen und in der Anwendung eben 
fo einfach als bequem’ ift. 


| $. 36. W 
Bewegung eines phyſikaliſchen Pendels. 

Wir beſchließen dieſes Kapitel mit folgender Aufgabe, welche 
ber Leſer hier an dieſer Stelle ebenfalls nur als ein Bei⸗ 
fpiel der Anwendung des d’ Alemb ert'ſchen Princips betrach⸗ 
ten moͤge. 

Eine fefte Maſſe M fann fi) um eine abſolut feſte und ho⸗ 
rizontale Dreh⸗Axe OX (Fig. 4.) drehen; ſie wirb aus dem 
Gleichgewicht gebracht, fo daß der Schwer⸗Punkt S der Maſſe 
M nicht vertikal über oder unter der Dreh⸗Axe fich befindet, 
und dann ihrer eigenen Schwere überlaffen. Eine ſolche Vorrich⸗ 


tung nennt man einen zufammengefegten Pendel, oder einen _ 


phnfifalifchen Pendel, im Gegenfag des im ($. 51. des I. Th. 
. Med.) betrachteten mathematifchen oder einfachen Pendels. 
Man foll mittelft des d'Alembert'ſchen Principe‘ bie entfie: 
bende Bewegung näher beftimmen. _ 








J 
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Um dieſe Aufgabe zu loͤſen, lege man außer der Dreh⸗Axe 
| OX, welche in der (Fig. 4.) gar nicht zu fehen iſt, noch eine 
| Koordinaten-Ate OY horizontal und fenfrecht auf OX, ſo wie 
die dritte Koordinaten. Are OZ vertifal, fo daß bie Dreh« Are 
|  OX auf der Ebene XOZ, welche ketztere wir auch noch durch 
' den Schwer: Punft S des Körpers gehen laffen wollen, ſenk⸗ 
recht ſteht. Nun zerlegen wir die ganze Maſſe M in unendlich 
viele unendlich⸗kleine Maffen-Elementchen, welche wir durch dM 
bezeichnen wollen. Diefe Maffen: Elementchen entftehen bekannt⸗ 
li) (nad) II. Th. $. 52.) entweder Dadurch, daß man die Po⸗ 
lar: Koordinaten, oder dadurch, daß man die Warallel-Koorbt 
naten zroifchen ihren dußerfien Grenz: Werchen um unendlich 
‚ wenig twachfen läßt, jebe von der kleinſten Grenze an bis zu 
ihrem größten Grenz: Werthe hin. Wil man bier aber 5. 2. 
Parallel⸗Elemente haben, fo darf man doch nicht überfehen, daß 
für diefes Zerlegen der Maffe M in Elementchen durch“ unend 
lich wenige Wachfen der Parallel: Koordinaten: Werthe, Koor: 
dinaten⸗Axen vorausgefeßt werden, die im Körper feſt Itegen, 
damit während ber Bewegung des Körpers die Elemente dieſel⸗ 
ben bleiben. Deshalb ſieht man fich bier veranlaßt, außer den 
bier gedachten Koordinaten: Aren OX, OY und OZ, auch) noch 
drei andere Koordinaten: Aren OX, , OY und OZ! auf: einan: 
der fenfrecht, aber in dem Körper feſt vorauszufegen und mit) 
diefen letztern Koordinaten: Ebenen XK’OY', X/OZ! und Y'OZı 
parallel, bie Zerlegung der ganzen Maſſe M in rechtwinffiche 
Parallelepipeba vorzunehmen, deren Sinhalt = dx’. — .dz!, und 
deren Maſſe - 
.»D) .  dM = ordxl.dyl.dz! 
ik, wenn o die Dichtigfeit des Elementchend an feiner, durch 
die Koordinaten: Werthe x’, y', z’! (die fich auf die im Körper 
feſten Aren OX', OY!, OZ! beziehen) gegebenen Stelle ‚vorftelt. 
‚ Dabei fann man OX! mit der Dreh⸗Axe OX, weil diefe auch 
im Körper. feft vorausgefeßt ift, zufammenfallen laffen, während 
wir dann OZ! durch den Schwer: Punft S der Maſſe M bin 
IM. Ä [6] 
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durchgehen laffen wollen, fo daß OY! in der Ebene YOZ, aber 
fenkrecht auf OZ' zu liegen kommt. 

Betrachten wir num irgend ein folches durch x, y’ und 2 
gegebenes Maſſen⸗Elementchen dM des Körpers, fo befchreibt 
folches während "ber Bewegung einen Kreis, welcher mit ber 
Ebene YOZ parallel laͤuft, wenn er nicht mit ihr zufammenfällt, 
und melcher den fenfrechten Abftand r des Elements dM von 
der Dreh: Are OX zum Radius hat. Nennen wir nun x, y, 2 
die Koordinaten: WWerthe deflelben Elemente dM, aber in Be 
ug anf die horizontalen und vertifalen Aren OX, OY und OZ, 
gegen welche ber Körper twährend der Bewegung, feine Lage din 
dert, fo find offenbar y und z Funftionen der Zeit t, und nur 
x allein (=) fonftant (nach t). Dabei ift noch 

2) 7722 * r52, 
aber r ebenfalls (nach t) konſtant, ſo daß, wenn man nach al⸗ 
lem t- differengüirt, ’ 

3) - yöy-+zdz —= 0 
ſich ergiebt. Um alles in der (Fig. 4.) recht bequem anfchau: 
lich machen zu fünnen, denken wir und den vom belichigen Ele 
ment AM befchriebenen Kreis auf die Ebene YOZ, in welcher 
auch der Schwer: Punft S der Maffe liegt, projicirt, fo dag m 
bie Projektion. des Elemente AM, alfo Om=r, OA=Bm=y 
und Am= OB z wird. 

Waͤhrend alfo die Projeftion m des Elements dM in' der 
Zeit den Bogen Dm == s beſchrieben hat, deſſen Centri⸗-Win—⸗ 
kel DOm — w ſeyn mag, im Bogen für den Radius 1 aus⸗ 
gedrückt, fo daß 

24) s — . v ud 9 7. dv 
if, —, tft zu Ende der Zeit t die Stelle des Elemente dM 
burch die Koordinaten: Werthe x, y, z, und die Stelle feiner Pro: 
jeftion m durch die Koordinaten: Werthe y und z als Funftio: 
"nen vom t ausgedruͤckt; feine, mit OY und OZ parallelen Seiten: 
Geſchwindigkeiten find daher bezüglich Ay und dz, und die Zus 
wachſe diefer Seiten: Gefchtwindigfeiten in dem unmittelbar nad) 
t folgenden unendlich-Kleinen Zeittheilchen dt, find bezüglich d’y-dt 
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und Ö°z.dt; alfo die Zuwachſe an „Groͤße ber Bewegung / / besüglich 
dM-d’y.dt und dM-d’z.dt. — Diefe tegteten als Kräfte gebacht 
und in entgegengefeßter Richtung genommen, 
alfo " — dM-d’y.dt parallel mit OY, 
und —dM.3?z «dt parallel mit OZ, 
bilden nun ben einen Theil der verlorenen Kräfte (nach $. 18.11). 
Auf der andern Seite hat zu Ende der Zeit t uf das He 
ment dM bloß die Schwere g-dt: gewirkt; alfo die bewegende 
Kraft dM+g-dt parallel mit OZ. — Diefe ift alfo ebenfalls zu 
den verlorenen Kräften zu zählen: — Die verlorenen Kräfte ſind 
daher für dag Element dM 
— dM-d?y-dt parallel hie OY, 
Img 8%. .dt parallel. mit OZ. . . 
Nach der Theorie vom Hebel‘ Balten ſich aber biefe verlore: 
nen Kräfte aller Elementchen dM, um die Are OX das Gleich- 
gewicht, wenn die Summe ihrer. flatifchen Momente in Bezug 
auf OX als Momenten Axe genommen ‚der Ruf: steh iſt, 
d. h. wenn | 
Ey Frey) — 0 
ift, wo mir fogleidy durch den, --allen zu fummirenden Gliebern 
gemeinfchaftlidyen Faktor dt wegdividirt haben, aber nicht durch 
dM wegdioidiren konnten, weil die Maffe AM der verichiebenen . 
Elementchen verfchieden ſeyn kann. — Weil aber. auch g in al- 
len zu abdirenden Gliedern daffelbe bleibt, fo kann man biefe 
Gleichung auch noch fo ſchreiben 
(Ol SI@d’y— yıB?z).dM]-+g:2(y-dM) = 0; 
und diefe Gleichung in Nerbindung mit der andern, nach wel⸗ 
her „+2? S 1? iſt, bildet nur den Anſatz unſerer Aufgabe; 
— fie giebt, wenn man fie gehörig auftäft, die Werthe von 
yundz, d. hi. die Lage bed Elemented AM gu jeber Zeit t, feine 
Seiten: Gefchwindigfeiten Dy, dr, feine wahre Geſchwindigkeit 
ds und auch die, allen Elementchen gemeinfchaftliche Winkel: Ge- 
ſchwindigkeit der ganzen Maffe M, zu jeder Zeit t. 
Um aber die Rechnungen bequemer durchführen zu koͤnnen, 
führe man ſtatt der Koordinaten-Werthe OA = y und OB=ız 
[6*] ö 
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lieber die Polar⸗Koordinaten W. ZOm—=y und Om=r ein, 
oder, in fo ferne SOm — « ein von der Zeit t ganz unabhän; 
giger Winfel ift, lieber ZOS = 6 flatt w, fo daß 

5) v=09+e und dy—=d86, # wie 9% = 8°0 
if. Man hat dann 

6) Tecosy = 7, rsiny = y, 
und wenn man differengüirt, weil r Fonftant (nach t) if, 

7) —rsinydy = 91, T-cosıW.Oy = Dy, 


und 
| - 5 cos W- Ivy? — rrsin yO’y — 8°, 
8) — resin vV-IW? +-T-c08s y-O’y == d°y. 

Diefe Werthe geben 

9) zd’y— yö?z = r.O:y = 17.820. ' 
Wird nun OS = a gefeßt, fo daß a der fenfrechte Abftand 
des Schwer⸗Punktes S von der Dreh: Are OX ifl, und if 
SE = y, der fenfrechte Abftand des Schwer: Punktes“ S von | 
der Ebene XOZ und von OZ, fo hat, man . 


10) yı = asind, 
und daher nad) der Theorie vom Schwer⸗Punkte (II. Th. $. 55.) 
141) I(y-dM) = M-y, = M.a-sin. 


Subftituirt mon nun diefe Werthe (aus 9. und j1.) in die 
Gleihung (O) der Bewegung, und bedenft man, daß der Fak⸗ 
tor 220 in allen Gliedern von S(12.820. am) einen und denſel⸗ 
ben Werth hat, daß, daher - 

8°0-2(r?.dM) ſtatt =(r.8°0-dM). 
geſetzt werben kann, fo geht ne Dadurch über in 


(O OH SS 3 and = = 0; 


und dieß ift alfo die Gleichung, welche, integrirt, bie Wintel⸗ 
Geſchwindigkeit dw, nämlich —89, und den Winkel 9 zu jeder Zeit 
t giebt, alfo die SchwingungssZeit, ıc.; während M die ſchwin⸗ 
gende Maſſe, a bie Entfernung ihres Schwer» Punftes von ber 
Dreh⸗Axe, g die Örtliche Schwere und I(r?-dM) ein von ber 
Form der fchwingenden Maffe abhängiger Ausdruck ift, beffen 
Berechnung wir weiter unten näher befprechen wollen. 
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Iſt 1 die Länge eines einfachen Pendels, wie wir ſolchen im 


Cl. Th. Med. $. 51.) näher: betrachtet haben, fo findet man, 
wenn 6 fein Abftand ift von der Vertifalen (im Bogen für den 


Radius 1) ju Ende der Zeit t (nad) I. Th. ©. 451. Note) 


320 4 &sin 6 == (. 


% 


Son alfo dieſes einfache ende genau dieſelben Sqringingen 


‘machen, wie dag obige (C), fo muß man 


<(r?.dM) 
(5) l = Mi ’ 
und außerdem die Anfangs Werthe von 30 und 9 in beiden 
Pendeln (dem phnfifalifchen und dem mathematifchen) bezuͤglich 
diefelben nehmen. Diefen Werth von 1, wie er fich bier (aus 
5) mittelft des phyſikaliſchen Pendel ausrechnet, feßt man dann 
in die ($. 51. I. TH. Mech.) gefundenen Sormeln, und man er: 
halt die dort gewuͤnſchten Nefilltate, wie menn man einen ma- 
thematifchen Pendel hätte fchtwingen laffen. 
Das Produkt r?-dM aus der Maffe dm in das Duadrat 1? 
feiner fenfrechten Entfernung von der Dreb-Are hennt man dag 
Trägheitd:Moment dieſes Elementes dM in Bezug 
auf diefe Dreb-Are Die Summe I(r?-dM) iſt alfo die 
Summe der Trägheitd: Momente aller Elementchen in Bezug auf 
diefelbe Dreh-Are; und diefe Summe wird auch dag Träg- 
heitd-Moment der ganzen Maffe M in Bezug auf 
diefe Dreh-⸗Axe genannt *). Solches wird nun nach (II. 
*) Iſt w die Winkel⸗Geſchwindigkeit eines ſich um eine Are OX dre⸗ 
henden Körpers zu irgend einer Zeit t, fo iſt ro die wahre Geſchwindigkeit 
des Elementchens dM, melches in der Entfernung r von der Dreh⸗Axe liegt, 
und ro-dM ift daher die in dem Elementchen dA vorhandene „Größe ber Ber 
wegung,” welche bekanntlich der Kraft gleich-ift, die man dem fich bewegen⸗ 
den aber ifolirt gedachten Elemente ABI gerade entgegenfegen müßte, wenn 
die Bewegung felbft vernichtet feyn foll, welche alfo die in dem bewegten 
Elemente dM norhandene Kraft ausdrückt. Das Produkt ru-dM, oder 
or-dM ift alfo das ſtatiſche Moment diefer Kraft in Berug auf die Dreh⸗ 
Are, und Z(r?w-dNM), der »-Z(r?-dN) ift deshalb die Summe der Ratifchen 
Momente der in allen bewegten Elemencchen augenblicklich (iu Ende der 
Zeit t) vorhandenen Kräfte. — Dies ift der Grund, warum man bei allen 
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Th. $. 53.) berechnet, biefe Berechttung felbft aber in dem näch- 
fien Kapitel näher befchrieben. - 

Anmerf. 1. Man fonnte die vorliegende Aufgabe von vorne 
herein etwas kuͤrzer behandeln. Man konnte naͤmlich das Ge⸗ 
wicht g-dn des Maſſen⸗Elementchens du, welches vertikal wirkt, 


ſogleich in zwei Kraͤfte zerlegen, die eine gdM-I fenfreht auf 





r, die andere gdm-— in der verlängerten Richtung von r. Da 
die Richtung der Ießtern durch die Dreh⸗Axe geht, fo ift ihr 
Moment —= 0, und fie fann daher fogleich tweggelaffen merden, 
(0 daß man gu Ende der Zeit t als neu hinzutretende Kraft 


nur bie auf r fenfrechte gedM. I in Rechnung zu bringen 


braucht. 

Auf der audern Seite fann man wohl fagen, daß die Ge: 
ſchwindigkeit des Elementes dM zu Ende der Zeit t, = —ı-80, 
die „Größe ber Bewegung” alfo, = —r-80-dM ift, und daher 
der zu Ende der Zeit t, fenfrecht auf r gewonnene Zuwachs an 
n Größe ber Veweoung⸗ in die Druck⸗ Einpeit ausgedrückt *), 


Bewegungen von Maſſen um eine Dreh⸗Axe (Hole, Rad an der Welle, 
Hebel überhaupt) immer wieder aufs neue zu den. Trägheird- Momenten 
geführt wird, fobald man die Maſſen diefer fich drehenden Körper mit in 
die Rechnung zieht. — Da nun aud) bei Mafchinen die meiften Bewegun⸗ 
gen folche drehende Bewegungen um feſte Aren find, fo fpielen die Trägs 
heitö- Momente bei der Bewegung der Maffen eine nicht unwichtige Rolle, 
und deshalb haben wir einen Theil des nächft folgenden Kapitels bloß der 
Berechnung dieſer Trigheits-Momente in mehreren und den sewöhnlichern 
Beifpielen gewidmet. 

7) Genau genommen ändert fh in der unmittelbar nach t folgenden 
Zeit dt die „Größe der Bewegung” nicht bloß ihrer Größe, ſondern auch 
ihrer Richtung nach, fo das eigentlich dieſes Verfahren, von hier ab durch 
bie früher entwiffelte Theorie nicht gerechtfertigt if. Betrachtet man fteis 
lich die Reihe genauer, fo findet man, daß der Unterfchied -in der Rechnung 
hier keinen Einfluß ausübt, und in fo ferne it dann das auf dieſem Wege 
gewonnene Nefultat wiederum nothmwendig mit dem zuerft erhaltenen übers 
inkimmend. — Wil man jedoch allen möglichen Einwendungen im Vor⸗ 
and begegnen, fo wird man das oben im Paragraphen felbft beobachtet Ders 
fahren gebrauchen müſſen. L 


— — — 


| 
} 
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== —r-8?9-.dM ift, fo daß bie sum Element dm a gehörige ver 
Iorene Kraft 
= („3 41.09).am 
fich ausweifet, in einer Richtung, welche fenfrecht auf r ift, fo 
bag das flatifche Moment >diefer Kraft in Bezug auf bie Dich, Are 
= (gy-rr?). 9°?9-dM 
- wird. — Da nun die Summe diefer ftatifchen Momente, wegen 
des Gleichgewichts der verlorenen Kräfte, = O feyn muß, fo 
bat man die Gleichung 
S(gy-dM)-£2(r-8°6-.dM) = 0, 
oder g-<(y-dM)-+3°0-3(r?.dM) —= 0. 


— 


Iſt aber yı = a-sind. die Entfernung bed Schwer · Punktes Ss. 


von OZ, fo bag man 
Z(y-dM) = yı«M = Main; ' 
und fo erhält man alfo genau wieder bie obige Gleichung (CO. 


+ 


Anmerk. 2. Hätte man auch diefe (Wendel) Aufgabe mit⸗ 


tell Anwendung des ($. 13.) und fcheinbar ohne Zuziehung des 
d’Alembert’fchen Princips loͤſen wollen, fo hätte man wiede⸗ 
rum die Kräfte alle auf einen Punkt reduciren müffen und eben 
an bdenfelben Punkt hin auch alle Maſſen, um fagen zu koͤnnen, 
dag an dieſer einzigen Stelle eine Maffe von Q Pfunden. von 
einer eben daſelbſt befindlichen Kraft von P Pfunden in Bewe⸗ 
gung gefegt werde. Wir wollen den Punkt IT in OSZ', wel: 
cher von O um die Längen: Einheit entfernt ift, nehmen und 
auf ihn ale Maſſen und alle Kräfte rebuciren. 

Nach der (Anmerf. 4. bes $. 31. Nr. L) iſt e8 eingrlei, ob 
die Maffe AM in der Entfernung r von der Dreh: Are, in Be 
wegung geſetzt werden fol, oder ob man lieber dafür bie Maffe 


„1»dM an dem Punkte IZ in der Entfernung 1 von der Dreh: 


Are anbringt *). Alſo erfordert es dieſelbe Kraft, die ganze 


*) Eigentlich ift folches am angeführten Drte nur fir den Sal ber 
hauptet, daß II in der durch das Element dM auf die Dreh⸗Axe fenkrecht 
‚gelegten Ebene liest. Es läßt fich jedoch das hier Veharzter⸗ auf gan; 
‚analoge Weiſe rechtfertigen. 


4 
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Maſſe M um die Are OX in Bewegung zu fegen, ald erfordert 
würde, um eine Maffe = I(r?.dM) in den einzigen Punfe ZZ 
concentrirt, in biefelbe Bewegung zw verfegen; und fo ſieht fich 
alfo die Maffe M auf den Punft ZZ rebucirt, inden man da⸗ 
felbft eine Mafle = &(r?-dM) angebracht fich denkt. 

Was nun die Kraft g-dM an bem Elemente dM betrifft, 
ſo iſt ihr ſtatiſches Moment in Bezug auf die Dreh - Are, 
= g.y-dM. Will: man daher an dem Punkte IT eine Kraft 
anbringen, welche daffelbe leiftet, fo muß ihr flatifched Moment 
in. Bezug auf die Dreh⸗Axe ebenfalls — g-y-dM feyn; oder 
es muß, teil der Arm des Momented, wenn man die Kraft 
in II fenfrecht auf OZ ſich denft, = 1 iſt, — flatt der Kraft 
g-dM an dM eine Kraft in IZ fenfrecht auf OZ! angebracht 
werben, welche = gy-dM ifl. — Statt der anı allen Element: 
hen wirkenden Schwere Tann man alſo in IZ, ſenkrecht auf OZ 
eine Kraft. 

== 3(g.y.dM) = g.3(y-dM) = gM.y, = ern 
anbringen, und man Fann’ nun überzeugt ſeyn, daß die Wirkung 
dieſelbe iſt. 

An dem Punkte IT liest nun die Maſſe S(r?.dRi), deren 
Gewicht Q = g-&(r?.dM) (in Pfunden) ift, und auf diefelbe 
wirft an derfelben Stelle ZZ die Kraft P = gM.a-sind (in 
Pfunden) fenfrecht auf OZI; alfo erhält der Punkt ZT fenfrecht 
auf OZ! die befchleunigende Kraft (nach $. 13.) 


En, oder Ma»sin 0 vo 
0° SI(r?.dM) >’ 
oder ‘ 
Bm] =(rdM) _ ne - 
1 sind, wenn ‚Ma —|] geſetzt wird. | 


Da nun der von demfelben Punkte IT in der Zeit t durch 
aufene Raum = P— 9 ift, wenn man den Anfangs» Werth 
bon 0, = P feßt, fo ift feine Gefchtwindigfeit zu Ende der Zeit 
t = 89#—6) = — 80, und daher feine befchleunigende Kraft 

= 8% —0) = —8°9 in derfelben Richtung, nämlich ſenk⸗ 


x \ 
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recht auf OZi. — fo bat man die Sefchleunigenbe Kraft dep 
pelt ausgedrückt, und daher die Gleichung 


—= sin, oder 894 = 0 


welche Gleichung gerade biefelbe iſt, die wir oben nach dem 
d’ Alember' ſchen Principe gefunden haben. 


Schluß⸗Anmerkung. 


Wir werden ſpaͤter noch einmal auf den Pendel zuruͤckkom⸗ 
‚men, da wo wir überhaupt jede Bewegung um eine feſte Are 
betrachten. Vorläufig wollten wir in dem vorliegenden Kapitel 
bloß beiſpielsweiſe zeigen: | 

1) Wie alle Aufgaben der Bewegnng ber Maffen mittelft 
bes d'Alembert'ſchen Principg erledige werden fünnen. 
2) Wie die Löfung derfelben. Aufgaben durch Anwendung 
des ($. 13.), alfo ohne direfte Zugiehung des d’Alembert: 
fchen Princips verfucht werden kann, indem man alle Mafien 
und alle wirkenden Kräfte auf eine und diefelde Stelle reducirt; 
daß jedoch dieſes Verfahren ale ein indirektes nicht gerade -zu 


_ empfehlen ift. 


3) Daß bei drebender Bewegung um Zapfen oder Bolzen, 
oder Wellen, alfo um eine unbewegliche Dreh: Age, die Reduk— 
tion der Maſſen von einer Stelle nad) einer andern mit» 
telft der Gleichheit der Träagheitd:- Momente, in dem 
d’Alembert’fchen Principe felbft feinen Grund habe, daß aber 
gerade bier die Anwendung des Verfahrens (des $. 13.) ganz 
unausfuͤhrbar ift, fo oft der Druck der Mafchine gegen bie 
Zapfen, Bolzen oder Welle noch berückfichtigt werden muß, 
weil diefer Drud nur von den verlorenen Kräften 
(des d'Alembert'ſchen Princips) herruͤhrt. 

4) Daß es daher (die allereinfachſten Beiſpiele etwa abge⸗ 
rechnet) immer rathſamer iſt, in allen Faͤllen von Maſſen⸗Be⸗ 
wegung das d'Alembert'ſche Princip in Anwenduͤng zu brin⸗ 
.gen, durch welches ‘jede Aufgabe mittelft der Bedingungs⸗Glei⸗ 


N ! 
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chungen des Gleichgewichts zwiſchen den verlorenen Kraͤf⸗ 
ten augenblicklich angeſetzt, d. h. in Gleichung gebracht iſt. 

Soviel beſondere Bewegungen von Maſſen wir daher im 

Laufe dieſes Bandes noch betrachten werden, eben ſo oft wer⸗ 
den wir die augenblickliche und ſchnellſte Bildung der Gleichun⸗ 
gen (des Anſatzes der Aufgabe) dem d'Alembert' ſchen Prin⸗ 
cipe zu verdanken haben. 








— — — ur — — 
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Viertes , Kapitel 
Don der Drehung eines Körpers um eine fefte Are. 


$ 37. ° | 
1. 6; fen OX, OY, O2 drei auf. einander fenfrechte Aren 


- (Sig. 21.) und ein Korper babe in irgend. einem Augenblicke das & 


Beftreben, um die eine diefer Aren, z. B. um OZ, mit der Wins" 
fel: Sefchtoindigfeit w fich' zu drehen. Iſt nun in ım ein belie- 
biges Maffen: Elementchen dM diefes Körpers, deffen Koordina⸗ 
ten: Werthe wir durch x, y,.z bezeichnen wollen; denkt man’ fich 
aber durch m eine Ebene XOY parallel mit XOY, welche der 
OZ in O! begegnet, fo find x, y und O (Null) die drei Koordina⸗ 
ten: Werthe beffelben Elemente dM in Bezug auf die Aren 
OX', O!Y! und O/Z. Wird nun die Entfernung. Om des 
Elementes dM von: der Dreh: Are OZ, durch r bezeichnet, fo 
bat n man ' 

Das Elementchen dM würde nun -bei der Umdrehung bes 
Kötperd in der Ebene XO!Y? um den. Mittelpunkt O! einen 
Kreis befchreiden, wie folcher in der Figur angedeutet ift, und 
welcher den Radius r hat. Daher ift die wahre Gefchtwindig- 
feit (weil wir die: Winfels Sefchmindigfeit = w vorausgeſetzt 
haben) offenbar = rw und fenfrecht auf ben Radius O!m, und 
zwar in. der Sichtung mA; oder mB, je nachdem die Drehung 


- f R| 


| 
0 | 
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von OY nad) OX hin, ober in entgegengefeßter Nichfung ſtatt 
hat. Diefe Gefchwindigfeit rw in ber Richtung —8 macht 
daher mit den Koorbinaten-Aren OX, OY und OZ Winkel, de: 
ren Kofinuffe besüglich 
| +Z, F— und O (Mu) 
find. Das Element dM, welches die Gefchwindigfeit rw bat, 
bat eben deshalb die „Größe der Bewegung”! ro-dM, und dieſe 
Kraft ro-dM zerlegt fich fogleich nach dreien Axen OX, OY und 
"02 in die drei (d. h. dasmal nur zwei) Kräfte 
wy-dM parallel mit OX 
oder ==wx-dM parallel mit OY, 
wo die obern (-F oder —) Zeichen gelten, oder die untern, je 
nachdem die Drehung von OY nad) OX, oder von OX nach 
OV hin ftatt hat, d. 5. je nachdem mA ober mB bie Richtung 
der wahren Gefchtwindigfeit des Elemented dM. if. 
Diefe, in dem Augenblicke, wo die Winkel: Gefchwindigfeit 
@ ift, in den einzelnen Elementen dM fteffenden „Größen ber 
Bewegung’! ro-dM, oder die andern mit den Aren OX und OY 
pärallelen Kräfte =oy-dM und == wx-dM, melde an ihre 
Stelle treten fünnen, mögen Die „in dieſem Augenblicfe vorhan- 
denen Dredb- Kräfte um die Are OZ genannt werben. 
Segt man nun voraus, daß diefe Drehung durch gleichzei- 
tige (von Stößen herrührende) Kräfte P,, P, sc. ꝛc. entftanden 
ift, fo fommen in dem Gleichungen der Bewegung, wie fie nad) 
dem 5’Alembert’fchen Principe gebilder werden müffen, dieſel⸗ 
ben bier fo eben: erwähnten „Größen der Bewegung," aber 
in entgegengefeßter Richtung ‚genommen, unter den 
verlorenen Kräften mit vor. Daher wollen wir dieſe letz⸗ 
teben, nämlich N. 
=Foy-dM parallel mit OX I 
und > ox-dM parallel mit OY, \ 
wo wiederum bie obern (-+ oder —) Zeichen ober die untern 
"7. gelten, je nachdem bie wirkliche Drehung des Körpers von OY 
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nad) OX hin, oder in der entgegengefeßten Richtung 
ſtatt bat, — die „verlorenen Dreh: Kräfte um bie 
Are OZU nennen. 

Da bei dem Gleichgewicht der verlorenen Kraͤfte, ſobald man 
die unbekannten (Gegen⸗) Drucke auf die feſte Dreh⸗Axe noch 
gehoͤrig in Rechnung bringt, ſechs Bedingungs⸗Gleichungen des 

Gleichgewichts ſtatt finden muͤſſen, und zwar 
a) die Summe der nach den Axen zerlegten Kräfte einzeln 
der Null gleich; und 
‘ b) bie Summe der ſtatiſchen Momente i in Bezug auf jede 
der drei Axen, als Momenten-Axen genommen, einzeln der Null 
gleich (vergl. II. TH. $. 29.) — fo fommen unter den erftern 
beiden Gleichungen allemal vor die Summen 
. ... =&(oy-dM), ober w-2&(y-dM) 
und (wx-dM), oder we ‚28 dM) 
Weil aber, wenn X Yo, Zo die Koordinaten: Werthe des Schwer: 
Punktes vorftellen, nach ber Theorie vom Schwer⸗Punkte allemal 
> 206 dM) = Ms, und I(y-dM) = M.y, 
if wenn M die Maſſe des Körpers vorftellt, fo folgt, da 
==0-My, und a-Mx, 
allemal die in den beiden efftern der Gleichungen (a.) von ben 
verloren Dreh: Kräften ro-dM herruͤhrenden Glieder feyn wer: 
den; wo die oberen Zeichen gelten ober die unteren, je nachdem 
die wirkliche Drehung des Körpers von OY nad) OX hin, ober 
in der enfgegengefeßten Richtung ſtatt hat. 

11. Die Summe ber ftatifchen Momente der: verlorenen 
Dreh⸗Kraͤfte rw-dM in Bezug auf die Momenten:Are OZ, und 
wenn man diejehigen Momente pofitio nimmt, deren Nichtung 
von OY nach OX hin gezaͤhlt wird (vergl. II. TH. $. 34.), if 
offenbar 

.= &(r?0.dM) = 0. .dM), 
wo das obere (—) Zeichen gilt, oder dag untere ( +) Zeichen, 
je nachdem der Körper nit der Winkel-Geſchwindigkeit & von 
OY nach OX hin, oder in ber entgegengefegten Richtung wirk⸗ 


\ " ) 
- 1 
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lich dreht, wobei man bemerfen kann, daß, weil = + y°’ 
ift, auch ſeyn muß 
> =(r?-dM) =.3(x?.dM) + 3(y?-dM). 

Das Glied w->(r?:dM) ift alfo dasjenige, welches in ber erften 
der obigen Gleichungen (b.) von allen den, durch ro-dM auß: 
gedrückten verlorenen Dreh: Kräften berrührt. 
- In der nächften ber Gleichungen (b.) fommt nun bag fla: 

tifche Moment ber verlorenen Dreh⸗Kraͤfte ro-dM in Bezug auf 
die Momenten: Are OY vor. Setzt man flatt der verlorenen 
Dreh: Kraft rw-dM die beiden gleichgeltenden Kräfte 

==@ry-dM parallel mit OX 

und ox-dM parallel mit OY, 


fo findet fich bag eben gedachte ſtatiſche Moment augenblicklich, 
— in fo ferne der Theil deffelben Nu wird, welcher von der mit 
OY paralleien Kraft herruͤhrt, 
= =moeyz-dM, J | 

wenn die pofitive Nichtung des Momentd von OX nad OZ 
hin gedacht wird; — und die Summe ber flatifchen Momente, 
welche von allen durch rw-dM ausgebrücten verlorenen Dreh: 
Kräften berrühren, in Bezug uf OY als Mömenten Are, iſt 
daher 

== + 2(wyz-dM) = +0. yı-dM),.. 
. 00 bie pofitive Michtung des Moments, von OX nad, OZ:hin, 
gedacht worden HM, während überall die. obern Zeichen ‚gelten, 
wenn » von OY nach OX hin zaͤhlt, Die untern dagegen, wenn 
das Umgefehrte der Salt if. Man darf dabei nur nicht uͤberſe⸗ 
bei, daß die verlorene Dreh: Kraft ra-dM, deren Momente 
und Seiten: Kräfte wir bier betrachten, der wirklichen Drehung 
genau entgegentoirfend gedacht werben muß. 
. Endlich ift die Summe ber flatifchen Momente derſelben 
verlorenen Dreh⸗Kraͤfte ra-dM, in Bezug auf bie Axe OX als 
MomentensAre, aus demfelben Grunde, und wenn bie pofitive 
- Richtung der Momente von OZ nach OY hin gebacht wird, 
—= + 3(o.12-dM) = =>0:3(z2-dM). 


oa 
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Diefes Glied wird fich alfo in ber dritten Ber Gleichungen (b) 
befinden. | i 

TI. Außer den angeführıen Gliedern 

oMy,; oMx,; 0; @-&(r!.dM), @2(yz-dM), 

-  o3(xz:dM), 

‘ welche bezüglich in der Ifen, 2ten, 3ten, 4ten, 5ten und 6ten 
Sleihung der Bewegung, bie das 5’Alembert’fche Princip 
liefert, vorfommen und von den verlorenen Dreh⸗-Kraͤften ro-dM 
berrübren, kommen dann nur noch die Glieder der übrigen ver: 
lorenen Kräfte vor, welche mit ben eben betrachteten verlorenen 
Dreh: Kräften dag Gleichgewicht halten müffen, d. h. alfo bie 
Glieder, die von denjenigen Kräften berrühren, welche biefe bre: 
bende Bewegung erzeugen. 

IV. Betrachtete man eine Drehung derfelben Maſſe M um 
die andere Are OY, fo würden in den Gleichungen der Bewe⸗ 
gung die, Glieder 

ol«Mz,; 0; al«Mx,; wl« Zlyr- dM); ol.ZI(x?’-+7?)- .dM; 
al.I(sy-dM) _ 
erfcheinen, wenn w! bie jegige Winkel⸗Geſchwindigkeit vorftellte. 

V. Und betrachtete man eine Drehung derfelben Maffe 
M um die Are OX mit der Winfel:Sefchtwindigfeit o', fo wür: 
den in ben Gleichungen der Bewegung vorkommen bie Glieder 

RL oll«Mz,; w'-My,; all. 2{xz-dM), al. Zi(xy-dM), 
al. S(y?-+-2?).dM. 

VI Dabei können die Winfel-Sefchwindigfeiren », w! und 
oo Fonftant, oder Funktionen der Zeit t feyn, weil in dem Au— 
genblide, wo man die Bewegung betrachtet und bag Gleichge: 
wicht zroifchen ben verlorenen’ Kräften herſtellt, die Winkel: Ge: 
(hrwindigfeit doch immer nur einen beflimmten Werth haben 
Fann. Auch fönnen dieſe w, w!, ıc. ıc. bloß Zuwachſe an 
Winkel: Sefchmwindigfeit vorftellen. 

VN. In den Unterfuchungen über drehende Bewegung ge⸗ 
gebener Maſſen, und eben deshalb faſt in allen Unterſuchungen 
uͤber Bewegung der Maſſen, ſpielen alſo die ſechs Summen 
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=B.dM); (y’.dM); S(@-dM); >(yz-dM), 
=(sz-dM), 2(xy-dM), " 
sugleich mit dem Schwer⸗Punkte der bewegten Mafle, allemal . 
eine fehr wichtige Node, weshalb ed zunächkt nothwendig iſt, 
dieſe Summen etwas naͤher zu betrachten. 


Erſte Abtheilung. 
Berechnung der Traͤgheits-Momente. 


§. 38. 


unter Traͤgheits-Moment irgend eines feſten Körpers 
in Bezug auf irgend eine in ihm angenommene, oder mit ihm 
feft gedachte Gerade TU", verſteht man die Summe I(r?-dM) 
der Produfte au den einzelnen Maffen. Elementchen dM multis 
plicirt mit dem Duadrat ihrer fenfrechten Entfernung r von Die: 
fer gedachten Geraden UU!. Diefe Iegtere Gerade UU! mag 
dabei die Momenten:Are oder auch ſchlechtweg die Axe hei⸗ 
ßen *). 

Iſt daher der Koͤrper ein Normal: Körper, in Bezug auf 
bag gebrauchte Koordinaten: Spftem, fo mird fein Trägheits- 
Moment durch, dreifache Integration gefunden, genau fo tie fol: 
ſches im (I. Tb. Kap. VL $$. 50. — 53.) befchrieben fteht. 

Iſt aber der Körper Fein folcher Normal: Körper in Bezug 
auf das gebrauchte Koordinaten: Spftem, fo muß man ihn in 
folhe Normal: Körper zerlegen und von jedem Theil fein Träg- 
heit: Moment in Bezug auf die gegebene Momenten: Are (durch) 
dreifache Integration) finden. Zuletzt werden dieſe einzelnen 

| Traͤg⸗ 

*) Das Trägheits⸗Moment Z{r?-dM) mit » multiplieirt, giebt alſo 
die Summe der zur Momentens Are TU’ gehörigen flatifchen Momente der 
Dreh s Kräfte, im Salle eine augenblicklihe Drehung um UU’ mit der Wins 


tel» Gefchmwindigkeit o ſtatt findet. — Zür o—=1 ift das Trägheitd-Mos 
ment an. fih ſchon diefe Summe der flatifchen Momente. 
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ı® 


Traͤgheits⸗ Momente adbirt ober ſubtrahirt, je nachdem: ber gege- 


bene Körper als eine Summe oder ald eine Differenz dieſer 


Normal⸗Koͤrper gebacht worden iſt. Das End⸗Reſultat ift dann 


bad Trägheitd« Moment des gegebenen Körpers in Bezug auf 
diefelbe gegebene Momenten: Are (alte nach Ik Th: Kap. VL) 

Diefe Rechnungen mögen nun in einigen Benplelen naͤher 
nachgewieſen werden. 

Iſt namentlich der Körper, deſſen Traͤgheits⸗ Moment gefun— 
ben werden fol, in Bezug auf rechtwinkliche Koordinaten» Axen 
ein Normal-Körper; während man bie dritte Koordinaten⸗Axe OZ 
mit der Momenten» Are hat zufammenfallen laſſen, fo daß bie 


beiden andern Koordinaten: Arm..OX und OY. auf einander und 


auf der Momenten⸗Axe OZ ſenkrecht fichen, fo ift die Entfer- 


nung r jedes Maffen -Elemented (dM =) o-dx-dy-dz (deffen 


Dichtigkeit o ift, und welches am der durch die Koordinaten: 
Werthe x, y, z gegebenen Stelle ſich beſindet) gegeben durch 


bie Gleichung 
— E zur Tu 


Daher ift dag Traͤgheits⸗ ⸗Moment deſſelben Waffen. Eimentgens 


in Bezug auf die Are OZ, 

= (z’--y’),dM = oe: (+ yYrdi-dyidz; R 
und deshalb ift nun das Trägheitd:Monient des ganzen Kör: 
pers in Bezug auf diefelbe Are OZ- nach II. Th. Kap. VI. 
$$%. 50. — 53.) 


(©) . = Wfeß® + y-dx-dy.dz, 
und wenn ber Körper noch hoinbgen iſht | 
(TC) = oS/f(“ + y?)-dx-dy-dz, - 


wo jedes Integral zwiſchen den Grenzen genommen werden muß, 


welche den verfchiebenen Grenzflaͤchen bed Koͤrpers zukonimen. 


$. 839. 


I. In dem beſondern Falle, mo zwei auf die Momenten: 
Are fenfrechte Ebenen, welche burch die auf OZ zu nehmenden 


Koordinaten-Werthe k und I gegeben find, wobei 1>k fenn mag, ” 


den Körper begrenzen, wird alfo das Trägheitd: Moment beffel- 
IH. [7] 


— 
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ben Körpers in Bezug auf OZ ald Momenten: Are und unter 
der VBorausfegung, daß ber Körper homogen ift (nach $. 38. C.) 
= (l-ke/fa’+-y?).dx-dy, 
wo bie Integrale nach y und nad) x noch zwifchen denjenigen 
"Grenzen genommen werden müflen, welche ben übrigen Grenz 
flächen des Körpers entiprechen*). 
II. In dem allgemeinern Falle dagegen, wo ftatt diefer, durch 
k und 1 gegebenen Ebenen, zwei krumme Flächen den Körper 
begrenzen, beren Koordinaten Werthe z’ und z', am jeber zu x 
und y gehörigen Stelle (ald Funktionen vor x und y) gegeben 
find, erhält man dagegen das Trägheitd-Moment des wiederum 
homogen gedachten Körpers (aus $. 38. €.) 
= fa 24 y3)-drdy. 


$. 40. 


Son alfo F 2. das Trägheild: Moment eines rechtwinkli⸗ 
chen und homogenen Parallelepipedums gefunden werben, deſſen 
drei Kanten a, b, c find, in Bezug auf die Kante c ald Mo: 
menten⸗Axen, fo laffe man bie Aren OX, OY und OZ mit den 
Kanten a, b, c zufammenfallen. 

Dann bat man (nach $. 39. I.) das gefuchte Trägheits: 
Moment T ausgedrückt durch 


1) T= ef + yr-ay)-er 


a0 b=0 


— 0C- EHE dx 


= 0c-(} —— == 1oabc-(a?-+b?). 
Iſt M die Maffe des Körpers, fo hat man 
2) M = oabc; 
rt findet ſich noch 
Ä T = }M.@'+b)). 


— u 

*) Dies finder fich natürlich auch fogleich (aus $. 38.) Direkt, wenn 
man den Körper in lauter Prismen zerlegt fich denkt, von der Höhe l—k 
und von der Grundfläche dx-dy. 








— 
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Weil a?-4-b? das Duadrat der Entfernung der mit OZ paral⸗ 
lelen und diagonal entgegengefessten. Kante c von OZ iR, fo ift 
das hier gefuchte Trägheitd: Moment gerade fo, wie wenn } der- 
Maffe M in dem End-Bunft diefer Diagonale (welche = Va?r+b? 
iſt) concentrirt wäre und das Trägheitd:Moment biefes Maffen- - 


Punktes genommen würde. 


va 


Sol das Traͤgheits-⸗Moment eines fenfrechten Cylinders (ei⸗ 
ner Rolle, einer radförmigen Scheibe ꝛc. 2d.) gefunden werden, 
deffen Duerfchnitt (Grundfläche): den Radius R, und melcher die 
Höhe h hat (die Dicke der Rolle, der Scheibe, ꝛc. 2c.) in Bezug 
auf die Are des Cylinderd als Momenten: Are genommen, fo 
bat man, wenn folches durch T bezeichnet wird (nach $. 39,1) 


T= ef ( Se+ray)-ds, 
BR) yy 
wo yn = +/R’ 2 und „= —VR’—- 2 ifl. — Dies giebt 


T = 20h» S ( fer) dx 


BH-R) YR—ai:0 


2 ioh- JH Rad 
R-(—R) 

Ohne die Integration meiter fortzufeßen, welche jeder Anfaͤn⸗ 
ger nun vollends durchführen kann, wenn er Integral⸗Tafeln zu 
Hülfe nimmt, tollen wir lieber bemerken, daß. man in biefem 
Beiſpiele viel leichter zum Ziele fommt, wenn man den ganzen 
Eylinder durch lauter concentrifche Cylinderflächen, in unendlich 
viele concentrifche Ringftücke zerlegt fich denke. Iſt nun u ber 
Radius ber Innern und u-r-du ber Radius der äußern Cylin⸗ 
derfläche des Ringſtuͤcks, fo ift die Maffe dieſes Ringſtuͤcks 

== onM (u-+-du)?— u?) =: 2orchu-du. 
Da nun alle Theile diefes Ringſtuͤckks von der Momenten: Are 


um gleichviel, nämlich um u entfernt find, fo ift dag Traͤgheits⸗ 


Moment diefes ganzen Ringſtuͤcks in Bezug auf biefe Are 
L7*] 
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== 2onlı-u®.du; 
und. daher iſt das Traͤgheits⸗Moment des ganzen Eylinders (nad 
I. Th. $. 35. Analyf.) 


1) T= denk fir du — = dem, 


+ 


Iſt M die Mafle des Splinderg, fo hat man 

2) M = onhR?; 
und daraus folgt dann j 

3) = ;M-R’; 
d. h. das Trägheitd-Morment eines Cylinders in Bezug auf feine 
Are ald Momenten: Are, ift gerade fo, toie wenn ſeine halbe 
Maſſe im Mantel des Cylinders concentrirt täre. 

Anmerf. Wolte man bag Trägheitd:Moment einer bo: 
mogenen Rolle haben, deren Radius R ift, welche aber aüf ei: 
nem Zapfen läuft, deſſen Radius r ift, während die Rolle die 
Dicke h bat, fo finder fich hieraus (und nach $. 38.) dieſes 
Trägheits- Moment in Bezug auf die Are ber Role ald Mo⸗ 
menten «Are, | 
Fu Jjonh· ¶R- 19 *) 

§. 42. 
Das Traͤgheits⸗Moment des durch die Gleichung 
x? y? = 
. D ti =ı 
gegebenen und homogen gedachten Euipſoibs zu berechnen, "in 
Bezug auf die Are OZ, welche bier zugleich durch den Mittel 
pımfe O des Ellipſoids hindurch geht, und mit bem Haupt 
Durchmeſſer 2c des Ellipſoids nuſammenfaut. 


29 Die if auch das Zragheits ⸗oment des Kranzes eines Rades, 
deſſen Breite R—r, und deſſen Dicke h if, und welches den äußern Ras 
bins R hat, — in Berug auf die Axe des Rades als Momenten⸗Axe. Findet 
man dann noch die Trägheits-Momente der Theile, welche zu Verbindungs⸗ 
Rücfen dienen, in Bezug auf diefelbe Momenten-Are, fo bat man das Träg- 
heitö- Moment des ganzen Rades in Bezug auf diefelbe Momenten-Are, 
ſobald man alle diefe einzelnen Trägheits - Momente abdirt. 
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Man bat’ wieberum, wenn T das geſuchte Traͤgheits⸗ Mo⸗ 
ment iſt, 
2) T=ERISTIE +y’)-dz]-dy).ds, 
nur daß das Integral nach z zwiſchen den Grenzen 


y? 2 
"= -v(i-5-5) Zu 
j 2 2 
m were) 


hernach das Integral nach y zwiſchen den Grenzwerten y! und 
y' von y genommen werben muß, welche man aus der &lei- 
chung (1.) sieht, wenn man daſelbſt z==0 fett, weil man eben 
dadurch die größten und Eleinften Werthe von‘ y erhält, nämlich 


x2 ya 
y- -by(1-%) und yu — +by(1—&). 

Die dritte Integration nach x wird dann zwifchen den Grenzen 

= —aund s!—= ra genommen, weil legtere bie größten 


und Fleinften Werthe von x find. _ 
Die erſte Integration (nach z) giebt nun, -zwifchen ben be- 
kannten Grenzen z! und zi! genommen das Reſultat 


3) . 2oc(z’-+-y?)- v(1-5-7%). | 
Diefes NRefultat, wenn man mit x?--y? wirklich multiplicirt, 
zerfaͤllt in zwei abdirte Theile. Um num die nächfteh Integra⸗ 
tionen bequemer burchfegen zu Fünnen, nehme man cinſtweilen 
bloß den einen 


2 2 ) 
) 0 Rurylı- N) 
dieſer Theile, und fuͤhre fuͤr ihn die Integrationen, zuerſt nach 


y, dann nach x durch. Da nämlich der andere biefer beiden 
Tpeile, d. h. 


em 
3 er i-&-5) 
fi) von dem’ erftern (in 4.) nur Dadurch unterfcheibet, daß, wo 


dort x und y fliehen, bier umgekehrt y und x zu finden find, 
(0 kann man ihn offenbar dadurch eben fo bequem weiter inte- 


Bu 
x 
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griren, daß man für ihn die Ordnung der Integrationen um⸗ 
kehrt, ſo naͤmlich, daß er zuerſt nach x zwiſchen den Grenzen 


Fa va-%), und Dann nad) y zwifchen den Grenzen —b 


und -+b integrirt wird. Ja das End: Nefultat, welches diefer 
zweite Theil (5.) ergiebt, kann offenbar von dem aus dem er- 
ſtern Theil (4.) hervorgehenden End-Refultat nur dadurch 
verſchieden feyn, daß, two dort a ſteht, hier b, und wo dort b 
ſteht, hier. a zu ſtehen kommt; alſo braucht man die Rechnung 
nur für den erftern Theil (4.) zu Ende zu führen, in dem Enb: 
Nefultat a ſtatt b, und b flatt a zu feßen, und beide Ergebniffe 
zulegt zu addiren, um dag gefuchte Traͤgheits-Moment zu haben. 

Der Theil (4.), nad) y integrirt, giebt aber (nach L TH. 
Analyf. $. 32.), wenn man der Kürze wegen 


6) u by(1-5) =r 


ſetzt, zum Reſultat 





2ocx cx 
— -r- yidy = = oe zar⸗, 
(Tr) 


oder, wenn man n flott r? wieder feinen Werth ſubſtituirt, | 
7) [| x) 


Wird nun dieſes Reſultat zulegt noch nach x zwifchen den Grenz⸗ 
Merten —a und a bon x integrirt, fo ergiebt ſich 

85) — Ang-adbe 
als der Theil des geſammten End⸗ Reſultates, der aus (4.) her⸗ 
vorgeht. 

Setzt man nun hier a ſtatt b, und b flatt a, fo erhält man 

9) Arıp-ab’c 
als den Theil des gefammten End⸗Reſultats, der aus (5.) ber: 
vorgeht. Addirt man aber zulet beide Theile (8. und 9.), fo 
erhält man das geſuchte Trägheitd: Moment T des Ellipſoids 
ik Bezug auf die Are OZ, welche mit dem Haupt: Durchmeſer 
3c zuſammenſaut naͤmlich 


— — — — — vr. u» 


\ 
) 
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10) T = #no-abe(a? +b?). 

Weil aber der Inhalt des Ellipfoidg — $r-abc, alfo feine ' 
Mafle M = ärro-abe iſt fo wid . , 

1) T = !M«(@?-+b?), 
wenn M die Maffe des Ellipſoids ift. 

Anmerk. L Sest man bir a=b= c, fo bat man 
das Traͤgheits⸗ Moment T einer homogenen Kugel, in Bezug 
auf einen beliebigen ihrer Durchmeſſer 20 als Momenten⸗Axe 
genommen. — Man findet fuͤr dieſe homogene Kugel 

T 3Maꝰ = &noa, 
wo a der Halbmeſſer der Kugel iſt. 

II. Seßt man aber bloß a=b, fo erhält man T=3Mb: 
und dies ift das Trägheitd-Moment eined Umbrehungs: Ellip- 
ſoids, weiches OZ zur Umdrehungs:Are hat, in Bezug auf dieſe 
als Momenten: Are genommen. 


$. 48, 


Das Traͤgheits⸗ ⸗Moment einer Kugel deren Halbmeſſer a 
iſt, und die aus concentriſchen homogenen Kugelſchichten beſteht, 
in Bezug auf irgend einen ihrer Durchmeſſer als Momenten⸗ 
Axe zu finden. 

Nennt man R den Rabius einer, die unendlich⸗kleine Dicke 
dr Habenden Kugelfchicht, und ift f. bie Funktion von r, welche 
die Dichtigkeit o diefer Schicht vorftellt, fo thut man hier am 
beften, für irgend ein Maffen- Element dM diefer Kugelfchicht 
Polar : Koordinaten einzuführen. 

Zu dem Ende lege man durch den Mittel⸗Punkt O der Ku- 
gel die Ebene XOY und nehme OX zur MomentensAre- It 
dann 9 der Winkel, den die durch OX und dag Element dM 
gelegte Ebene mit der XOY macht, und Y der Winkel, den der 
von O aus nad) dem Elementchen dM bin gedachte Radius: 
Vektor r mit OX macht, fo ift das Volumen dieſes Elementes 
(nach IL Th. Kap. VI. $$. 50. — 52.) 

= rsingp-dr-dy-dQ, 
und deffen Mafle = -r2sing- dr-dp- ·do. 


— 
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Die fenkrechte Entfernung beffelben Eimentchens dM von 
ber OX ift dagegen 
= Tr sing, 
folglich ift das Tragheitd-: Moment diefes Elementchene dM in 
Bezug auf die Are OX, 
= fertsingp’ .dr-dg- dd; 
und das Traͤgheits⸗Moment T der ganzen Kugel jetzt: 


T=/f| ff ‚rin g".d0)- ip |; dr. 


a—0 x—0 27-0 

Integrirt man hier nun zuerſt nach 6, ſo adar man 

2) 2rrefʒer· ain ꝙꝰ. 
Integrirt man dieſes Integral nun nach 9, ſ iſt 2rcf,rt ein 
konſtanter Faktor, und außerdem iſt noch 

Sein g’-dp—Ssin lein 35)· dꝙ -ecos cos 39; 
alſo erhaͤlt man, weil das Integral nach 9 wiſchen den Gren⸗ 
sen O und 7 genommen werden muß, als End⸗Reſultat dieſer 
Antegratiin | 
93) ‚trnchert, | 

Das gefuchte Trägheitd: Moment T der ganzen Kugel ifl daher 


4) | tft «dr. 


Um dieſe Iegtere Integration 10 durchführen zu tdnnen muß 
: die Funktion fa, welche die Dichtigkeit der Kugelſchicht ausdruͤckt, 
noch ſpeciell gegeben ſeyn. 

Iſt z. B. F.S ( und. nah r konſtant, ſo wid (aus 4.) 


T=3n- ya 


d H. genau fo, mie folches 3 Zrägheite: ‚Moment bereits (in der 
Anmerkung zu $. 42.) gefunden if. 

Anmerk. Man fonnte die vorliegende Aufgabe auch fo Ib 
fen. Nach (Anmerk. zu $. 42.) ift das Traͤgheits-⸗Moment einer 
Kugel, deren Radius r iſt, und welche durchweg die Dichtigfeit 
o bat, in Bezug auf einen ihrer Durchmeffer als Momenten⸗ 
Axe genommen 
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1) = 17m); | 


alfo it auch bas Traͤgheits⸗ Moment einer Kugel, welche durch⸗ 


aus dleſelbe Dichtigkeit o hat, aber den Halbmeſſer r-+-dr, :- 
2) = ane(t+dN; 
folglich iſt das Trägheitd: Moment ber Kugelſchicht, welche zwi⸗ 
fchen den Halbmefieru r und r-+-dr liegt ‚ und twelche biefelbe 
Dichtigkeit J hat, | 
3) ne» (v+d? re] = sro«r*.dr, 
wenn man bie Glieder wegläßt (nach I. Th. Analyf. $. 20.) 
welche bie höheren Potengen vom unenblich»Fleinen dr enthals 


ten.” Setzt man nun flatt o die Dichtigfeit f der Kugelſchicht, 


fo befommt man nun zuletzt das Trägheitd:Moment aller bier 
fee concentrifchen Kugelfchichten, d. h. das Trägheits: Moment 
der ganzen Kugel (in Bezug auf einen ihrer Durchmeſſer als 


Momenten: Are) 
— In fir 
wie oben auch. 


Dieſes letztere Traͤgheits⸗ Moment iſt groͤßer oder kleiner als 
das Traͤgheits⸗Moment einer homogenen Kugel, deren Dich⸗ 
tigkeit. der der innerſten Schicht gleich kommt, je nachbem bie 
Dichtigkeit nach Außen Hin immerfort wächft, oder immerfort 
abnimmt, wie ſogleich in die Augen faͤllt, wenn man fich dag 
Iategeal als eine e Summe denft. . 

$. 4. | 

Wird das Trägheitd-Moment eined Umdrehungs Körpers 
geſucht, der durch Umbrepung ei einer durch Die Gleichung 
gegebenen Kurde, um bie Abſciſſen · Axe OX entſteht, ſo kann 
man ſich den Körper durch Ebeneh, welche auf OX fenfrecht 
fieben, in lauter Kreis: ‚Scheiben zirtheilt denken, welche die Dicke 
dx haben. 

SoR num das Trägheitd: Moment in Bezug auf biefelbe Are 
OX gefunden werden, ſo denkt man ſich ‚noch jebe folche Kreis: 


‘ 
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Scheide, 5. B. die an den End Punkt der Abfciffe x anftoßenbe, 
in lauter concentrifche Ringſtuͤcke von der Dicke dr zerlegt. Je⸗ 
des Maffen» Element dM eines folchen Ningftückes bat nun die⸗ 
felbe Entfernung r von ber Momenten: Are, alfo ift für benfel- 
ben Ring I(r?-dM) = r?-3(dM), d. h. das Traͤgheits⸗ Mio; 
ment des ganzen Ringſtuͤcks findet fi), wenn man die Mafle 
deſſelben Zorr-dr-dx mit dem Quadrat feiner Entfernung r mul⸗ 
tiplicirt, fo daß man als Reſultat erhält . 

2osur®.dr-dx. 
Dies nach r zwiſchen den Grenzen O und y, integrirt, giebt, 
wenn wir bie Dichtigfeit o als Fonftant, ſolzuch die Scheibe 
homogen vorausſetzen, 

30 n°y —8* dx 
als Traͤgheits⸗Moment der ganzen Scheibe; und dieſes Reſul⸗ 
tat, noch nach x integrirt zwiſchen den Grenz⸗Werthen von x, 
giebt als Traͤgheits⸗ Moment des ganzen Umdrehungs⸗Koͤrpers 


(L)e T = jom ſy,.d, 
ba 
wenn a und b bie Grenz Werthe von x find, und wenn wie: 
derum o als Tonftant, d. 5. der ganze Umdrehung - Körper ho⸗ 
mogen vorausgeſetzt wird. 

Anmerk. 1. Sollte das Traͤgheits-Moment eines Stuͤcks 
des Umdrehungs⸗Koͤrpers gefunden werden, welches durch zwei 
Ebenen gebildet wird, die durch die Umdrehungs⸗Axe OX ge⸗ 
ben, und unter ſich einen Winkel —=n? bilden; und iſt Die Um⸗ 
drehungs⸗Axe zugleich wieder zur Momentens Are genommen, 
fo findet ſich das Trägheits-Moment dieſes Stückes offenbar, 
wenn foldyes wiederum hamogen gedacht wird, 


(U) - * 5 «Lone — %.dx. 


Und fol das Trägheits- ‚Moment eines Hohl · Korpers gefun⸗ 
den werden, welcher von zwei Umdrehungs⸗Flaͤchen begrenzt wird, 
die eine gemeinſchaftliche Umdrehungs⸗Axe OX haben, waͤhrend 


vv. —60 u wu. wS "ab gun 


P 4 
) o 
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Diefelbe Axe zu gleicher Bei jur ementen are genommen wid; 
und wird 

Be 2 
die Gleichung ber zweiten Erzeugungs: Kurve, fo iſt dag Träg: 
beits: Moment dasmal offenbar, wenn nur der ganze Körper 
homogen gedacht wird, 


(UL) = ion fs 


io für jeden Werth von x zmwifchen a und b, y! xyz 9% 
dacht iſt. 

Endlich iſt das Traͤgheits⸗ Moment eines Stuͤckes dieſes 
Hohl⸗Koͤrpers, welches von zweien Ebenen begrenzt wird, die 
ſich in OX ſchneiden und daſelbſt einen Winkel —= n® bilden, 
in Bezug auf diefelbe ir OX ald Momenten-Ape genommen, 

(IV. )** = zer yı, —y; 4). «dx. 

Wenden wir biefes in einigen Beifpielen auf die Bügel, £ den 

Kegel, den Cylinder und dag Umdrehungs⸗Ellipſoid an. 


es Beifpiel. Nimmt man nämlich y,F>erund o Eonitant, fo giebt 


diefe mit. OX parallele Gerade, bei ihrer Umdrehung um OX, einen ſenkrech⸗ 
ten Cylinder, deſſen Grundfläche den Radins c hat. Iſt num 1 die Länge 
oder Höhe des Eplinders, und befindet fih O in dem einen Ende dieſer 
Länge l, ſo iſt a — O, b=1; und dad Trägheitd-Dioment diefes homoge⸗ 


nen Cylinders, um ſein⸗ eigene Are als Momenten⸗Axe, iſt daher (nach 1.) 


T= 3er e·dx leneꝰl. 
1 
Der Inhalt dieſes Tylinders = = heil; Der if feine Maſſe M srachen 
durch die Gleichung 


M = greil... u ‘ 
Mithin iſt daffelbe Tragheits⸗ Moment, in Berug auf dieſelbe Are, ‚ auch 
Meꝰ; ’ 


gerade fo wie oben auch ($. 41.). 

2ies Beifpiel. Timm man „= px, fo giebt diefe Erzeugunge⸗ 
Kurve bei ihrer Umdrehung um OX einen ſenkrechten Kegel, deſſen Sei⸗ 
ten mit der Are OX einen Winkel: bilden, deſſen (trigonometriſche) Tan⸗ 
gente = p if, wärend die Spitze dieſas Kegels in O liegt, und der Radius 


- 


u 


E 
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R feiner Grundfläche, wenn 1 feine Höhe ik, == pl gefunben wir. Das 
Trägheits⸗ Moment dieſes Kegels it daher in Bezug auf diefelbe Are OX 
als Momenten» Are (nach I.) 


= Jen» p'x‘.dx zu nerp"!°. 


0 
Der Inhalt deffelben Kegels findet fih = Ip’; feine Maffe M ik Daher 
8 


donpꝰlꝰ. 
Folglich it auch das fo eben gefundene Trägheits⸗Moment 
=4MP=üMR, © - 
wo R der Radius der Orundfläche des Kegels ik. 
ges Beifpiel. Ei ſey 


, S+h =1l, der y„= aꝰ - x 
die Gleichung der Ellipſe, deren Umdrehung um OX ein Umdrehungs⸗ El⸗ 


lipſoid befchreibt, deſſen Trägheits⸗ Moment in Bezug auf dieſelbe Are OX 
als Momenten⸗Axe gefunden werden ſoll. Dan findet nun letzteres (nach L) 


= Py — z)?dx = ozab!. 


U 


a--(—a) 
Der inhalt beffelben Ellipſoids findet fih — $rab?; daher feine Maſſe 
M = jonab?; und deshalb findet ſich baffelbe Tragheits⸗Moment auch 


wie wir baffelbe früher chen eben fo gefunden haben ($. 42. Anmerf.). 
4tes Beiſpiel. Das letztere Refultat bekommt man aber auch für bie 
Kugel, deren Radius b, und deren Maſſe M ik. — Will man jedoch diefes 
Beiſpiel Direkt behandeln und vom ber Scheitel» Gleichung 
= VYibıx— 


des Kreifes ausgehen, deffen Umdrehung die Kugel befchreibt, fo bat man 
(nah 1.) das Trägheits- Dioment derfelben in Bezug auf den Durch⸗ 
meſſer OX 
= ion [Ober vy. ix = Konb⸗ —zIb., 
— 
wenn M(= $ozb?) die Maſſe der homogenen Kugel vorſtellt. 
Auch dies ſtimmt genau mit dem früher erhaltenen Reſultate. 


$. 45. 


Kennt man bag TZrägheits:Moment I(r?-dM) eines 
Körpers, der die Maffe M bat, in Bezug auf eine 
Mpmenten-Are, die durch. feinen Schwer⸗Punkt geht, 
fo it fein Traͤgheits- Moment Ir'?:dM) in Bezug auf 
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jede andere mit der erftern parallele und von jener 
(d.h. vom Schwer⸗Punkt) um a entfernte, übrigens 
beliebige Momenten Are, allemal fofort aus ber 
Sleihung | 

(1) Krr.dM) — S(r?:.dM)-+M:a? 
gu berechnen. | 

Diefes Refultat ergiebt fich, wenn man das Tragheits⸗Moment 2(r’-M) 
geradezu berechnet. — Man lege nämlich durch den Schwer Punkt S des 
Körpers die drei auf einander fenfrechten Koordinaten/Aren SX, SY und 


‘ SZ, ſo jedoch, daß SZ mit der durch den. Schwer: Punft gedachten Mo⸗ 
menten⸗Axe zuſammenfällt. Da nun bie zweite, von dieſer SZ (oder vom 


Schwers Punkt S) um a entfernte Momenten=Are, ebenfalls fenkrecht auf 


der Ebene XSY fteht, fo folgt, daß wenn « und 4 die Koordinaten⸗Werthe 
ihres Durchſchnitts⸗ Punktes mit XSY vorſtellen, dann allemal 

ap? = a 
iR. Iſt nun AM irgend ein MeaffensElementchen des Körpers, und r fein 
fentrechter Abftand von ber Are OZ, fo wie r/ fein fenkrechter Abfland von 
der zweiten Momenten⸗Axe, und find x, y, z bie e RoordinntensRBertbe des 
- Elementchens.dM; fo. bar man | 


| r+yP’=r 
und (x«— ao)’ +-(y— pP)? = r* 
v5 Dr 20x 2py ra? = r”. 


Demmadı if 
Z(r?.dM) = Z(r-dM) —20.2(x.4M) — 292(y-IM)-H2(e- -dM). 

Weil aber, wenn x. und yo die Koordinaten Werthe des Schwer/ punk 
tes And, allemal (IL. Th. $. 55.) 

Z(z.4M) = Mx, und Z(y.dM) = My 
if; datmal aber, wo die KoordinatensAren durch ben Schwer⸗ Vunkt ge⸗ 
lest ſind, on — yo O if, fo iſt dasmal 

ZxdM)=0 und —ZydM)=0, 

während Ä | 


Z(a2.4M) = a?2(dM) = Mr 
wird. So geht alfo die vorfehende Gleigung, welche Z(r-dM) liefert, 
in die oben gegebene über. 
$. 46. 
Daraus folgt fogleich noch: 
1) Das Trägheitd:Moment eines Körpers i in Beyug auf eine 


durch feinen Schwer⸗Punkt gehende Momenten: Are ift allemal - 


fleiner als das Trägheits- Moment beffelben Körpers in Bezug 
auf jede andere mit der erſteren parallele Momenten: Are. 


— 
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2) Die Trägheitd: Momente eines und deſſelben Körpers 
in Bezug auf beliebig viele unter fich parallele, aber von feinem 
Schwer: Punkt gleich weit entfernte Momenten⸗Axen, finb alle 
einander gleich. 

3) Die Trägheitd-Momente eines und bdeffelben Körpers 
in Bezug auf beliebig viele unter ſich parallele Momenten - Aren 
wachſen mit den Entfernungen der Momenten⸗Axen vom Schwer: 
Punkte. 

§. 47. 


Kennt man bie Traͤgheits- Momente A, Bund € 
eines und deffelben Körpers in Bezug auf drei auf 
einander fenfrechte übrigens beliebig liegende Koor- 
dDinaten:Aren OX, OY und OZ ale Momenten: Axen 
genommen (mo O eben fo gut der Schwer-Punft des Körs 
pers, ale auch jeder, andere Punkt ſeyn kann), fo iſt das 
Srägbeits: Moment Z(r?.dM) beffelben Körpers in 
Bezug auf jede durch O Hindurchgehende vierte Mos 
menten⸗Axe, welche mit ben drei erfiern OX, OY und 
02 die Winfel a, A und y macht, allemal zu berechnen 
nach der Gleichung 

(IL).+ X. M) = A-cosa?-+-B-cosß?-+C-cosy? 

/ — 2008 0-008 9-S(xy-dM) 
— 2008 a-c08 y-3’(xz-dM) 
— 2c0s ß-.cos y»I(yz-dM), 
wo ſich die I(xy-dM), Z(xz-dM), I(yz-dM) wiederum 
über den ganzen Körper erfireffen, alfo in ber Re: 
gel durch dreifache Integration gefunden werden 
müffen (nad) Anleitung des IL. TH. Kap. VI. $. 53.). 


Auch dies ergiebt fih, wenn man das Krägheitss Moment in Bezug 
auf diefe vierte MomentensAre direkt berechnet. — Iſt nämlich D der Ab- 
ftand eines durch die KoordinstensWerthe x, y, z feiner Lage nach gegebe⸗ 
nen. Maffens Elemente vom Anfangs: Punkte O der Koordinaten; if fer- 
ner 3 der Winkel, welchen diefer Abſtand D mit der vierten Üomenten-Are 
macht; und ift r der fenkrechte Abfiand dieſes Elementchens dM von der 

- vierten Momenten» Are, fo if 
r = Desnd, 


N 





u 
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alſo r?? Dꝰ. in ꝰ = D -Dꝰe. cos doꝰ. 
Auf der andern Seite iſt aber (nad L Th. Geom. 6. 1. VII. u. 6.3. LIL) 
D.c0sd = x-cosa-t+-y-c0sß-t-2-c08y; 
folglich wird, wenn man diefen Werth fatt D-cosd in die nächft vorher, 
gehende Gleichung fubfituirt, und weil D’ = z’-+-y’-+7? if, 
r = (1 eosa?)+-y’(1— cosß?)-+2°(1— cosy?) 
— 28 cor a-c08 ß — 2X7°C08 @°C08 ’ — Ayzcosp- cos y. 
Weil aber (nach I. Th. Geom. 8. J. V. 
cos a?-}cos P-4-cosy? == 1 
it, fo kann man | 


ſtatt 1—cosa? auch cosp?-H-cosy? 
W 1—cos® ss . cosa?-+cosz” 
⸗ L— cosy? ⸗ cos a? Hcos & 


ſchreiben, und man thut dies, damit ſich Gruppen bilden, welche die Fak⸗ 
toren x 2, x? -+2?, y’+z? haben, weil die drei Trägheits⸗ Momente 

Zr’+y)dM = C, ZR-+2)dM =B, ZyP+2)AM = A 
gegeben find, und man das neue vierte auf diefe dreie zurückführen will. — 
Man finder jest in der That. fogleich, aus der obigen Gleichung für r>, 

r = (P+2)cosa’-+-(z’-+2?).cos?-+-(x’-+-y?”)-cosy? 

— 2xy:008 4:C0s ß — 2xz-C08aC08y —2JZ°Cos -Cosy. 

Multiplieirt man diefe Gleichung mit AM und nimmt man dann die Summe 
aller diefer Ausdrüde zur Linken und zur Rechten für alle, den ganzen Kör⸗ 
* bildenden Elemente, fo erhält man das ohlge Refultat (II) obne 
weiteres. — 


6. 48. 

Hat man ‘aber die drei Trägheitd: Momente eines folchen 
Körpers in Bezug auf-alle drei Koordinaten: Aren OX, OY, 
OZ, Ießtere ald Momenten: Aren angefehen, berechnet, und find 
folche bezüglich A, B, C gefunden, fo hat man, well 

S(x’-+-y?).dM = 3(2°.dM)-F S(y?-dM) 


ift, 
| =(x?.dM) + 2(y?.dM) = C, 
auch I(.dM) + 2(2.dM) = B, 
und S(y’°dM)+2(z’.dM) = A; 


und daraus finden fich die drei Summen S(x?.dM), I(y?- .dM) 
und I(z°:dM) unmittelbar, nämlich’ 

S(z’.dM) = 3 (—A-F-B+C); 

<(y%dM) = 4 HA—B-+C), 
und <(z2°dM) = 1(-FA-»+B—C).. 
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Dabei iſt es augenfällig, daß nicht bloß dieſe drei Traͤgheits⸗ 
Momente A, B, C allemal: poſitiv ſeyn muͤſſen, fordern baf 
auch I(x?-dM), I(y’-dM), =(z?.dM) einzeln nothwendig po» 
fitiv find, .baß daher die Summe je zweier ber drei Traͤgheits⸗ 
Momente A, B, C immer größer feyn muß, ale dag dritte. 

Anmerf. Iſt endlih das Trägheitd-Moment I(r’-dM) 
eines Körpers in Bezug auf: eine Gerade UU! gefunden, fo darf 
man felbiged nur mit der Winkel: Gefchwindigkeit o, mit wel: 
cher fich der ganze Körper um biefelbe Gerade TU’ dreht, mul⸗ 
tipliciren, um die Summe aller flatifchen Momente ber verlore 
nen Dreb- Kräfte ro-dM, in Bezug auf UU! als Domenten- 
Are genommen, zu haben. 

Wir kommen nun zu den andern Summen ber fatifchen 
Momente berfelben verlornen Dreh Kräfte ro-dM, in, Bezug 
auf Momenten;Aren, welche Durch einen beliebigen Punkt O 
ber Dreh⸗Axe UU! hindurchgehen und auf ber Dreh-Are fen: 
recht ſtehen. Diefe letzteren, welche unter ben Vorausſetzungen 
bes ($. 37.) in Bezug auf die Beiben Koordinaten» Kpen OX 
und OY bezüglich 

w-2&(xz-dM) und w.&(yz-dM) 
find, können offenbar eben fo gut pofitio, als auch negativ, und 
wohl auch der Null gleich werben. 


Zweite Abtheilung. 


Bon den Haupt-DrehsAren und den Haupt; Traͤgbeits— 
Momenten. 


% 49. 


- 1 Es iſt vv oder OZ eine Dreh Are, um welche ſich 
der Körper mit ber Winkel⸗Geſchwindigkeit wo dreht. Durch 
einen Punkt O derfelben gehen zwei Momenten: Aren OX und 
OY fentrecht auf fie und. auf einander. Die Summen der ſta⸗ 

| tischen ° 


! 
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tiſchen Momente der verlorenen Dreh⸗Kraͤfte rw-dM in Bezug 


auf jede dieſer beiden Momenten: Aren OX und OY feyen ber 
fannt. Man foll die Summe der ſtatiſchen Momente finden 
derſelben verlorenen Dreh⸗Kraͤfte in Bezug auf irgend eine dritte 
Momenten⸗Axe OX!, welche ebenfalls auf der Dreh⸗Axe UU! 
oder OZ fenfrecht ſteht (alfo in ber Ebene XOY liegt), übris 


gend aber mit der OX (von OX nad) OY bin seid) den‘ 


beliebigen Winfel ꝙ macht. 


Denkt man fich noch OY’ auf OX’ und OZ fenkrecht, und FIR x,y 
z die RoordinatensWerthe irgend eines Elementes dM, des Körpers in Be⸗ 
zug auf die Koordinaten-Aren OX, OY und OZ; find dagegen x‘, y’, z’ 
die Koordinaten Werthe deffelben Elementes dM in Bezug auf die drei ans 
dern Koordinaten» Aren OX’, OY’ und OZ, fo if in beiden Koordinaten- 
Syſtemen die dritte Ordinate z eine und diefelbe; die übrigen hängen aber 
zufommen mittelft der Gleichungen 


1) “=xrcag+ysing und 2) „= Kun g+ Jong. 


Nach ($. 37.) find nun die gegebenen Summen der flatifchen Dromente der 


verlorenen Dreh⸗ Kräfte in Bezug auf die Momenten Aren OX und OY 


berüglich 
o-Z(zrdl) und 4 Z(yz-dM); | 
und bie gefuchte Momenten ⸗Summet in Bezug auf die Momenten⸗Axe OX 


ift offenbar 
= u-Z(x’r.dN). 


Subftituirt man nun in letzterem Ausdrucke ſtatt x’ ſeinen Werth (aus 1.), 


fo erhält man fogleich 
3) wild) = wecosg-Z(zr-dM) +--siny 2y2-dM), 
wodurch die Aufgabe gelöft if. 
Auf diefelbe Weife findet man auch noch die Momenten Summe ders 
felben verlorenen Kräfte ro-dAM in Bezug auf die Are OY’, nämlich 


4) »Z(y/zdM) = — wssing- Z(xz-dM)-+w-cosg-Z(yz-dM). 

1. Diefe beiden Gleichungen (3. und 4.) laſſen nod) feben, 
daß wenn von den vier Momenten- Summen . 

w=(xz-dM), w>(yz-dM), @S(xiz-dM), a-3(ylz-.dM) _ 

irgend zwei ber Null gleich find, dann die übrigen allemal auch 
der Null gleich feyn werben. 

IM. Es läßt fich jeßt auch leicht erkennen, daß wenn die 
Summe der ſtatiſchen Momente aller verlorenen Dreh⸗Kraͤfte 
ro-dM zweimal der Null gleich iſt, in Bezug auf zwei ganz be⸗ 


liebige auf der Dreh⸗Axe TU! oder OZ ſenkrechte Momenten: 


Mm. | [8] 


— 


⸗ 
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Axen OX und OX!, bie in einer und derfelben (auf OZ fenf; 


rechten) Ebene liegen, — daß dann auch allemal die Summe 


der ftatifchen Momente derfelben verlorenen Dreh: Kräfte ro-dM 
der Null gleich feyn wird in Bezug auf jebe beliebige dritte auf 
der Dreh- Are TU! oder OZ fenfrechte und durch denfelben 
Punkt O Hindurchgehende Momenten: Are OX!. 


Denn man laſſe alles wie in (I.), Dagegen errichte man in der auf 02 
fenfrechten Ebene, in welches die Momenten Aren OX, OY, OX., OY‘ 


. und OX” liegen, noch eine Gerade OY’’ fenkrecht auf OX“, fege voraus, 
“dab w der Winkel if, welchen OX’ mit OX macht, von OX nah OY 


bin gesählt, und daß x”, y“, z die Koordinaten Werthe deffelben Elemen- 
tes dM. find in Bezug auf 0X“, OY’ und OZ als Koordinaten: Aren, für 
welches wir früher die Koordinaten Werthe durch x, y, z und x’ y’ z aus⸗ 
gedrückt hatten, ald andere Koordinaten» Aren au Grunde gelegt waren. 


Nun hat man fogleih (nach 1.) 


5)  w.2(x”z-.dM) = wrcos y-Z(xzz-dM)+-w-sin yZ(yz- dm). 
Es ift aber nach der Vorausſetzung 
Z(xzdlM) =0 und Z(x’zdN) = ©, 


. alfo (nah IL.) auch 


Z(yz.dM) = 0, 
und deshalb nun (nach 5.) auch w-Z(x’z- am) der Null gleich, während 
(nach $. 37.) oZ(x”z-dM) die Summe der ſtatiſchen Momente der ver- 
Iorenen Dreh-Kräfte ro-dM in Bezug auf OX”, ald Momenten-Are ge: 
nommen, vorftelt. 


$. 50. 


So oft in der Dreh: Are UU! ein folcher Punkt O eriftirt, 
der die Eigenfchaft bat, daß die Summe ber ftatifchen Momente 
aller der verlorenen Dreh⸗Kraͤfte ro-dM, zu jeber beliebigen, 
durch O gelegten und auf. UU! fenfrechten Momenten: Are, al- 
lemal (alfo nach $. 49. III. nur zweimal) der Null gleich 
ift, fo oft nennen wir diefe Dreh⸗Axe TU! eine zu diefem 


Punkte O gehörige Haupt-Dreh⸗Axe; und das Träg- 


heit. Moment, in Bezug auf jede folche Haupt: Dreh-Are wird 
Bann ein Haupt-Trägheitd-Moment genannt. 
§. 51. 


L Die nächte Frage iſt nun die, — wenn UU! eine gu 
dem (in ihr liegenden) Punkte O gehörige Haupt» Dreh: Are 
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Niſt, ob dann nicht jeder andere Punkt O! bien Geraden UV: 
diefelbe Eigenfchaft bat. 

Um diefe Frage zu beantworten, laffe man die Koordinaten: 
Are OZ mit UU! gufammenfallen, und denke fich die beiden 
andern unter fich rechtwinklichen Koordinaten⸗Axen OX und 
‚OY fenfrecht darauf. Dann lege man durch einen beliebigen 
Punkt O!, der in Bezug auf diefes Koordinaten: Aren: Spftem 
die Koordinaten. Werthe O, 0, c haben mag, der alfo wiederum 
in der Are OZ liegt, OR! parallel mit-OX, und O’Y! yaral: 


lel mit OY; fo find die Koordinaten: Werthe beffelben Elemen: 


te8 dM in Berug auf diefe neuen Koordinaten-Axen OX', OY!, 
O'Z, offenbar bezüglih x, y, z— c, wenn fie in Bezug auf 
die alten Aren OX, OY, OZ Bezüglich = x, y,'z genannt wor: 
den find. 

Die Summe der ſtatiſchen Momente aller Dreb:FKräfte-ro-dM, 
in Bezug auf die Momenten: Are O/X! ift Daher nun (nad $. 
37.) = ml — c)- dM, alfo 

= w-2%(z7-dM) — wc-2(x-dM); 


oder, — wenn X Yo, Zo die auf OX, OY und OZ bezogenen | 


» Koordinaten: Werthe des Schwer: Punktes vorftellen, fo daß 
3(x-dM) = M«x,, 
=(y-dM) = M.y, 

ft, — es iſt die Summe der fraglichen ſtatiſchen Momente in 

aus auf die Are Ooꝶ 

—= w-2(x2.dM) — cw-Mx,. 

Dagegen ift die Summe der flatifchen Momente derfelben Dreh⸗ 

Kräfte rw-dM in Bezug auf ON! als Momenten: Are 

‚= 23y(z—.c).dM = w.2(yz-.dM) — cw-2(y-dM) 
‚= e&lz.dM) —cn-My.. 
Daraus folgt fogleich: | 


1) Die Summen der ftatifchen Momente aller Dreh⸗Kraͤfte 


o · AM in Bezug auf die beiden mit einander parallelen um Ec 
von einander entfernten und auf der Dreh: Are UU! fenfrechten 


- Momenten Aren OX und O/X! find daher um co-Mx, von 


einander verfchieden, und nur dann einander gleich, wenn 1, — 0 


[8*] 
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- im, d. 5. wenn bie durch den Schwer⸗Punkt und durch Die 


Dreh⸗Axe gelegte Ebene auf biefen Aren OX und OX! fenf- 
recht ſteht. 

2) Desgleichen find die Summen der ftatifchen Momente 
derſelben Kräfte in Bezug auf die beiden parallelen und auf Der 
Dreh: Are fenkrechten Momenten-Aren OY und O'Y', um c»-My, 
von einander verfchieben und nur dann einander gleich, wenn 
yo »O if, d. h. wenn die durch den Schwer-Punft und durch die 
Dreh: Are gelegte Ebene auf biefen Momenten: Aren OY und 
O/ fenfrecht ſteht. — Alfo: 

3) Nur wenn bie Dreh⸗Axe UU! durch Den 
Schwer⸗Punkt geht, find die Summen der ftatifchen 


"Momente aller der verlorenen Kräfte ro-dM in Be: 


zug auf je zwei auf UU! fenfrechte und mit einander 
parallele Momenten-Aren, allemal einander gleich. 
— Daraus folgt: 

4) Geht die Dreh-Axe TU! nit durch den 
Schwer⸗Punkt; ift fie aber Doch eine zu dem (in ihr 
liegenden) Punkte O gehörige Haupt: Dreh Are, fo 
liegt in ihr Fein zweiter Punkt O! mehr, in Dezug 
auf welchen fie ebenfalls Haupt» Dreb:-Are feyn 
fönnte. 

5) Gebt aber bie Dreh⸗Axe durch den Schwer: 
Punkt des Körpers, und ift fie zugleich in Bezug auf 
einen (in ihr liegenden) Punkt O Haupt-Dreh⸗Axe, 


ſo iſt fie daffelbe auch in Bezug auf jeden andern in 
ihr liegenden Punkt Or. 


Dder mit andern Worten: 

Iſt die Summe der flatifchen Momente aller Dreh: Kräfte 
ro-dM in Bezug auf jebe durch O gehende und auf der Dreh: 
Are UU! Tenfrechte Momenten: Are, der Null gleich, fo ift dies 
auch ‚der Fall in Bezug auf. jebe durch einen andern Punkt O 
der Dreh⸗Axe gehende und ebenfallg auf letzterer fenfrechte 
MomentensAre, fo oft die Dreh: Are durch "den Schwer: -Punft 
des Koͤrpers geht; außerdem aber nicht. 





. f => 
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‚ Unterfuchen wir nun bie Stage: ob in jeder bellcbigen 
Dre. ‚Are UU! ein Punkt O! allemal exiſtirt, in Bezug auf 
welchen ſie Haupt⸗Dreh⸗Axe iſt? — 

Behaiten wir alle, Zeichen ber vorigen Nummer (I.) bei, 
und feßen wir bloß voraus, daß die Dreh; Are UU! in Bezug 
auf den Punkt O feine Haupt⸗Dreh⸗Axe ift, alfo daß I(xz-dM) 
und I(yz-dM) nicht beide zugleich Null find, fo müßten, vers 
möge der (I.), follte der durch das unbeftimmte c gegebene Punft 
©! ein folcher Punkt fepn, zu welchem UU’ Haupt: Dreh: Are 
mird, die beiden Gleichungen erfült feyn, nämlich - 


1) =2(x2z-dM) — c-Mx, = 0, 
und ' | 
2) . =(yz-dM) —c-My, = 0. 


Dies führt zu der Bedingungs- Gleichung 
(O) yo =Z(xz-dM) = x, S(yz-dM). 
Iſt alfo diefe Bedingungs-Gleihung (CO) von ber Lage des 
Schwer: Punktes nicht erfüllt, fo ift die Dreh-Are UU! in Be 
zug auf feinen ihrer Punfte Haupt: Dreh: Are. Iſt aber biefe 
Bedingungs-Bleichung erfüllt *), fo findet fich der Ordinaten⸗ 


Werth 
3) - S(xz-dM) — S(yz-dM) | 
M.xo M.y, 

augenblicklich dazu, durch welchen die Lage des Punftes O! be⸗ 

ſtimmt ift, zu dem die UU! oder OZ eine Haupt: Dreh: Are 
wird, wenn nur nicht u =yo—=0 if; d. h. wenn nur nicht 

die Dreh: Are TU! durc) den Schwer⸗Punkt geht. | 

Die Bedingungs » Gleichung (O) drückt übrigens aus, daft 


*) Es fällt in die Augen, dag wenn 

‚Jo Z(xzz-dM) = x» 3(yz-dM) 
Äft, dann auch allemal 

yo Zz(z—b).dM = x» !y(z— b)-dM 

feyn müffe, weil der fubtrahirte Theil auf beiden Seiten ein und berfelbe 

ift, d. b. wenn diefe Bedingung (O) für irgend einen Punft O erfüllt ifi, 

fo if fie es auch für jeden andern Punkt O“, welcher von O um Das beliebige 

zb entfernt ift. . 


z j 
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wenn man burch den Schwer-Punft und dit Dreh-Are eine 
Ebene, legt, die Summe der ftatifchen Momente aller Dreh: 
Kräfte ro-dM in Bezug auf irgend- eine durch die Dreh⸗Axe 
UU! gelegte und auf ber fo eben erwähnten Ebene fenfrechte 
Momenten: Are der Nul gleich if *). — Alfo nur, wenn Die 
ſo eben ausgefprochene Bedingung von der Lage der Dreb- Are 
gegen ben Schwer: Punkte erfüllt iff, giebt es einen PBunft O in 
ihr (und dann wiederum nur einen einzigen) in Bezug auf mel: 
chen fie Haupt: Dreh: Are ift. 

IM. Jetzt fommt die Frage an bie Reihe; ob man gu jes 
dem gegebenen Punkte O allemal die Lage einer durch ihn ge: 
benden Dreh⸗Axe UU! finden könne, fo daß folche eine zu die⸗ 
fem gegebenen Punkte O gehörige Haupt» Dreh: Are wird? 

Zur Beantwortung biefer Frage lege man durch O zuerft 
drei beliebige auf einander fenfrechte Koorbinaten-Aren OX, OY, 
OZ; und nehme an, daß die gefuchte Dreh: Are TU! mit die- 
fen drei Aren begüglich die Winfel au, Au, yıl macht, fo daß 
al, gu, y!ı die Unbekannten find, twelche der Aufgabe entſpre— 
gb gefucht werden, während bereite 

cos al" 4-cos BI" +-cosy!? — 
ſeyn muß.* 

Nun lege man durch den Punkt O noch drei neue auf ein⸗ 
ander. ſenkrechte Koordinaten⸗Axen OX,, OYı, OZ,, fo daß . 
OZ, mit der Dreh Are UU! zufammenfält, die beiden andern 
Aren OX, und OY, aber bezuͤglich mit den alten Aren OX, 
OY, O2 die Winkel &, P, 7, und al, Bl, I machen. Gind 
dann X,, Yı, 2, die neuen Koordinaten: ⸗Werthe deſſelben Ele⸗ 
mentes dM, deſſen alte Koordinaten⸗Werthe x, y,z find, fo 


*) Man findet dieſes Reſultat am leichteſten, wenn man eine der 
beiden Koordinatens Ebenen XOZ oder YOZ durch den Schwer-Punft 
felbft gehen Jäßt, und indem man das Reſultat (II,. oder II,.) zu Hülfe nimmt, 
" welches lehrt, daß menn die Summe der flatifchen Momente der Dreh: 
Kräfte ro-dM der Null gleich if, in Bezug auf eine auf der Schwer 
Punftös Ebene fenfrecht fiehende MomentensAre, ſolches in Bezug auf jede 
andere mit ihr' parallele auch der Sal fenn müfle, wenn nur die Momen- 
ten Aren durch OZ hindurchgehen. 
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find (nach 8. 37.) die ſtatiſchen Momente “aller der verlorenen 
Dreh: Kräfte ro-dM, in Bezug auf die Momenten: Aren OY, 


und OX, besüglich 


@Z(yz.dM)-: und 0. (xz,.dM); . 


und damit UU' oder OZ, eine zu dem Punkte O gehörige _ 


Haupt: Dreh: Are fey, fo müffen biefe beiden ſtatiſchen Momente 
der Null glei) ‚werben, fo dag die beiden Gleichungen 

2) Z(yızrdM) =0 mb 3) >(x,z,.dM) = 0 
in Verbindung mit der obigen (1.) zur Beflimmung der drei 
Winkel ar, 8, yu dienen müffen, d. h. zur Beſtimmung ber 
Lage ber gefuchten Haupt: Dreh: Are UU. 

Man hat aber nad) (I. Th. Geom. $. 3. IV.) zwiſchen den 
alten und neuen Koordinaten: Werthen die Gleichungen 


X, = X-008@ y-cosß -+-17-cosy, 
4)  .( Yı = x-cosal -Fy-cosß! +2-cosy!, _ 
Z, = x-cosall4-y-cos Pl} 7-.cosy!; 


während zwiſchen den neun Winfeln | 

a, a, al; pP, Pi, Al y, yo y 
(außer der 1.) noch fünf Bedingungs» Gleichungen eriftiren, in 
fo fern die Koorbinaten-Aren auf einander fenfrecht fiehen. Sub: 


-fituirt man daher diefe Werthe (aus 4.) flatt x,,g, und z, 


in die Sleishungen (2. und 3.), fo fann man nun die Winkel 
el, Au, yı finden, während bie Lage der. neuen Abfeiffen - Age 


-OX, in ber auf OZ, fenfrechten Ebene noch völlig unbeſtimmt 


bleibt. 

Es wird aber noch bequemer, die Rage der neuen Aren 
OX,, OY, und OZ, mittelft der drei Stücde p, w und 6 fo 
su beftimmen, wie folches im (I. Th. Geom. $. 3. IV.) näher 
zu fehen iſt. Iſt naͤmlich DOD! die Durchſchnitts-Linie der. 
Ebenen X,OY, und XOY (bie Knoten: Einie), @ der Winkel 
DOX, ww der Winfel DOX, und 0 = y!! die Neigung, db. b. 
der Winkel, welchen die beiden Ebenen X,OY, und XOY mit 
einander machen, fo fann man DOY=98%4p, DOY, =90°%4y 


nehmen. Unter biefen Vorausfegungen hat man aber .die neun 


Gleichungen: 


. 
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= 0; 
cos —-cos ꝙ-Sin ; 
cos —singp-sind; 

Ä cosy! = cosıy-sind); 
5) cosß! —= sin p-sinWw-}+ cos p-cos1-c08 0; 
- | eosal = — 008 p-siny + sin p-cost1p-c0s 0; 
c087. = sinYy-sind; 
c0o8ß = — sing-cosy-F cos gy-sin-c0s0; 
| .C08% == 008 P-Cosıy + sin p-sin cos 0. 
Subſtituirt man nun dieſe Werthe in die Gleichungen (4.), 
ſo erhaͤlt man, wenn der Kuͤrze wegen 
x.c08sp—y-sinp durch X | .. (6) 
x-8sin p-c080 + y-co8 p-c0o8sd-+7-sind dur Y 
begeichnet wird, fo daß X und Y von v gang unabhängig find, 


hetzt 
sa Yerinyk X-cosy, 


7) Yı = Y-coayw— X-siny, 
| zZ, = —x-sin g-sin d — y-cos p-sin D-F-1-c08 0. 


Subftituirt man ferner diefe Werthe von x, und y, in die 
Sleihunggı (2. und 3.), d. h. in 
<(yız.dM) = = 0 und &(x,z,.dM) = 0, - 
fo erhält man 
8) cos —88 AM) — sin 2&z,-dM) —=0 
"und 9) sin I(Yz,-dM)-H- eos 2(Xz,.dM) — —=(. 

Diefe beiden Gleichungen führen aber, wenn man aus 
ihnen eliminirt, zu diefen andern beiden: 

10) S(Y.dM) =0 und 11) SKz-dM) = 0, 
aus welchen nun_die beiden Unbekannten ꝙ und 6 gefunden 
werden müffen. Zu dem Ende fubftituire man nun vollende 

ſtatt z, feinen Werth (aus 7.). In den entſtehenden Gleichun⸗ 
gen erſcheinen dann die Faktoren | 

Z(x’.dM), zy’-dM), Z(2’.dN), Z(yz.dM), Z(xzz-dN), Z(xy-dN), 


} 
i 


\ 
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welche fi auf die alten Aren beziehen, welche daher berechnet 
werden fünnen, und deren Werthe als befannt- bezüglich durch 
fh, 5b, ff, 9, bB“ 
begeichnet feyn mögen. Die Gleichungen (10. und 11.) wer: 
den dann 
12) (f-sing?-+-2h’-.sin g-cos p-+g-cos p? — h)-sin d-c08 0 
— (gl.sinp-+-fl-cos ꝙ) · (eos 0? — sin 6?) = 0; 
13) [h’.(cosgp? — sin p) + (f— g)-sin p-cos p |-sin 0 
— (gl-cosp — f!-sinp)-cosO — O0. 
Dividirt man dieſe letztere durch cosd und ſetzt man\ 








14) kop=u, alle sinpy= = c08 — 
— bl Zee Der, 
fo erhält man . 
°. 2 
15) ig 0 — (g! f'u) } 1-ru 


h’(1— u) +(f—gJu 


. Die (12.) wird dadurch, daB man fie durch cos 0? bivibirt und - 


flatt 15.0 dieſen Werth (aus 15,), fo wie flat sinp und cos ꝙ 
die Werthe (aus 14.) fubftituirt, zuleßt aber die ganze Gleichung 
noch durch 1Puꝰ dividirt, die nachſtehende; 
16), [lgg'—bg'-fih-Hhhf—ffl+g/hYu]-[h’(1—u?)-Kf—g)u] 
+4) = 0; 

und dies ift alſo bie Gleichung, welche u, d. h. 16 9 zu liefern 
bat. Die Gleichung (15.) giebt dann 50 dazu, und fo mie 
p die Lage der Knoten⸗Linie DOD! giebt, fo giebt 9 die Lage 
der Ebene X ıOY, gegen XOY ganz und vollftändig, alfo aud) 
die Lage von OZ,, d. 6. von UU’ ganz und volftändig; und 
swar hängen alle diefe Stücke, wie fich erwarten ließ, durchaus 
nicht vom Winfel ab, d. h. nicht von der Lage ber Are OX,, 
in der auf OZ, fenfrechten Ebene. 


Die Gleichung (16.) ift nach u vom dritten Grade, hat . 


daher mindeftens einen reellen Werth; fie hat aber vielleicht auch 
“ jedesmal drei reelle Werthe. Zu jedem Werth von u oder tg ꝙ 
gehören dahın zwei Werthe von 9, die um 180° von einander 
verfchieden find, und welche daher eine und dieſelbe Knoten⸗Linie 
DOD! naͤmlich die beiden Richtungen OD und OD! berfelben) 
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liefern. Zu jedem Werthe von u gehört ein einziger Werth von 
ig0, alfo zwei Werthe von 9, welche wieberum um 180° von 
einander verfchkden find, und welche daher wieder eine und Die- 
felbe Lage der Ebene X,OY, liefern; deshalb zeigt jeder reelle 
Werth von u die Erifteng einer zu dem Punkte O gehörigen 
Haupt: Dreh: Are an. Die drei erfiern ber Gleichungen (5. ) 
geben zugleich) auch, wenn p und G gefunden find, noch «’,, 
AU und y! dazu, wodurch die Lage der Haupt-Dreh⸗Axe UU° 
oder Oz, gegen die Aren OX, OY und OZ beftimmt ift. 

Es bleibe jet nur noch zu unterfuchen übrig, ob zu jeden 
Punkte O nur eine, oder allemal drei folde Haupt: Dreh⸗ 
Axen gehoͤren, d. h. ob die Gleichung (16.) nur einen reellen 
Werth von u liefert, oder ob allemal drei reelle Werthe von u 
fich ergeben. — Weil aber in der ganzen Rechnung bie drei Koor: 
dinaten⸗Axen OX,, OY, und OZ, ganz ſymmetriſch eingehen, 
fo giebt dies ber gerechten Vermuthung Raum, daß zu jedem 
Punfte O allemal drei Haupt: Dreh: Aren eriftiven, welche auf 
einander fenkrecht fiehen. — Um diefe Vermuthung zur Gewiß— 
heit gu erheben, fey OZ, ald Haupt⸗Dreh⸗Axe bereits gefunden; 
und nun verfuche man, ob in der Ebene X,OY, noch eine zweite 
Haupt⸗Dreh⸗Axe OX, exiſtirt, Welches Ießtere der Fan ift, Wenn 
außer S(yız.dM) = 0 noch I(x,y-dM)=0 ifl. Weil aber 
O2, fohon eine Haupt: Dreh: Are ſeyn fol, fo ift bereitd (nad) 
2. und 3., wegen der 10. und 11., oder der 8. und 9.) 

<(yızrdM) =0 und I(xz.dM) = 0; 
und e8 fragt fich daher bloß, ob man ben Winkel w fo beftim- 
men fönne, daß auch noch ‚ 

17) (x,ydM) = 0 
‚wird. Subftituirt man aber bier herein die Werthe von x, und 
yı (aus 7.), fo gebt diefe Gleichung, wenn man zugleich die 
Bezeichnungen (6.) gebraucht, über in “ 

18) sin 2. 3(X?— Y?).dM = 2008 2y-S(XY-dM), 
oder . 
2>3(XY-dM) 
19) ig2y = ZRIP-M 





! 
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während X und Y (nad) 6.) fein w enthalten. Diefe Glei⸗ 


chung giebt Daher zu dem einzigen reellen Werthe von u ober 
ig. p, welcher die Haupt⸗Dreh⸗Axe OZ, geliefert hät, noch ig 21 
(0 dazu, daß auch OX, eine Haupt⸗Dreh⸗Axe wird. Weil aber 
ig 2 zu dieſem Werthe von u oder iey nur. einen Werth bes 
fommt, fo bat 2w nur zwei Werthe, die um 180° von einan- 
der verfchieben find; und deshalb hat w zwei Werthe, die / um 
90° von einander verfchieden find. Wenn Daher der eine der: 
felben die Haupt Dreh-Are OX, beftimmt bat, fo giebt der 


andere diefer Werthe noch eine Haupt⸗Dreh⸗Axe, welche auf der 
erftern OX, fenfrecht fieht, d. 5. die Eage von OY, annimmt. _ 


Dadurch ift-nun außer Zweifel gefett, Daß zu jedem Punfte 
O drei Haupt» Dreh > Aren exiſtiren, die alle drei auf einander 
fenkrecht ſtehen; d. 5. durch jeden Punft O kann man allemal 
drei auf einander fenkrechte Linien dergeftalt legen, daß, wenn 
der Körper fi) um irgend eine berfelben dreht, mit irgend einer 
Winkel» Gefhwindigfeit w, fo daß jedes Element dM der Maſſe, 
welches von biefer Dreh: Are um r entfernt iſt, die Größe der 
Bewegung ro-dM bat, — dann die Summe ber ftatifchen Mo- 
mente, aller dieſer Dreb- Kräfte ro-dM (in ihrer eigenen Rich⸗ 


tung genommen, oder auch in ihren genau entgegengefeßten Nich- 


tungen genommen, fo daß fie dann zu den verlorenen Kräften 
des d'Alembert'ſchen Princips gezählt werben) in Bezug auf 
jede Momenten: Are, welche durch O fenfrecht auf biefe Drebs 
Are gelegt ift, allemal der Null gleich wird. 


IV. Nimmt man aber diefe, zu dem Punfte O gehörigen, 


allemal eriffirenden und auf einander fenfrechten drei Haupt: 
Dreh⸗Axen zu Koordinaten» Aren, und find dann x,, Yı, 2, Die 
Koordinaten Werthe eines beliebigen Maffen » Elementeg dM, fo 
bat man allemal 
1) S(yız,.dM) = 0; 2) SI(x,z,.dM) = 0; 
3) =Z(x,ydM) = 0. 

Und umgekehrt: Sind für irgend drei durch O hindurchgehende 
und rechtwinfliche Koordinaten-Axen OX,, OY,, OZ, biefe drei 


N 


— mon — —— — 


/ 


* 
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Gleichungen erfuͤllt, ſo ſind dieſe Koordinaten⸗Axen allemal die 
zu dem Punkte O gehörigen dtei Haupt⸗Dreh⸗Axen. 


Daraus kam man fogleich folgern, daß wenn ein Körper durch drei 
auf einander fenkrechte Ebenen jedesmal in Eongruente Theile getheilt wird, 
die Durchfchnitts> Linien. diefer Ebenen dann allemal die zu dem Durchs 


ſchnitts⸗ Punkte derfelben gehörigen Haupts Dres Aren feyn werden, fo oft 


der Körper zu gleicher Zeit homogen ift; in fo fern nämlich dann gewiß 
eben fo viele pofitive x,yı-dM als negative erifiren werden. 
Daher find die fogenannten HauptsDurchmeffer eines homogenen El 


lipfoids allemal auch die zu dem Schwer⸗Punkte befielben gehörigen Haupt⸗ 


Dreh⸗Axen. 

V. Wenn wir auch im Allgemeinen gefunden haben, daß 
zu jedem Punkte O allemal drei, aber auch im Allgemeinen nicht 
mehr. als drei Haupt⸗Dreh⸗NAxen exiſtiren, — weil bie beiden 
- Gleichungen (II. 2. 3. oder IE. 10. 11. oder III. 12. 13.), 
welche hie Lage einer jeben Haupt: Dreb:Are zu beftimmen ba: 
ben, zu einer kubiſthen Gleichung (IH.-16.) führen, welche al: 
lemal drei, aber auch nie mehr als drei reelle Werthe von u 


oder top liefert, — fo koͤnnen doch in Ausnahme: Fällen die: 


felben beiden Gleichungen vielleicht beide identifch werben, viel: 
leicht aber in eine einzige zufammenfallen. In folchen Aus; 


nahms» Fällen werden aber zu dem Punkte O unzählich viele 
Haupt: Dreh: Aren gehören. 


Um bied recht gründlich zu unterfuchen, wollen wir anneh⸗ 
men, daß bereits die Axen OX, OY und OZ mit drei u O 
gehörigen Haupt: Dreh: Aren zufammenfallen, daß alfo fchon 

1) yı-dM)—=0; S(z-dM)—=0; Iky-dM)—0, 
d. h. dag ſchon (nach III.) | 
2) fl = 0; ed =0; h = 0 


| iſt; und wollen nun eine vierte Haupt⸗Dreh⸗Axe OZ, mit: 


telft der beiden Gleichungen (III. 2. 3. oder III. 12. 13.) zu 
beſtimmen ſuchen. Dieſe Gleichungen werden aber nun fol⸗ 
gende, naͤmlich: | 

3) (frsingy?-+-g-cosp’—h).sin d-cos0 — 0 


und 4) (f—g)-sin p-cos p-sin 6 —=(. 


Diefen beiden Gleichungen wird nun zunächft genuͤgt durch 
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sind — 0, welches die Haupt:Dreb:Are OZ wieder giebt. Di: 
vidirt man nun durch sind, fo erhält man. Ä 
5) (f-sin 9’ -+-g-cosp’ —h).cosd —= 0 
und 6) (f— g)-sin g-cosp = (). 
Der letztern wird genügt‘ durch 


7) f-g=0, oder 8) sinpg=0, oder 9) c 8P—=0; 


der erftern Dagegen durch 
10) f. ain -+g-cosg?—h=0, oder 11) c0sd=0. 


Allen beiden zugleich wird alfo durch ſechs Kombinationen ge 


nügt, welche wir num einzeln burchnehmen wollen. 

Die Kombination (7. und 10.) giebt 

f=g=h, 
d. h. \ 
(O)-* 3(%.dM) = I(y?dM) = 3(2?.dM). 

Iſt alfo dieſe Bedingung (O) erfüllt, fo ift jeve 
beliebige durch den Punkt O gelegte Gerade eine 
Haupt:Dreh:Are, weil jegt 9 und p alle möglichen 
Werthe haben können. Es ift aber diefe Bedingung 
‚allemal nnd nur dann erfüllt, fo oft die gu diefen 
Haupt:Dreb:Aren OX, OY, OZ gebdrigen Haupt⸗ Mor 
mente ber Trägheit, nämlich 

zZ +-y’),dM, >(x?-+2?).dM, Z(y-+2?).dM 
alle drei einander gleich find. , 
Die Kombination (7. und 11.) giebt 


O+ f=g oder @°.dM) = &(y’.dM) 
und 9 = 90°, während ꝙ unbeftimmt bleibt. 
Iſt alfo die Bedingung (CT) erfüllt, fo ift jebe 


dur) O in der Ebene XOY gelegte Gerade eine. 


‚ Haupt-Dreb: Are. Diefe Bedingung (O ift aber al« 
lemal und nur dann erfüllt, wenn die beiben zu OX 


und OY gehörigen Haupt-Momente ber Traͤgheit⸗ 
naͤmlich 


20 29). dM und (x? +2).dM 
einander gleich ſind. 


\ 


EN 
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Die Kombination (8. und 10.) giebt 
eb mW 9=0, ber = 180. 
Iſt alfo diefe Bedingung g=h erfüllt, fo it jede in der Ebene YOZ 


durch O gelegte Gerade eine au dem Punkte O gehörige Haupt / Dreh⸗Axe 


Die Kombination (9. und 10.) giebt 
f=h und = M*. 
Iſt alfo diefe Bedingung erfüllt, fo ift jede in der Ebene XOZ durch O 
geleste Gerade eine zu dem Punkte O gehörige Haupt: Dreh Are. 
Die Kombinationen (8. und 11.) und (9. und 11.) geben die Aren 
OY und OX wieder ald Haupt⸗Dreh⸗Axen zu erkennen. 
Diefe drei letzteren Kombinationen liefern alfo nichts Neues. 


Dies find demnach die einzigen Fälle, wo zu einem Punkte O 
mehr als drei Haupt⸗Dreh⸗Axen, und zwar unendlich viele in einer 
und berfelben Ebene liegende und dann noch eine darauf fenf: 
rechte, exiftiren, oder wo gar alle durch O gelegten Gera: 
den ohne Ausnahme, Haupt-Dreh-Aren find. | 

VI. Wir mollen nun noch jeden der Punfte O ſuchen, 
welche die letztere Eigenſchaft haben, daß naͤmlich jede durch 
ihn gelegte Gerade allemal eine Haupt⸗Dreh⸗Axe des gegebe⸗ 
nen Koͤrpers iſt. 

Zu dem Ende wollen wir vom Schwer⸗Punkte S bes Koͤr⸗ 


pers ausgehen, feine drei Haupt» Dreh-Aren SX, SY, SZ zu 


Koordinaten: Aren nehmen, und für biefe die Koordinaten: IBer; 
the irgend eines Elemented dM durch x, y, z bezeichnen; fo hat 
man, weil S ber Schwer⸗Punkt ift, 
1) =(x.dM)=0; Si(y-dM) =0; Z(1-4M) = =(; 
zugleich aber auch, weil SX, SY, SZ Haupt⸗Dreh⸗Axen find, 
2) (yz.dM)=0; =(xz.dM)=0;. &(sy-dM) =0. 


Die drei zugehörigen Haupt: Trägheits: Momente felbft wollen 


wir durch A, B, € bezeichnen, fo nämlich, daß 


3) Z(?-+-y?).dM = €, 

4) S(2?-+ 2°).dM — 8, 

5) , S(y’+72°),.dM = 4 
ift. 


’ 
In Bezug auf biefe Koorbinaten-Aren feyen nun x, Yı 3 
die Koordinaten⸗Werthe eines der gefischten Punkte O und durch 
den letztern feyen drei neue Koordinaten: Aren OX', OY', 02! 
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parallel mit den alten gelegt, fo daß, wenn x’, yl, z! die neuen 
Koordinaten: Werthe deffelben Elementes dM vorſtellen, allemal 
6) Ni. YJY-yY V=ı—; 
feyn muß. Ä | 
Soßen nun alle durch O gehende Beraden allemal Haupt: 
Dreh: Aren feyn, fo müffen- bie Koordinaten: Aren OX!, OY:, 
OZ! ebenfalls zu den Haupt: Dreh-Aren gehören, und außerdem 
muͤſſen noch die drei zugehörigen Haupt-⸗Traͤgheits⸗ ‚Momente ale 
drei einander gleich feyn. . Man hat aber 
S(x'yl.dM) = (x — )(y—y)-dM a 
= &(xy-dM) — r-3(y-dM) — y-&(x-dM) -+-19-I(dM), 
d. H. (wegen der Gleichungen 1. u. 2. und weil I(dM) nichts 
anderes als die ganze Mafle M des Körpers ift) 


7) <(x!y.dM) = M«ry; 

und eben fo auch u - 
.8) ° Z(xlz".dM) = Mer; 

.9 <(y!z’.dM) = Mey. 


Diefe drei Werthe müffen nun alle drei Null werben, wenn 
OX, OX, O2! Haupt⸗Dreh⸗Axen ſeyn ſollen; alſo muͤſſen 
von den drei Werthen x, y, z zwei der Null gleich ſeyn. Der 
geſuchte Punkt O liegt daher in einer der, durch den Schwer: 
Punkt S gehenden drei Haupt: Dreh :Aren. 

Segen wir 

0) r.=0 und y=P0, 
fo daß der Punkt O in der Are SZ und um z vom Schwer: 
Punkte S abliegt; fo find die drei neuen Haupt: Traͤgheits— Mo⸗ 
mente (nach $. 45.) be 
Da nun diefe drei Haupt: eds, —— alle drei enander 
gleich) werben müflen, fo giebt dies noch die Gleichungen 

1) A=3® m 12) EC =I+M2 
Die (11.) ift eine Bebingungs Gleichung der Exiſtenz eines fols 
chen Punktes O, und die (12.) giebt dann ‘ 4 


ee), \ 
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fo daß zwei vom Echmwer: Punkte gleich weit ab, übrigegs in 
der Are SZ liegende Punkte O gefunden werben, fo oft fie bei- 
den zu dem Schwer: Punfte S und zu den Arm SX unb SY 
gehörigen Haupt» Trägheitd-Momente A und B einander gleich 
find, und dabei dag dritte zugehörige Haupt-Moment E größer 
als jedes der beiden andern iſt. Diefe beiden Punkte fönnen 
innerhalb auch außerhalb bee Körpers fallen. 

So oft alfo zwei der drei Haupt-Momente der Trägheit 


für ‘die drei auf einander fenfrechten Haupt⸗Dreh⸗Axen, bie 


durch den Schwer: Punkt des Körpers gehen, einander gleich 
find und das britte größer ift, fo oft erifiren zwei Punkte O, 
welche in der dritten durch den Schwer⸗Punkt gehenden Haupt: 
Dreh⸗Axe liegen, vom Schwer: Punkte gleich weit entfernt find, 
und von denen jeder die Eigenfchaft hat, daß jede durch ihn 
gelegte Gerade eine Haupt: Dreh-Are if. Sind aber biefe bei- 
den Bedingungen nicht erfüllt, fo eriftirt gar Fein folcher Punkt. 

Und find die zu dem SchwersPunfte S gehörigen Haupt: 
Momente, der Trägheit alle drei einander gleich, fo ift der 
Schwer⸗Punkt felbft ein’ folcher Punkt O und dann auch der 
einzige. 

In einem homogenen Ellipfoid mit drei ungleihen Haupt» Durchmeſ⸗ 
fern giebt e8 alfo (nach $. 42. und nach IV.) gar keinen folchen Punkt O, 
fo nämlich, daß jede durch ihn hindurchgehende Are allemal eine Haupt 
DrehsAre wäre. Für ein Umdrehungs »Elipfoid, welches durch Umdrehung 
einer Ellipfe um ihre große Are entfianden if, giebt ed auch keinen fol: 
chen Punkt (nach $. 42.). — IH das legtere aber durch Umdrehung einer 
Ellipfe um ihre Eleine Are entflanden, fo giebt es zwei ſolcher Punkte; 
und diefe fiehen vom Mittels Punkte des Ellipfoids, welcher der Schwer: 


Punkt it, um 32 b— 





5 *) ab, wenn a die Eleinere, b die größere halbe 


Are der Ellipſe if, weil mar dasmal (nach SS. 42. “ 

A — B —N.(aꝰ b) und C — 
hat. Dieſe beiden Punkte liegen auf der Umbrehungs- Are inmerat oder 
außerhalb des Ellipfoids, je nachdem b?<6a? oder b?>6a? if. Für b’=6a° 


| fallen fie mit den Polen. des Ellipfoids zuſammen. 


Denkt man fich ein homogenes Parallelepipedum mit drei ungleichen 
Kanten 2a, 2b, 2c, ſo find die drei zu dem Schwer Punkte gehörigen Haupt 
Momente der Trägheit, nämlich (nach 8. 40.) 

A = 3Mb’rc); B = HM -+c?) und? € = }M(a?-+b?) 

alle 


— — — 








"S51.VI. Bon den Haupt: Dreh:Aren. 129 


alle drei einander ungleich; und es exiſtirt dann Eein folcher Punkt O, wie 


D , 


er hier geſucht wurde. Sind aber zwei Kanten 2a und 2b einander gleich, 
fo wid A=%B, und if dann die dritte Kante 2c die Heinfts, fo daß 
E> ud E>B wird, fo eriftiren wieder zwei ſolche Punkte O, in ber 
durch den Schwer⸗Punkt mir der Kante Ze parallel hindurch gehenden Ges 


raden, welche von dieſem Schwer⸗Punkte (der zugleich der mittelſte Punkt 


n 


des Parallelepipedums ik) um 3 = ve=*) abfiehen. Und dieſe Punkte 


Liegen, je nachdem a<2c, oder a>2ec ifl, oder a==?2e, innerhalb des Pa⸗ 
rallelepipedums, außerhalb deffelben, oder in deffen Grenz⸗Flächen. 


vi Wir haben oben (in I.) gefehen, daß wenn SZ 





- eine zu dem Schwer: Punfte S gehörige Haupt-Dreb: Are ift, 


folche dann auch zu jedem andern Punfte O in ihr eine Haupt: 
Dreh; Are ſeyn müfle — Weil aber zu jedem Punfte O drei 
Haupt: Dreb:Aren OX!, OY!, OZ! gehören, die wiederum auf 
einander fenfrecht ſtehen, fo kann die Srage entfichen, ob OX! 
und OY! bezüglich mit SX und SY parallel laufen werden oder 
nicht? — 

Um biefe Frage zu beantworten, ſey der auf die Koordina⸗ 
ten⸗Axe SZ bezogene Ordinaten-Werth von O, S c, und 


die auf biefelben Aren sX, SY, SZ bezogenen Koordinaten⸗ u 


Werthe irgend eines Elementes dM der Maffe bezüglich x, y 
und z. — Hernach lege man durch O, die Koordinaten: Aren 
OX, und OY, parallel mit SX und SY, und nenne die auf 
OX,, OY,, OZ bezogenen Koordinaten: Werthe beffelben Ele 
mente dM bezüglich x,, y, und z,, fo bat man 

1) x. X, y=Yy, u = 2—.c. 
Endlih mache OX’ mit OX, den: Winfel ꝙ (von OX, nach 
OY, hin gezaͤhlt) und in Bezug auf dieſe, zu O gehörigen 
Haupt⸗Dreh⸗Axen OX', OY', OZ! feyen x!, y', z! bie Koordi⸗ 
natens Werthe deffelben Elemente dM, fo daß man hat 

2) x/=x,-cosp+y,-sinp; yI=—x,singp+ty.-c0sp; zi=z, | 
d. h. weil, =x und y=y if; 

3) i=x.cosg+y-siny; J'=-—x-singty-cosp; z!=7-c. 

Da nun OX', OY!, OZ Haupt⸗Dreh⸗ Axen ſind, ſo bat 

man (nach IV.) die drei Gleichungen 

u. [9] 


- 


2 
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4) Ky'z!.dM)=0; -S(tr'.dM)=0; Saiy.dM)=0; 
d. h., wenn man bierin flatt x', y’, 2 ihre Werthe (aus 3.) 
ſubſtituirt, die drei Gleichungen 
<(—-xsing+y- c08 P)(z— c)-IM 203 

5) S(x.cosp+ y-singp)(z—c)dM ; 

‚ | Z(xc0sp-ty-sinp)(—x-sinpg+y-cosp)dM = O0. 
Weil aber SX, SY, SZ die durch den Schwer-Punft S gehenden 
Haupt: Dreh: Aren find, fo daß 
.&(xdM) = 0; Z(ydM) = 0; 2(2.dM) = 0; 

S(yzdM)= 0; Z(2.dM) = 0; Z(xy-.dM)= 0 
ift, fo werden bie beiden erftern diefer Gleichungen (5.) iden- 
tiſch O0. Die dritte aber wird 

6) [>(y?-dM) — >&(x?.dM) ]-sin 9-cosp = 0, | 
fo daß diefe Gleichung zur Beftimmung von p, d. h. zur Be 
fimmung der Lage ber durch O hindurch gehenden Haupt⸗Dreh⸗ 
Aren dienen muß. | 

Iſt daher 
\ =(x”.dM) = Zip -«dM), 
d. h. find die beiden zu den Aren SX und SY gehörigen Haupt: 
Traͤgheits⸗ ⸗Momente 

S(x?’+2).dM und =(y?+z°).dM 

einander gleich, d. h. (nach V.) ift jede durch S in der Ebene 
XSY gelegte Gerade eine zu S gehörige Haupt: Dreh: Are, fo 
bleibt ꝙ ganz wiltführlich, und es ift alfo dann auch jede in 
der Ebene X,OY, durch O gelegte Gerade eine zu bem Punfte 
O gehörige Haupt: Dreh: Are. — 

Iſt aber nicht I(x?.dM) = I(y?’-dM), fo ift entweder 

sinp = (0, oder. cosp 0, 

d. h. entweber 9 0, ober p == 90°, ” 
und dies zeigt, daß Die dur O gehenden Haupt: Dreh—⸗ 
Axen OX, OY! mit denen durch den Schwer: Bunft S 
gehenden allemal parallel find, fo oft der Punkt 
O in der, zu dem Schwer: Punfte S gehörigen dritten 
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Haupt⸗Dreh⸗Axe liegt, während unter dieſer dritten jede 
der drei zuſammengehoͤrigen verſtanden werden kann *). 
$. 5 
Einige Eigenfhaften der Hanpt» Trägheits-Momente. 

I. Sind A, 3, € die drei zu den Haubt- Dreh-Aren OX, 
OY, O2 gehörigen Haupt: Trägheitd:- Momente; ift nämlich, 
wenn OX, OY, OZ zu Koordinaten» Agen genommen werden, 

S(y?-+7?).JM —Y Z(@4+-722).dM B, 

ZS@®+y’)dM—=€, 
fo wird das Trägpeitd-Moment I(r?-dM) deffelben feften Kör- 
pers M in Bezug auf jede durch denfelben Punft O gehende 
vierte Are, welche mit den drei vorgenannten Haupt: Dreh: Uren, 
- OX, OY, O2 bezüglic, die Winfel &, A, 7 macht, allemal be: 
rechnet aus ber Gleichung 
S(r?.dM) = U-cos a? +B-cos ? +C-cosy”. 

Solches folgt unmittelbar aus ($. 47.) in Verbindang mit ($. 51. IV.). 

Daraus folgt noch: 

I. Das größte der drei Haupt⸗ Traͤgheits⸗ Momente A, 3, 
€, ift zu gleicher Zeit auch größer als dag nach der vorftehen- 
den Formel berechnete vierte Traͤgheits-Moment beffelben Koͤr⸗ 
pers, welches fich auf eine beliebige aber durch denfelben Punkt 
O hindurch. gehende vierte Momenten: Are’ bezieht. 

- Denn fegt man in der Formel (L) 1--cosß’— cosy? fiatt cosa?, ſo 
nimmt fie die Form an: 

Z(r-dM) = A—(A— 8). cos —(A— Cycos 7. 
Iſt daher AB und auch A>E, fo find A-B und A—E pofitiv; 
folglich if (AM) <9. 

IN. Das Eleinfte der drei zufammengebörigen Haupt: Momente 
der Traͤgheit iſt dagegen auch allemal kleiner, als das e (un der 
Sormel in I.) berechnete vierte. 


*) Poiffon lehrt in feiner „Mecanique‘‘ 2te Ausgabe ter Theil 
&. 91. das Gegentheil; er fagt nämlich: en sorte 'que le long de l’axe 
O2, les deux autres axes principaux ne seront pas, en ‚general, paralle- 
les a eux-memes,. | n 


[9*} 


\ 
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Setzt man nämlich (in I.) L—cosa?— cos flatt cosy>, fo nimmt 
fie diefe Sorm an, nämlich: 
Z(r.dM) = E-+H+(AU— E).cosa’-+(B— E)-cosP?. 
Iſt alſo EA und auch E<B, fo find A—E und B—E pofitiv, und 
daher ik Zr?-dM)>E. 

\ IV. Sind diefe drei Haupt: Trägheits: Momente A, B, € 
“alle drei einander gleich, fo ift das vierte (mach I. berechnete) 
gerade eben fo groß; meil ſolches fih dann, wenn A— BC 
ift, = Ulcos a? -+cosP?-+-cosy?) ausweiſet, während 

cosa?+cosf?-+cosy?” = 1 
iſt *). 
V. Sind zwei der drei Haupf: Trägheitd: Momente A, B, 
€ einander gleich, iſt z. B. A— B, fo findet fih (aus I.) 
=(r.dM) = Y-siny?-+-C-cösy? | 
ZZ — (A — O.sin?+E 

| = Y-+(E— N)-cosy?; 

d. 6. dann iſt das Traͤgheits ⸗Moment in Bezug auf alle vier: 
ten Momenten:Aren, welche durch denfelben Punkt O hindurchge, 
ben, und dabei gegen die Are OZ bes dritten ungleichen Trägheite» 

ı Moments gleiche Neigung -y haben, allemal ein und daffelbe **). 

, Und liegt zugleich die vierte Are in der Ebene XOY, fo daß. 
y=W°, cosy 0 wird, fo ift 
Z(r.dM) = Y= 8%; 

d. h. find zwei der Haupt-Trägheitd-Momente A und B ein 
ander gleich, fo find alle Trägheitd:Momente eben fo groß, 
welche zu Momenten: Axen gehören, die in der Ebene der bei: 
den erſtern (Haupt:) Dreh⸗Axen liegen und durch denfelben Punft 
O bindurchgehen. 


— 





*) Dies ift daher 4. B. in der homogenen Kugel der Fall, menn alle 
. MomentensAren durch den Mittels Punkt der Kugel’gebacht werden. 


”) Dies ik alfo z. B. ber Fall in einem homogenen Umdrehungs⸗ 
Ellipfoid in Bezug auf jede Momenten⸗Axe, welche durch den Mittel-Punkt 
des Ellipſoids geht, und welche dabei mit der _ Mmbeepungs» Ire denfelben 
Winkel y bildet. ' 


+ 





8.52. VI.$.53. Anfangs⸗Drehung um eine feſte Axe. 133 


VI. Unter allen Traͤgheits-⸗Momenten eines und un 
Körpers iſt daher das Fleinfte der zu dem Schwer: Punkte S 
hörigen drei Haupt: Trägheitd:- Momente, allemal zugleich u 
das allerkleinſte (nach $. 46. Nr. 1.). 


e Dritte Abtheilung. 


Beftimmung bes Anfangs-Zuflandes im Falle einer Drehung 
um eine fefle Dreb> Are. 


5. 53. 


Ein Körper von beliebiger Geftalt ift um zwei gegebene und 
abfolut fefte Punkte U und U’, alfo um eine abfolut fefte Are 
UU! beweglich, übrigens in Ruhe; — (Stoß⸗) Kräfte P,, Pyr 
sc. wirken an beliebigen Punften des Körpers nach beliebigen 
Richtungen gleichzeitig, und bringen den Körper dahin, eine Um- 
drehung um UD! mit einer unbefannten Winkel⸗Geſchwindigkeit 
o zu beginnen. Man fol die Gleichung zwifchen » und ben 

“Kräften P,, P,, ze. 2c. angeben. 

Nach dem H’Alembert’fchen Princip müffen, wenn r die 
Entfernung irgend eines Elemente dM von ber Dreh: Age UU' 
vorftellt, alle verlorenen Dreh⸗Kraͤfte ro-dM, in entgegengefeß: 
ter Richtung genommen, mit den Kräften P,, P., 2c. 2c., welche 
ebenfalls zu den verlorenen Kräften gegähle werden müflen, um 
die abfolut fefle Dreh: Are das Gleichgewicht halten. Alfo muß 
die Summe der flarifchen Momente der erftern, nämlich 

— 0.(r?-dM), 
nebft der Summe der flatifchen Momente der letztern in Bezug 
auf UU! ald Momenten: Are, welche letztere durch L bezeichnet 
feyn mag, der Null gleich ſeyn (nach II. Th. $$. 82. 83.). 
’ Die verlangte Gleichung ift daher 


1) »Z(.dM) =L, oder vo = L 


aM, :.dM)’ 
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wenn man unter L bie Summe aller Probufte verficht, auß Ben 
auf eine Ebene, bie auf der Dreh. Are im einem beliebigen ih⸗ 
rer Punfte O fenfrecht ſteht, projicirten Kräften P,, Pz, ⁊c. 204 
mit den fenfrechten Entfernungen biefer Projektionen von O mul: 
tipliciet, und dabei (nah IL. Th. $. 29.) pofitiv ober ne 
gativ sin Rechnung gebracht; — während I(r-dM) wie 
derum das Trägheitd:-Moment der Maffe M ift, in Bezug 
auf die Dreh-Are UU', und die Drehung in dem Sinne vor: 
auggefegt worden ift, in welchen bei der Beftimmung der Summe 
L bie .pofitinen. Drebungen angenommen worden find; — ſo 
daß wenn w (aus 1.) einen negativen Werth annimmt, folches 
anzeigt, daß die Drehung in einer Nichtung beginnt, welche der 
angenommenen gerade entgegengefegt iſt. 

I Anmerf. Wirken nur zwei Stoͤße P, und P,, welche ein 
“ Gegen: ‚Paar bilden, deffen Moment — Q if, und deffen Ebene 


- mit der Ebene XOY den Winfel » bildet, fo muß (nach IL. TH. 


$. 11.) in ber vorftehenden Formel (1.) flatt L jebt‘ Q-cos» 
geſcht. werden und man hat daher dann 
_Qrcosv 
— r.dM) «dM) 


$. 54. 

Mupren die Kräfte P,, P., dc. 2c. von bewegten Maffen-Ele 
menten m,, m,, 2. her, welche unmittelbar nach dem Stoße 
an bem erſt gedachten Körper hängen bleiben, und mit biefem 
eine Geſammtmaſſe bilden, und iſt v, die Projektion der Ge 
ſchwindigkeit des Elemented m, auf die Ebene XOV, fo wie 
f! die Entfernung der. Richtung v, von der Dreh: Are; haben 
v— und fl eine analoge Bedeutung für die andere Maffe m,, 
‚uff; fo if in diefem Falle 
2): . L = mvf mv e., 
während in der Gleichung (1. des $. 53.) die Summe IXr?-dM) 
über die Sefammtmaffe M-Fn, +, +++ ſich erftreffen muß. 

Sind aber m,, m,, 2%. 2c. Maflen: Elemente dm einer und 
derfelben Maſſe un, welche alle einerlei Sefchwindigfeit in paral⸗ 


EG 


F. 54. Anfangd:Drehung um eine fehle Are. 135 | 


Velen Richtungen haben, deren Projektion auf die Ebene XOY, 
— v feyn mag, während f bie Entfernung biefer Projektion von 
der Dreh⸗Axe vorftelt, fo wird 
3) . L= Z(dvde) = v.Z(f-dm), 
Es ift aber aus ber Theorie vom Schwer» Punkte bekannt, 


daß wenn man durch die Are OZ eine-Ebene E legt parallel 


mit den einzelnen proficirten und unter fich parallelen Geſchwin⸗ 
digfeiten v, und wenn f, die. Entfernung des Schwer: Punftes 
der Maffe m von diefer Ebene E if, dann allemal 

.. S(f-dm) = fm 
iſt. Daher geht nun die Gleichung (3.) in 


4) ‚L=fmrv, 
und die Gleichung (1.) in. 
— Jemv 
5) . 077 Dir.dM) 
über. | 


Diefe Gleichung (5.) giebt alfo die Winkel: Gefchtoinbigkeit 
w, mit welcher die, nun eine einzige Geſammt-Maſſe M--m 


‚bildenden Maffen ihre Drehung um UU! oder OZ beginnen, 


wenn man nur nicht vergißt, das Trägheits: Moment I(r-dM) 
im Nenner von w, über die Geſammt⸗Maſſe auszubehnen (fo 
dag man in der Kegel zuerft dag Trägheitd-Moment von M 
allein, dann von bem andern an M hängenden m allein in Be: 
zug auf die Dreh: Are berechnen, und dann beide Nefultate ad: 


diren wird müffen, um das Ir. dM) zu haben, wie folches 


jetzt genommen werden muß). 
Anmerk. Wir ſetzen hier zunaͤchſt immer voraus, daß die 
ſtoßende Maſſe m unmittelbar nach dem Stoße mit M eine Ge 


fammtmaffe bildet, weil unter dieſer Vorausſetzung die Nichtung - 


der ſtoßenden Maffe m zu gleicher Zeit die Richtung bes Sto⸗ 
ßes iſt. Trifft aber eine fioßende Mafle m einen ‚Körper M, 
ohne mit legterem fogleich eine Gefammtmaffe zu bilden, fo ift 
die Richtung bed Stoßes von der Richtung der floßenden Mafle 


verfchieben, und muß allemal erft (nach Anleitung eines fpätern- 


Kapitels) gefunden werden. 


ten 
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6. 55. 


Stoßen mehrere Maffen m,, ın,, m,, 26 2c., welche Die auf 
XOY projicirten Geſchwindigkeiten vı, v2, Va, 26 20, haben, 
gleichzeitig; und ift f, die Entfernung bes Schwer: Punfted von 
m, von der durch OZ mit v, parallel gedachten Ebene; ift eben 
fo f,..die ‚Entfernung des Schwer⸗Punktes von :n, von Der 
durch. OZ mit v, parallel gedachten. Ebene, u. f. w. f.; fo fin- 

det fich, vermöge berfelben Rechnung, 

6) vo wmv, +fm;v, famgvs + + 

<(r?.dM) ’ 
.fobald nur vorausgeſetzt wird, daß die Maſſen m,, m,, 2c. zc. 
unmittelbar nach dem: Stoße an dem erftern Körper M hängen 
bleiben und daß das Trägheitd- Moment I(r?-dM) auf die Ge: 
fammtmafe M+-m, +m, + m; -F ++ ſich bezieht. 


Die Formel ($. 54. Ver. 5.) zeige nämlich, daß es für die Drehung 
um diefe fefte Are LU’ einerlei if, welche Richtung die Gefchwindigfeit v 
gegen die Waffe M hat, wenn nur f} die Entfernung ihres Schwer» Punk: 
te8 von einer durch OZ mit v parallel gelegten Ebene if. Daher ift es 
einerlei, ob man vi, Va, Ya, 20. 2c. unter fich parallel denkt, oder nicht. Für 
den erſtern Fall folgt aber die Sormel (6.) unmittelbar aus (6. 54.). 


$. 56. 
Allgemeine Behandlung det Problems. 


Will man das Problem dei ($. 53.) ganz vollftändig löfen, 
fo muß man auch noch die Erfchütterungen beflimmen, welche 
im Augenblicke des Beginn der Drehung um bie fefte Are OZ, 
Iegtere erleidet. Zu dem Ende hätte man beffer gethan, gleic) 
vom Anfange an das Problem nad) Anleitung bes (II. Th. $6. 
79. — 82.) zu behandeln, wie wir jet thun wollen. 

Zuvörderft erleidet U eine unbekannte Erfchütterung in un- 
befannter Richtung, die wir ung nach den drei Koordinaten: 
Aren OX, OY, OZ in drei unbekannte Stöße — u, — u, und 
— us zerlegt denfen; wir bringen dann drei eben fo große Se 
gen⸗Stoͤße an, nämlich) u,, u, us, und der Punkt U braucht 
nun (bei der Befimmung bes Gleichgewichts) nicht mehr feft 








— — N — — — — 


\ 
’ 
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zu ſeyn. Ganz analoge: gilt für den Punkt UN, wenn wir da⸗ 
ſelbſt parallel mit. den ren die drei Gegen:Stöße u/,, ul,, ul, 
anbringen, den Erfchütteungen — u, —u, —ul, welche im 
Moment der beginnendn Bewegung der Punft U! zu erleiden 


"bat, genau gleich und atgegen. 


Auf der andern See kann man alle gleichzeitig wirkenden 
Kräfte P,, P,, P,, panfiet mit fich nach dem Punkte O Bin 


-fortrüchen und dafelbft i: eine einzige Kraft P vereinigen, melche 


mit den Axen OX, OYunb OZ die Winkel &, $ und y ma: 
chen mag; während dam noch eben fo viele Gegen» Paare hin: 
zutreten, welche wiederun in ein Gegen: Paar vereinigt werden 
fönnen, deſſen Moment durch Q vorgeftelt ſeyn foll, und deſ⸗ 
fen poſitive Axen⸗Seite mit denſelben drei Koordinaten⸗ ⸗Axen 
OX, OV, 02 die Winel A, u, v macht. (Vergl. IL Th. . | 
23. — 26.). | 
Die drei Koordinaten Axen ſelbſt legen wir fo, daß OZ mit der 
feften Dreh: Are VD ziſammenfaͤllt und O ein beliebiger Punkt 
diefer feften Dreh-Are it, fo daß bie Ebene XOY auf der fe 
fen Dreh⸗Axe felbft, ar einsr beliebigen Stelle derfelben, fenf- 
recht ſteht. Nehmen wir übrigens noch alles wie im ($. 37.) 
an, fo find jegt alle Dreb⸗Kraͤfte rw-dM, ferner die Kraft P,' dag 


Gegen⸗Paar Q und die ſchs Gegen-Stöße u, u, us, u, ul, u, 
im gang frei gedachten Körper im Gleichgewicht (nach dem 


d’Alembert’fchen Primip und ben- allgemeinen Gefegen ber 
Statif), Dies giebt, wenn c und c! die auf OZ genomme 
nen’ Ordinaten-Werthe von U und U! find, und wenn xy Yo Zo 
die Koordinaten. Werthe des Schwer⸗Punktes vorſtellen, die feche 
Gleichungen (vergl. forgfiltig 0. 37.) 

1) P-cosc— My, tu, ru, = 0, 

2) P.cos#-+-o-Mx, ru, tu), =0, | 

3) P-cosYy+u,-rul, = 0, 

4) Q-c0sv— w(r:dM) = 0, 

5) Q-cosu-+w.Z(yz.dM) — cu, — clul, = 0, 

6) Q-cosi-+w-2(zz-dM)-+ cu, -Feul, = 0. 
Bon dieſen ſechs Gleichungen faͤllt die vierte genau mit ber 


\ 


/ 
t 
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Gleichung ($. 53. 1.) zuſammen, weil das, was dort durch L 
bezeichnet ift (nad) II. Th. 95. 27. 29. — 34.) genau unfer jegi- 
ges Produkt Q-cosv vorſtellt. Diefe Bleichung (4.) giebt alfo 
fogleiih und unmittelbar die Winkel» Gehmwindigfeit o. — Die 
Gleichung (3.) giebt die Summe ber Efchütterungen welche Die 
- Bunfte U und U! längs’ der Are OZ auszuhalten haben (im 
Augenblick des Beginns der Drehung); 8 bleibt aber unbeftimmt, 
tie viel davon auf jeden berfelben fonmt, und es müßte eine 
phnfifalifche Eigenfchaft der befonderen Materie, aus welcher ber 
Körper befteht, benutzt werden, in fo ferne dieſes letztere einer 
Beſtimmung fähig feyn follte. — Die sier übrigen Gleichungen 
(1. 2. 5. und 6.) geben dagegen de. Erfchütterungen — u, 
—u, —ul, und —ul,, welche die Pınfte U und U! parallel 
mit den Axen OX und OY (alfo fenfecht auf 02) auszuhal⸗ 
- ten haben. 


§. 57. 


Befonderer all, wo nurseine eitzige Kraft wirkt. 


Betrachten wir nun zundäcyft Ben kefondern Fall, wo über: 
haupt nur eine einzige ( Stoß») Krafı P wirft und biefe noch 
in einer Ebene, welche uf der feften Dreh: Are TU! fenfredht 
ſteht. — 

A. Sn dieſem beſonderen Falle laſen wir die Ebene XOY 
mie diefer Ebene der Kraft P sufammenfallen, und indem wir 
nun P parallel mit fi) nach dem Purkte O fortrücen, bekom⸗ 
men wir in O diefelbe Kraft P, welche mit den Axen OX und 
OY biefelden Winkel © und 4 macht, wie Die gegebene; außer: 
dem aber tritt ein Gegen-Paar hinzu, welches in derfelben Koor: 
dinaten- Ebene XOY liegt, und deffen Moment Q = P-p fl, 
wenn wir unter p die fenfrechte Entfernung ber 
Richtung der gegebenen Kraft P von ber Dreh⸗Axe 
UU«OZ), oder von dem Punkte O vorftellen und po: 
fitio oder Hegativ genommen, je nachdem P von OY 
nach OX hin, oder in der entgegengefeßten Richtung drehen 
würde. Die ſechs Gleichungen des ($. 56.) werben nun fo: 


’ , 
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1) P. cos æ — w-My,-Fu, + u, — 0, 
2) P.cos w-Mx, +u1,--u, = — O, 


3) u,tru, = 0, 
4) Pen — 0. 3(rr.dM) — —= 6, Ä 
5) o(yz-dM)— cu, — cu, = 0, 
6) 0 Zar-dM)-+ cu, +chuf, —=(, 


- wo die Gleichung (3.) zeigt, was auch an fi fchon in die 
Augen fällt, nämlich, daß dasmal eine Erſchuͤtterung ber Are 
OZ oder UU! längs ihrer Richtung gar nicht erfolgt. Be 
ſtimmen wir nun bie Erfchütterungen —u,, —u,, —u/, und 
— ur. Nücen wir die Erſchuͤtterungen —u, und —u, pa 
rallel mit fi) nach) O fort, und vereinigen wir fo bie beiden 
mit einander parallelen Erfchütterungen —u,.an U, und —ul, 
an U’ (nach IH. Th. $$. 23. 26.) in eine durch O gehende und 
mit OX zufanimenfallende Erfchütterung 

7) = —u, —u, 
und in dag zugehörige, in der Ebene XOZ liegende Gegen-Paar 
von Erfchütterungen, deffen Moment 

8) ... mM=a,+cul, 

if, wo mir bie pofitive Richtung des Segen: Paares in der 
Koordinaten- Ebene XOZ, von OX nad) OZ hin vorausgefeßt 
haben. (Vergl. II. Th. $. 17.). 

Vereinigen wir bie andern beiden mit einander parallelen _ 
 Erfchütterungn —u, an U, und —u/, an U!, ebenfalls in 
eine durch O gehende und mit OY zufammenfallende Erfchüt- 
terung 
9) Y= —w—ul,, 
und in das zugehörige, in ber Ebene VOZ Hegende Gegen: 
Paar von Erfchütterungen, deffen Moment 
10) m — ca, — chi, 
ift, wenn man bie pofitine Richtung dieſes Segen: Paares von 
OY nad) OZ Hin voraugfeßt. 
Nun Hat man (aus 1.2.5. und 6.) zur Seliomung dieſer 
Werthe X, Y, m’, mi! ie vier Gleichungen 


— 


x 


ı Bleichungen 


‘ 
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X = P.osa-- o-My,, 

Y = P.cosf-+u-Nx, 

m!’ = w-.I(yz-dM), 

m!= &Z2(xz-dM), 

während in allen diefen Gleichungen flatt w ihr (aus 4. gezb⸗ 
gener) Werth 


u) 


— _Pp 
u (r?.dM) . 


geſetzt werben muß. 


Bereinigen wir ferner die beiden Erfchütterungen X und Y 
an O in eine einzige Verfammlungs- Kraft S, welche mit ben 
Aren OX und OY bie Winfel a, und A, macht, fo hat man 


zu der Beſtimmung ber Größe und Lage von S die beiden Glei- 


chungen 
12) 


S-cosa, = X = P.cos« — w-My,, 
S-cosf, = Y = P-cosf-+ »-Mx,. 

Vereinigen wir die beiden Gegen: Paare von Erfchütterungen 
in den Ebenen XOZ und YOZ, deren Momente m! und m’! 
find, in ein einziged, welches mit feiner Ebene durch OZ geht, 
deffen Are alfo in der Ebene XOY liegt, fo find die Winkel u, 
und »,, welche die pofitive Richtung ber Momenten: Are mit 
den beiden Koordinaten: Aren OX und OY macht, fo wie das 
Moment m, dieſes einzigen Gegen: Paares, gegeben durch bie 


m,cosu, = in! = w-3(xz-dM), 
‚( mycosv, = m! = w.I(yz-dM); 
(nad) IL. Th. $. 18.). | 
B. Exiſtirt nun die DVerfammlungs: Kraft S in O, und 
noch dag zugehörige Gegen-Paar m, wirklich; d. h. findet fich 
weder S=0 noch m,=0, fo find folgende zwei Fälle möglich: 
a) Entweder die Kraft S faͤllt mit ihrer Richtung nicht 
mit ber Ebene des Gegen⸗Paares m, zufammen, und dann läßt 
fi nicht8 weiter machen. — Höchftend kann man in biefem 
Falle die beiden Erfchütterungen —u, und —u, an U, in eine 
einzige R vereinigen, welche an U fenfrecht auf OZ wirkt; — 


13) 


S 





. 


€ 


$.57.B. Anfangs⸗Drehung um eine feſte Axe. 141 


während auch an' V die beiden Erſchuͤtterungen —u und —u, 
in eine einzige Erfchütterung R’ vereinigt werden koͤnnen, die 
ebenfalls auf OZ fenfrecht, aber nicht mit R in einer und der: 
felben Ebene wirft. I 
‚ b) Oder es fallt die Richtung ber Erſchuͤtterung S mit der 
Ebene des Gegen: Paares m, zufammen. Dieß ift allemal, aber 
auch nur dann der Fall, wenn 
C08 &rC08U,-+ C08 Py-Co8sV, — 0, 
d. 5. wenn 
vr (P-cos& — 0:My ,)-Z(xz-dM) 
© | +(Prcosß-+- «Mx,)-S(yz-dM) 
oder, im alle flatt » fein Werth gefeßt wird, wenn 
| [cos &-&(r?-dM)—pMy,]-Z(xz-dM) ) __ 
OT f00s-Zr-dM)-HpMs]-2g2-AM)| 
if. — Sin diefem Falle vereinigt ſich S mit m, in eine einsige 
'Erfchütterung, welche der Größe nach biefelbe S ift, mit der 
Richtung der Verfammlungs: Kraft S in O parallel laͤuft, alfo 
mit den Axen OX und OY noch biefelben (in. 12. beflimmten) 
Winfel a, und A, bildet, welche .aber einen andern Punft O⸗ 


3 


der Dreb- Are angreift, deſſen Entfernung c, von O, aus ber 


Gleichung 


, m, 
1 Co — Ss’ 


gefunden twirb (nad) II. Th. $. 29. G.). Weil aber in dem 


felden Falle diefe einzige Kraft S an O!. fogleich wieder in bie 
beiden Kräfte S-cosa, und S-cosß, zerfällt, die ebenfalls an O! 
wirken, aber bezuͤglich in den Ebenen XOZ und YOZ liegen, 


ſo iſt S.cosa, an O! bie einzige Kraft, in welche fich diesmal | 


auch die Kraft X an O und das dazu gehörige Gegen-Paar m! 
in. XOZ vereinigen laffen; — während noch S-cosß, an O! bie 
einzige Kraft ift, in welche Y in O und bag zugehörige Gegen-Paar 
m''in YOZ vereinigt werden fünnen. Daher ift (nach demfelben 
$. 29. G. II. Th.) auch noch, wenn c, den (pofitiven oder negati- 


ven) Drbinaten- Werth von O! vorfielt, _ 
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vo —m! — — m! — — 0: 3(yz-d4M) 
IT X T Season,  Preoosa—o-NMy’ 
To wie auch 
no m mM @={xz.dM) 
I TU TO Sch B. My,’ 
Vergleicht man dieſe beiben leßtern Werthe von c, mit ein- 
ander, fo erhält man wieder die Bedingungs⸗Gleichung (0) 
Ä ober (O. . r 
C Iſt m,=0, alfo m—=m!=0, b. b. ift Z(xz-dM)—=0 
und zugleih I(yz-dM)=0; d. h. ift die Dreh: Are OZ ‚oder 
UU! eine zu dem Punkte O gehörige Haupt⸗Dreh⸗Axe; ift aber 
nicht zu gleicher Zeit S=0, — fo tritt derfelbe Fall ein, wie 
in (B. b.), d. 5. es exiſtirt wiederum nur. die einzige Erfchütte- 
rung S, welche aber dasmal durch ben Punkte O felbft bindurch⸗ 
geht, für welchen OZ eine Haupt⸗Dreh⸗Axe iſt *). 
D. Iſt 8 0O, d. h. X— V 0, naͤmlich 
A P.cos æ — w:My, = 0, 
(gr) und P-cosf-+w-Mx, = 0, 
oder, wenn man flatt w feinen Werth fubftituirt, ift 
(dee cos «-Z(r?:.dM)—pMy, = 0, 
. (di | und cosf-Z(1?:.dM)-+pMx, = 0, 
fo ift allemal und auch nur dann das Gegen- Paar von Er; 
ſchuͤtterungen allein vorhanden, defien Ebene und Moment m, 
aus den Gleichungen (A. 13.) ihre Beftimmung erhalten. Die 
Stöße —u, und —u/, bilden dann felbft ein Gegen⸗Paar, 
deffien Moment m! = w-3(yz-dM) tin A. 11.) bereits gefun: 
den worden iſt; — mährend in demfelben Falle auch die bei: 
den Stöße —u, und —u/, ein bloßes Gegen-Paar bilden, def: 
fen Moment m! = »3(xz-dM) ift. | 
Diefe beiden Bedingungs⸗ Gleichungen (Ji) oder (JE) af 
fen fich aber durch je ie andere erfegen, die aus einem dieſer 





*) Iſt in (B. b.) bloß der Punkt O“, oder in ©) bloß der Punkt 
O abſolut feſt, fo beginnt die Drehung um OZ eben fo, wie wenn die 
ganze Dreh⸗Axe feſt wäre. 
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.Paare (Zi, oder JS.) dgeleitet werden koͤnnen. Bringt man 
daher die Glieder pMy,und pMx, auf die andere Seite, und 
— dividirt man zuerſt ie entfiehenden Gleichungen durch ein: 


ander, — quabrirt und addirt man aber auch diefelben Glei⸗ 


chungen, — fo erhält mn 





c08& +!= —0, oder 1b cos ß —0, 
(dr cos ß C08 & 
und 


3(r-dM)= ==pMr,, oder P= % Mr, 


vn n= +VarF gefegt wird, ſo daß r, bie Entfer⸗ 
nung des Schwer⸗Punks von der Dreh⸗Axe bedeutet und wo 
die obern (+ ober — )Reichen gelten, wenn p poſitiv, die uns 
tern dagegen, wenn p Yativ in Rechnung gebracht worden ift, 


‚weil der Ausdruck recht (wie der zur Linken) in diefen Ießtern 


Gleichungen immer pofo feyn muß. — Die erftere diefer Gfei- - 


chungen (1) zeigt, da jetzt die Richtung des Stoßes P fent: 
recht fteht. auf der Ebe, welche Die Dreh-Are OZ mit dem 
Schwer: Punkte verbind*), während die andere der Gleichun- 
gen (Ts) die Größe r Entfernung Sp (der Richtung bes 
Stoßes von der Dreh: Ay angiebt; — auch in ihrer zweiten Form 
zeigt, Daß der Stoß Hleich ift der „Größe der Bemegling 
des Schwer⸗Punktes, van in felbigen die ganze Maffe M con: 
centrirt gedacht wird. 

Sind alſo Diefe beit Bedingungen allein erfült, ſo bilden 
die Erſchuͤtterungen an und U! (im Augenblicke des Stoßes 
P) ein bloßes Gegen⸗Pr, deffen Ebene und Moment cm A: 
13.), berechnet find. 

E) Endlih kann ih m, = 0 und gleichgeittg s- =0 


ſeyn. Dann allemal, ıd auch nur dann, erleidet die Dreh: 


*, Man ficht dieß nc leichter ein, wenn man bie Ebene XOZ 
durch den Schwer⸗Punkt gm läßt, ſo daß „=0 md u —=n mir. 


Die erftere der Gleichungen 7,) giebt dann cosa—= 0, d.h. «= WM, | 
alfo P fenfrecht auf die durden Schner Punft und die Dreh⸗Axe ger ’ 


hende Ebene. 


u 
x 
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Are (im Augenblicke des Stoßes P)gar Feine Erfchütterung, . 


und ift daher eine freiwillige (axespontane de. rotaticn). 
Diefe Erfcheinung tritt alfo allemal eit fo oft die in (C. und 
D,) gemachten Bedingungen zu gleiche Zeit erfüllt find. 

fe alfo OZ eine zu dem Punkte I gehörige Haupt⸗Dreh⸗ 
Are des Körpers, und denkt man ſichin O fenfrecht auf dieſe 
Haupt: ‚Dreh: Are eine Ebene, fo liegeiin diefer Ebene bie bei- 
den andern, zu demfelben Punkte O geirigen Haupt-Dreh:Aren. 
Wird dann in biefer Ebene ein StofP geführt fenfrecht auf 
. die Ebene, welche den Schwer-Punfimit OZ verbindet, von 
‚der Are OZ um \ | 

| >) = 2 
Mr, 

entfernt, too r, die Entfernung des chwer⸗Punktes von der 
Dreh: Age vorftellt, — fo erleidet Diedreh: Are gar feine Er⸗ 
ſchuͤtterung (im Augenblicke bes Stoß) und der Körper bes 
ginnt daher die Umdrehung um Die Haupt: Dreh-Ure OZ 
freiwillig, und ohne daß biefelbe irgendvie feft zu. feyn braucht. 

In dieſem Tale wird der von OZim Ep entfernte Punkt, 
wo der Stoß P ber, den Schwer⸗Put mit OZ verbindenden 
Ebene begegnet; der Mittel: Punkt :8 Stoßes genannt. 
°F. Säeztzt man in allen diefen KRedungen voraus, daß OX 
und OY fo gelegt fi fi nd, daß die begiiende Drehung (mit ber 
Winkel⸗Geſchwindigkeit w) von OY ach OX hin wirklich er» 
folgt, fo find vermöge der Annahmew und p immer pofitio, 
und von dem Doppel: Zeichen: in =Fıoder Ep ift dann alle: 
mal blog +w oder -p zu nehmer PVertaufchte man aber 
dann die Koordinaten-Aren OX und C mit einander, fo würde 
p. negativ genommen werden müffen,ınd dann würde auch w 
einen negativen Werth annehmen, in ferne (aus A. 4.) 


gefunden wird, und diefer negativeßerth von » müßte dann | 


überall ſtatt w gefegt werden. 


$. 58. 





\ 


nt 
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3 $ 58. . 
Wenn in diefem beſondeten Selle bie Dreh⸗Axe durch ‚den Sancr- 
Punkt geht. 

Wir haben in dem vorſtehenden 57. BF) ſtillſchwei— 
gend vorausgeſetzt, daß die Dreh⸗Axe nicht durch den Schwer: 
Punkt gehe, daß alſo nicht.zu gleicher Zeit = y, O ſey. 
Betrachten wir num den Fall, wo die Dreh⸗Axe OZ durch den 
Schwer⸗Punkt geht, d. h wo x,— y * 0 ift, beſonders, und 
ſehen wir zu, wie fich:in dieſem Falle die Erſchuͤtterungen — u, 
und — u, an U, desgleichen —u!, und — ul, an U! (im Au⸗ 
genblicke dee Stoßes P) geſtalten werden. J 

1) Die Gleichungen (6. 57. A. 11. 12) laſſen (eben! daß 
die Erfchütterung S der Dreh; Are in.O nun mit. dem Stoße 
P ſelbſt parallel laͤuft und letzterem gleich iſt; während das zu⸗ 
gehörige Gegen: Paar m, von Erſchuͤtterungen immer noch von 
den Momenten: Summen: Zixz-dM) und 2Xyz-dM) allein. und 
gerade fo .abhängt, mie. wenn die Dech / Are nicht durch den 
Schwer: Punkt ginge. ’ 

2). In dem Zalle. ($. 52. B. b.), wo alle Erfchuͤtterungen 
ber Dreher Art -fich in "äne einzige vereinigen laſſen, wird jetzt 
biefe einzige Erfchütterung S wiederum mit .P. parallel und dem 
P gleich ;. dagegen beſtimmt fich der auf. OZ genommene (poſi⸗ 
tie, ober .negative) Orbinaten: Werth c, des. Angriffs» Punktes 
O dieſer eingigen Erſchutterung 86* P) aus der eiwas einfa⸗ 

hen Gleichung 
0 Z(yurdM) _ | ga) * 


Bus: P.cos® _. -c0sa.2(r.dM)’ 

oder 
IM „irn dM) p-&(xz-dM) 
9 P. cos . * .c08ß->(r?.dM) 


J Die: Bebingungs Gleichung. (©. oder C.) aber, welche er; 

fünt feyn muß, damit dieſer Fall (B. b.)" eintritt, wird jetzt eben⸗ 

falls etwas einfacher, nämlich bloß nn 
(OO *  cosa-Z(xz-dM)+cosß- ‚S(yadM)—=0; 
IH. . [10] 
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und diefe Gleichung laͤßt fich durch die Richtung bed Stoßes 
P gang allein erfüllen, während bie Entfernung p dieſer Rich⸗ 
tung von. ber Dreh» Are Babei ganz unberührt bleibt *). 

3) Der Fall ($. 57. C.) unter ber jegigen Vorausſetzung 
(daß die Dreh Are durch den Schwer⸗Punkt geht) angefehen, 
bietet nichte beſonderes. Er, ift derfelbe fo eben (in 2.) betrachtete, 
nur daß O’ jetzt in O felbft faͤllt. Man ſieht bloß, dag wenn bie 
Dreh⸗Axe eine zu dem Schwer⸗Punkte und daher (nach $. 51. I.) 
auch eine zu jedem anbern O ihrer Punkte gehörige Haupt: Dreb- 
Are if, — dann derjenige Punkt O biefer Haupt: Dreh: Are, 
welcher von ber durch P auf biefe Drebs Age fenkrecht gelegten 
Ebene getroffen wird, eine Erfchütterung S (gleich und parallel 
mit P) erleidet, und daß diefe Erfchütterung bie einzige ift **). 

-4) Der Fall ($. 67. D.), daß nämlid, die Gefammt- Er: 

fchütterung der Dreh: Are (im Augenblide bes Stoßes P) bloß 
aus einem Gegen⸗Paare befiche, kann jebt, mo wir ung bie 
Dreh⸗Axe durch den. Schwer⸗Punkt gehend denken, gar nicht 
eintreten, weil bie Bebingungs,» Gleichungen gu P==0 führen 
wuͤrden. 
5) Eben fo wenig kann aber, wenn die Dreh⸗Are durch 
den Schwer⸗Punkt geht, ber Fall ($. 57. E.) eintreten, d. h. 
der Fall, daß eine einzige Kraft P in einer auf OZ fenfrechten 
Ebene wirkend, um OZ eine beginnende Drehung hervorbringen 
könnte, ohne bie Dreh⸗Axe in demſelben Augenblicke zu erfchät: 
tem. Cine. folche einzige Kraft P kann baber nie eine freiwil: 
lig beginnende Drehung um eine Are hervorbringen, weiche durch 
den Schwer⸗Punkt des Körpers gebacht worden ift. 

Anmerf. Am Schinffe diefer ($$. 57. 58.) muß noch ein 


*) Diefe Bedingungs Gleichung (O C) drüdt (nach $. 49. Nr. 3) 
aus, daß die Summe der fintifchen Momente aller Dreh Kräfte ru-dM 
in Bezug auf die Durch O mit der Nichtung ber Kraft P_ parallel gelegte 
Momenten Are OX’ der Null gleich if. 

**) Iſt daher (in 2.) bloß der Punkt O’, oder (in 3.) bloß der Punkt 
O, abſolut feft, fo beginnt die Drehung um OZ gerade fo, wie wenn die 
‚ganze Dreh⸗Axe abfolut feſt wäre. 
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mal bevorgeheben werben, daß wenn ber Stoß P- von einer 
‚Maffe mi herruͤhrt, deren Punkte alle im Augenblicke des Stoßes 
einerlei Geſchwindigkeit ˖ v in parallelen Richtungen haben, welche 
mit den Aren OX und OY bezüglich die Winkel « unb -# ma- 
chen, dann allemal und überall mv flatt P gefeßt werben muß, 
ſobald noch vorausgefeßt wird, daß m an M haften bleibt. 
Die Entfernung p bezieht ſich dann auf bie Richtung des Schwer: 
Punktes von m im Augenblicke des Stoßes (vgl. $. 6.). Dann 
aber muß noch vorauggefegt werden: 1) daß der Stoß wirklich 
an einem Punkte erfolge, ber in der Richtung Biefer durch ben 
° Schwer: Püunft von m gebachten Kraft mv liegt; 2) daß bie 
ſtoßende Maffe m an der geſtoßenen M hängen bleibt; und 3) 
daß in allen vorfichenden Formeln ftatt M bie Gefammtmaffe 
M-+m, welche in Bewegung gefegt iſt, ſubſtituirt wird, und dag 
auch die Summen I(xz-dM), I(yz-dM) und I(r’-dM) überall 
über die Gefammtmaffe M--m fich erftreffenb gedacht werden. 


u 59. 
Die Erſchätterungen der Dreh⸗Axe im allgemsinen Takte. 


In dem allgemeinen Falle (des $. 56.), wo beliebig viele 
gleichzeitige Kräfte P,, P., ꝛc. wirken, die jedoch alle in eine ein: 
zige Kraft P vereinigt find, welche Durch den beliebig gewählten 
Urſpeung O der Axen hindurch geht, und das zugehörige Gegen⸗ 
Paar, defien Moment Q iſt, — baben wit Die Sumnie der 


Erfchütterungen — (u;-Fu/s), welche bie beiden Pundte U and 


U' längs der Are TU! felbft ‚auszuhalten Haben == P-eosy 
(aus der Gleichung $. 56. Nr. 3.) bereits gefunden. Wir: wol: 
len jetzt für benfelben allgemeinen Fall aus den: Gfeichungen 
($. 56. Nr. 1. 2. 5. und 6.) abermals die auf. die Dreh⸗Axe 
fenfrechten Erfchütterungn — u, — u, —w, und — ul, naͤ⸗ 
ber betrachten, und zwar genau nad) dem Voebilde der (68. 
57. 58.). 

A. Mir vereinigen —u, und —ul, in die einzige Er: 
ſchuͤtterung X, welche mit OX zuſammenfaͤllt, und in das zuge⸗ 

10 €, 


— — — — 
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hörige Gegen: Paar von Erfchütterurigen, welches das Moment 
m! bat. — Wir vereinigen eben fo die Erfchütterungen — u, 
und —u/, in bie einzige Y, welche mit OY zuſammenfaͤllt und 
in das zugehörige Gegen: Paar, welches dag Moment m’! hat. 
ir finden dasmal wiederum 
X = P.cos« — o-My,, 
| Y= Prcos ft u-Mixs; u 
1) | dagegen | 
: )| mM = «&(yzdM)-+-Q-cosu, 
mi= 0 <&(x2:dM)-FQ-cos}, 


Indem für bie in den Koordinaten: Ebenen XOZ,. YOZ liegen: 
den Gegen «Paare, die Richtungen von 0x nach OZ, und von 
OZ nad) OY hin, als die pofitiven gedacht find, fo daß m’ 
und m’! pofitive auch negative Werthe annehmen Fünnen. 

Wir bilden wieder die Verſammlungs⸗ ‚Erfchütterung S, aus 
X und Y, naͤmlich 

2) S-cosa, =X un S.c08 ß, ==,Y, 
twelche den Punkt O angreift, fenfrecht auf OZ, und welche mit 
den Axen OX und OV die Winfel vw, und A, macht. - 

Wir vereinigen eben. fo die Gegen-Paare m! und mi! in 
ein einziges m, mittelft der Gleichungen | | 

3) m,cosl, = mil und M)°C089, — = m, 
wo u, und v, ‚die Winkel find, welche die in XOV liegende 
Are des zu S in 0 gehörigen - Gegen: Paares von Erfchütterun- 
gen mit OX und OY macht, während m, das Moment dieſes 
zugehoͤrigen Gegen⸗Paares vorſtellt. 

B. Wir unterſcheiden wieder: 

a) Wenn in O, nicht in bie durch O gedachte Ebene 
des Gegen⸗Paares m, faͤllt, wo dann bie mit der Ebene XOV 
parallelen Erfchütterungen der Dreh⸗Axe (im Augenblicke der 
Stöße) auf zwei nicht in einer und berfelben Ebene: liegende Er⸗ 


ſchuͤtterungen ſich uruckſühren laſſen. 
b) Wenn nen, 





“ 


t 


x 
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cos &,:C08 U, 4 C08 P,°C08Y, == P, 
oder X m!-Ym! = 0 
iſt, d. h. wenn die. Richtung der. (Werfammlungs:) Kraft S in 
O: mit der Ebene des Gegen: Paares zufammenfälle. Darin 
laſſen fich alle Erfchütterungen auf eine einzige zurückführen, 


welche wiederum. —= S. und miebernm fenfrecht auf-OZ wirft, - 


telche aber einen Punft O! angreift, deſſen Koordinaten, 
Werth oo 


mi 


co = "a = 


m’ 
nz 
ift.. 
C. Verfchwindet das Gegen⸗ Paar mo, ſo wird c, — 0 
und der Punkt O faͤllt nun wiederum mit O jufamnyn, genau 
N in (C. des $. 57.), mährend dieſer Fall von dem vorher⸗ 
chenden (B. b.) nicht weiter verſchieden iſt. . 
D. Es fann wiederum‘ S=0 werden. Dies ift der Fall, 
wenn wiederum X=.Y = 0, d. h. wenn wiederum 
" P-cos« —o-My, = 0, 
I | und P-cosf-+w-Mx, = 0, 
d. h. dasmal, wenn. 





c08 © +7 = 0, ode i48 we 
a“ cos . X, 608% 
mb. ZZ = Ä 


P-siny = +=oMtr, 
if, in fo ferne.bie beiden Gleichungen (7) aus denen (J',) 
abgeleitet werben koͤnnen und daher diefe Ichteren erfeßen. 
Die erſte diefee Gleichungen zeigt an, daß der auf die Ebene 
XOY projicirte Stoß P, welchen der Größe nach — P-siny 
ift, der Lage nach auf die durch den Schwer: Punkt und die 


Dreh: Are beflimmte Ebene ſenkrecht gerichtet feyn müfle; oder - 


mit andern Worten: daß die durch die Richtung von P und bie 
Dreb> Are beflimmte Ebene, auf der durch den Schwer Punkt 
und die Dreh Are gegebenen Ebene fenkrecht ſtehe. 


Die andere diefer Gleichungen fagt ung, daß diefelbe Pros 


jektion Prein y gleich iſt der „Größe der Bewegung"! bes Schwer; 


! 
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Punkts, im Falle man fich die ‚ganze Maffe Mein ibm concen⸗ 
trirt denkt. 

Sind alſo dieſe beiden Bedingungen erfuͤllt, fo. bilden bie 
parallel mit ber Ebene XOV wirkenden Erfchütterungm der 
Dreh⸗Axe ein bloßes Gegen: Paar m. Dapı: ift natürlich im- 
mer noch vorhanden die Erfchütterung der Dreh⸗Axe länge ih⸗ 


rer eigenen Richtung, welche == -P-cosy iſt. 


E. Sind aber außer diefen beiden Bedingungen auch noch 
die beiden Bedingungen. m’ —=m!— 0 erfüllt, fo erleidet die 


Dreh⸗Axe gar Feine Erfchütterung ſenkrecht auf diefelbe, fondern 


bloß die Summe der Erfchütterungen P-cosy länge ihrer eigenen 
Nichtung (verfteht fich, immer im erften Yugenblicke des Sto⸗ 
Bes). Man kann in diefem Falle bie Dreh⸗Axe eine gleitende 
freiwillige Dreh⸗Axe (axe spontane glissant de rölatiop) 
nennen. | 

F. Wegen des pofitiven ober negativen Werthes von w 
gelten diefelben Betrachtungen hier, wie in (F. des $, 57.). 


$. 59... 


Man betrachte nun wiederum (mie im $ 58.)- dieſcben Er⸗ 
ſchuͤtterungen (des $. 59.) unter ber Borausfegung, daß die 
Dreh⸗Axe durch den Schwer: Punkt geht, daß alfo u=y—0 
if. Man findet dann hier ebenfalls für den allgemeinen Fall 
wieder ganz analoge Nefultate, wie (im $. 58.) für den beſon⸗ 
dern Fall, mo nur eine Kraft wirkte, die jeboch intereſſant ges 
nug werden, nämlich: 

1) Die Erſchuͤtterung 8 in o faͤllt jetzt mit der Projektion 
P.siny des Stoßes P zuſammen amd iſt ihr gleich. Da nun 
P-cosy (nach 86. 56. Nr. 3.) die Erſchuͤtterung iſt, welche die Are 
O2 in ihrer Laͤngen⸗Richtung erleidet, fo iſt die Geſammt⸗Erſchuͤt⸗ 
terung des Punktes O dasmal eine mit P zufammenfallende und 
gleiche Kraft. — Außerdem wirkt noch das Segen: Paar m, 


von Erfchütterungen (im Augenblicke der gleichzeitigen Stöße 


d. ». des Beginns der Bewegung). 
2) In dem Falle ($. 59. B. b.), two alle Erfehütterungen 


u 
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der Drei: Ape fich in eine einzige vereinigen laſſen, bie durch 
O! geht, wird O! etwas einfacher beftimmt, als wenn bie Dreb- 
Axe nicht durch den Schwer⸗Punkt geht. Diefe einzige Erfchüt: 
terung parallel mit der Ebene XOY ift gleich und parallel mit " 
P-siny, und bie. Geſammt⸗Erſchuͤtterung des Punktes O! der 
Dreh: Are ift daher dem P gleich und parallel. 

3) Der Sal ($. 59. C.); mo m⸗ — O m0, alſo 
m,—0 wird, bietet nichts Neues. — Er iſt der fo eben (in 2.) 
erwähnte; mar daß jegt. O! mit O sufammenfällt. 

4) Die Bebingungen des Falles ($. 59..D.), wo außer ber 
Erfchütterung P-cosy_ in ber Längen: Richtung der Dreh: Are 
nur. noch ein Gegen «Paar von Erſchuͤtterungen ſtatt hat redu⸗ 
civen ſich dasmal auf 

P.cnem. OD. und Preosf = 0; 
alfo, wenn P’nicht Null ift, auf — 
cos it O, ale = = MW; 
cos 4 O, alfo. = 90°; 


- woraus 7 == 0 oder = 180° "hervorgeht. Diefe Bedingung iſt 


alfo erfüht, wenn der Stoß P in ber. Richtung der Dreh⸗Axe 


wirkt. — 


5) Iſt außerdem (daß P in der gichtung der Dreh⸗Ax⸗ 
wirft) auch noch m, — O, alſo m O und m O, fo er 
leidet die Dreh⸗Axe bloß die Erſchuͤtterung P laͤngs ihrer eige⸗ 
nen Richtung und ſonſt Feine weiter; umgekehrt tritt dieſes leg; 


tere Ereigniß ‚nie ein, wenn nicht der Stoß P in der Richtung 


der Dreh: Age geführt wird. 

Diefe Nummern (1. — 5.)- gelten alfo für den Fall, daß 
die Drebs Are durch den Schwer⸗Punkt geht, während voraus: 
gefeßt war, daß beliebig viele gleichzeitig wirkende Kräfte -P!, 
P, 0. ꝛc. die Bewegung verurfachen, twelche aber in eine durch 
O gehende Verfammlungs- Kraft P und in ein zugehoͤriges Ge⸗ 
gen: Paar Q von Bohkten vereint gedacht find. 


$. 60. 
WIN man bloß die Wirkung bed ſtoßenden GegenPaares 


152 ‚Dynamit fefter Körper. Rap. IV. $.60.A. 


Q. allein beurfheilen, ſo muß man in: den- vorſtehenden (8. 59. 
59. a.) P=0 feßen. 
A. Die fechg Gleichungen ber Bemegung se dann 
über- in; 
1%. ra = 0, 
2)  e»Nyv kn tu, = (0; “ ei. 
ZueT ) ra us -Fu, .. 
4): Qrscosr—w-S(r.dM) = 0, ur in 
5) Qeamka- yr-dM)— ob, — ch, = 0, 
6) QreosA-+w-I(xz-dM)+ cu, +clu, =. 0. 

Dasmal findet alſo längs der Dreh⸗Axe gar feine Erfchüt- 
terung flat, wie die (3.) zeige. — Die (4) giebt die Winkel: 
Geſchwindigkeit, wie wir fie bereits (im $ 53. Anmerk.) für 
diefen Sal gefunden haben. Die: (1.2: 5. und: 6.) beftimmen 
die Erfchlütterungen der Dreh⸗Axe, welche im ‚Uugenbliffe des 
Stoßes des Gegen: Paares ſenkrecht auf diefe Age erfolgen. 

Wir finden. aber. (aus $. 59.) für P= 0. 

: X — 6Myo, 
!Y .= -+o-Mx,- 
7) .g und Ä 
a mim 0. ZlyzdM)-FrQR-cosu, _ 
mil ie.»0-.3(xz-dM)-+OQ-cos}. 

Aus X und Yan O, ſetzt ſi ich wieder 8 zuſammen witrelſ 

der Gleichungen 
8) S. cos My, und S:eos = RM, “ 


fo daß N N - 
| le, _MraQreosy 

J 5 = uMr = a un: un 
9), v und 
Te =0, ‘oder 14-22. —— 


cos 0 X X, cOos u 


wird. Dieſe Erſchuͤtterung 8 ſteht alſo immer ſenkrecht auf der 

durch den Schwer⸗Punkt und die Dreh⸗Axe beſtimmten Ebene. 
Außer dieſer, den Punkt O erfaſſenden auf OZ ſenkrechten 

Euſchuͤtterung S, findet num noch ein Gegen⸗Paar non Exrſchuͤt⸗ 
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terungen ffatt, deſſen Moment, Ebene und Wihtung (ua 55 59. 
Nr. 3.) aus ben‘ Gleichungen -- -:.. . 
10)... mooeu, 5.0", und —*& = m u 
ſch beſtimmt. 
B. Eine nun 5. mit mo. in. einen und. dei see, 


% fh - 

Komik Yon = — 0, 
F tn, Yon xls aan 
cos Xr⸗. dM)-Fcosv-S(yz-dM) - 


... Je st 
© un Ke * cos . S. IM)cos v. & · dM) 


ſo vereinigen ſich alle Erſchuͤtterungen der Dreh⸗ Ure. (im Augen: 
blitfe des Beginns der Drehung) in eine. einzige,. welche den 
Mut € O' angreift, der von O um 





. 
Mo .: 
“ 


. hi * 


— J 83 Dez 
entfernt, ober deſen Koordinaten· Werth 
Ds m _ m 
RT 

if. u 

a8 zu gleicher Zeit die Dreh) de eine Haupt: Dech⸗ Are, 
die zu dem Punfte O gehört, fo vereinfacht fich dieſe Bedin⸗ 
gung (O) und fie geht dann über in | 

00: Ja _ cos. 

Or As Tegosh 

Diefe letztere Gleichung Tagt aber, daß: die Ebene des Ge: 
gen: Baared:O: auf der. durch" den Schwer⸗Punkt und die Dreh 
Are gelegten Ebene fentrecht ſteht. — Iſt alfe diefe Bedingung . 
(C) rerfuͤllt, und. tft bie Dreh: Are eine zu dem Punkte O ges 
hörige: Haupt: Drei: Aper ſo vereinigen ſich alle Erfchütterungen 
in eine einzige: durch den Punkt O gehende und auf der Dreh⸗ 
Are fenfrechte Erfchütterung. Und ber Abſtand Co des Punktes 
0' von 2 iſt jetzt N 
cos 4-ZI(r?- -«dM) _ e0sk:Z(r”.dM) 

covMy ° covrMn, 


x = 
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C. Berfchwindet das Gegen⸗Paar in, gänzlich, fo faͤllt Der 
Punkt O! des vorigen Falles mit dem Punkte O zufammen, und 
außerdem ft Der jegige Fall von dem vorigen (B,) nicht ver: 
ſchieden *). 

‚Die Bebingungen aber, unter denen ber jebige Zall eintritt, 
laſſen ſich (da fie nm’ = 0 und mu — 0 ausgefprochen 
find) fo fchreiben: 

Sen cos u-3(r".dM) 4089. E(yz-dM) = 0 

(2) und cos -3(r?-dM)-Fcosv-&(xz-dM) = 0: 

Diefe beiden Bebingungs- Gleichungen aber, in Verbindung 
“mit c081?-}-cosul-4-cosy? — 1, geben bie Lage der Ebene 
des ſtoßenden Gegen⸗Paares. Man ſetze naͤmlich | 

w-3(xz-dM) = m,, 0.Xyz-dM) — =, 
und o-3(r”.dM) = m,, 

fo dag m,, m, und m, die Summen der ſtatiſchen Momente 
find aller Dreh⸗Kraͤfte ro-dM in Bezug auf die Momenten⸗ 
Axen OXx, OY und OZ (vgl. $. 37); dann finder‘ man aus 
vorfiehenden Bebingungs-Sleichungen fogleich: 

m, . 
Vm — 

Mn. Eu 9— 
VYm?’+m,?-+-m,? 

a 

C0O8V = — 
| Yn?’+m — 

Diefe 3. Gleichungen druͤcken aber aus, daß die Ebene des 
ftoßenden Segen: Paares Q mit Der Ebene der größten ſtatiſchen 
Momenten: Summe aller Dreh Kräfte rw-dBE (welche nad) $. 
34. d. II. Th. die. Haupt⸗Ebene biefer Dreh» Kräfte genannt 
werden muß) zufammenfällt, ſobald beide durch den Punft O 
gelegt werden, und für leßtere ber Punkt O0. ‚sam Eentrum ber 
Momente genpmmen: wird. 


cosi —= 


Se Loos == 





“) Iſt daher in (B.) bloß der Punkt O’ oder in (C.) bloß der Punkt 
O abfolur fett, fo beginnt die Drehung (im Augenblicke des Stoßes) ger 
zade fo, wie wenn bie ganze Are OZ ſeſt wäre. 
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Mah wird aber dabei nicht uͤberſehen, daß in den Gleichun⸗ 
sen (8) zur Rechten bie Winkel⸗Geſchwindigkeit w'fich wegdi⸗ 
viditt, To daß alſo die Lage dieſer Ebene der größten Momen⸗ 
ten: Sanmme, nicht von ber Größe bes ſtoßenden Gegen⸗Paa⸗ 
res abhängt, d. h. nicht von ber Größe ber Winkel⸗ Geſchwin⸗ 
digkeit, welche letztere erzeugt. 

Weil aber aus (A. 4. 

u - Qrcosv —= u I(r-dM): = m, 
nſt, fo folge ans dieſem Werthe von dosv noch 
Yn’+m’+m'! = O; 
d. b. das Moment Q des ſtoßenden Segen: Paares if, wenn 


. ber gegenwärtige Fall eintritt, allemal ber größten Summe der 


ftatifchen Momente (der Projektionen) aller Dreh: Kräfte rw-dM 
gleich. 
Iſt bie Dreh Are eine zu dem Punkte O gehoͤrige Haupt: 


Dreh⸗Axe, fo find. die beiben Bedingungen (9) allemal ef 


fobald 
cou = u und cool — = 0 


if; d. $. wenn die Ebene des Gegen⸗Paares auf dieſer Haupt⸗ 
Dreh⸗Axe ſenkrecht ſteht. — In dieſem Falle erleidet alſo der 
einzige Punkt O der Dreh⸗Axe, fuͤr welchen fie Haupt⸗Dreh⸗ 
Are jſt, eine Erſchuͤtterung ſenkrecht auf die durch den Schwer⸗ 
Punkt und die Dreh⸗Axe gelegte Ebene, und dieſe Erſchůtte⸗ 
rung iſt der Größe nad) 

O:M- Nr, 
Fon, = za.) 


D. Der Sall, wo bie an O toirfende, aus X und Y zu⸗ 


ſammengeſetzte (Verſammlungs⸗) Erſchuͤtterung S der Null gleich 
wird, fo daß bloß dag Gegen⸗Paar m, von Erſchuͤtterungen der 


Dreh: Are ſtatt findet, kann nur dann eintreten,’ tritt aber dann 


allemal ein, wenn die Dreh⸗Axe durch den Schwer » Bunte geht. 

- E. Beht alfo- die Dreh⸗Axe buch den Schwer: Punkt und 
find außerdem noch bie Bedingungen (C. I) erfüllt, d. h. fälle 
die Ebene der größten Momenten-Summe aller Dreh: Kräfte 


=. —— — —— — —— — — =. — — — — — 


' / 
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rw-dM, ımipr der Ebene des ſtoßenden Gegen: Paares Q sufam- 


men, fo erleidet die Dreh⸗Axe gar Feine Erfchütterung, und. fie 


ift daher dann eine freiwillige, um welche die Drefung im 


Augenblicke. des Stoßes begiunt, auch wenn ber Körper gan 
frei iſt. 

Iſt alfo namentlich bie Dreh⸗ Axe eine durch den 
Schwer⸗Punkt gehende Haupt⸗Dreh⸗Axe und die 
Ebene des Gegen⸗-Paares Q fenfrecht:baranf, fo er: 
leidet Die Dreh⸗Axe nie eine Erfchütterung, ſondern 
fie iſt immer eine freiwillige 

F. Die Winkel: Gefchröindigfeit findet immer im Sinne der 


Prejeftion des Gegen: Paares Q, auf bie Ebene XOY, flatt. 


§. 60. a. 


Seht in bemfelben Sale des ($. 60.), wo ein bloßes Ge: 
gen: Paar von Kräften gleichzeitig: ſtoͤßt, die Dreh⸗Axe durch 
den Schwer⸗ Punkt, fo iſt bloß das zu beruͤckſi ichtigen, was fo 
eben (im $.60. D. und E.) und bereits unter diefer Vorausſetzung 
gefagt iſt. Dies läßt fich In folgende Wahrheiten zuſammenfaſſen: 

1) Die Dreh⸗Axe leidet, im Falle fie durch den Schwer; 
Punkt geht, allemal und unbedingt, entweder nur ein Gegen 
Paar ‚von Erfchätterumgen, wie folches (im -$: 60. A. 7. u. 10.) 
näher beftimmt iſt; oder fie erleidet gar keine Erfchütterung. 

2) Sie erleidet gar Feine Erfchätterung, fo oft die Ebene 
des ftoßenden Gegen⸗Paares Q mit ber Ebene der größten Mo⸗ 


menten⸗Summe ber Dreh: Kräfte ry:dM gufammenfällt; und 


das Moment Q ift dann derſelben größten Momenten: Summe 


gi 
3) Sie erleidet aber auch gar keine Erſchaͤtterung, ſo oft ſie 


“eine, zu dem Schwer⸗Punkte gehoͤrige Haupt⸗Dreh⸗Axe iſt, 


und die Ebene des Gegen⸗Paares ſenkrecht darauf ſteht. 
Anmerk. Wir haben in der Aufgabe (des $. 53.) zwei 
fefte Punkte U und U! angenommen, welche bie feſte Dreh: Are 
bilden follen, und mir haben die Erfchütterungen gefucht, welche 
dieſe Bunfte beim Beginn der Drehung erleiden. — Nimmt 
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man dagegen überhaupt eine feſte Dreh⸗Axe, fo kann man’ eben 
ſo gut dieſe Punkte als auch andere zwei Punkte derſelben neh⸗ 
men und nach den Erſchuͤtterungen fragen, welcht dieſe anderen 
Punkte erleiden waͤhrend die erſteren dann von jeder Erſchuͤtte⸗ 
. rung frei find. Died giebt natuͤrlich Feine andere Rechnung, 
wenn man nur jedesmal in den vorfichenden Rechnungen flatt 
c und c! die Koordinaten Werthe derjenigen zwei Punkte ber 
feften Dreh: Are ſetzt, welche als ber Erſchuͤtterung der Are wi⸗ 
derſtehend angenommen werden. 


§. 61. 


Weil in den vorſtehenden Unterſuchungen ($. 53 — $ 60 a.) 
alles nur auf. ben Augenblick fich bezieht, -in welchem der Stoß 
oder. die Stöße toirfen und bie Drehung beginnt, fo fann 
man fich noch fragen, was nachher erfolge; — ob die Drehung 
mit berfelben Eonftanten Winkel » Sefchtwindigfeit w fortdauert, 
oder nicht? — ob während der Fortdaͤuer ber Drehung bie Dreh: 
Are, nachdem fie die erſte Erfehütterung überfianden hat, noch 
anderweitig und dauernd einen Druck erleidet, oder nicht? u. 
d. sl: m. j 
l. Da aber beim Beginn der Drehung jeber Puntt dieſelbe 
Winkel⸗Geſchwindigkeit hat, fo wuͤrde. ſich der feſte Körper ge 
rabe ſo drehen, auch wenn alle Atome deſſelben nicht unter ſich 
feſt waͤren. Bleibt daher die Dreb- Art UU oder O2z 
abfolut feft, ſo befindet ſich jeder Atom des Körpers in dem 
Falle des (1. Ch. $ 47.),.d. h. er dreht fich konſtant im Kreife 
um einen feſten Punkt; und deshalb muß die Winkel⸗Geſchwin⸗ 
digkeit. w fo lange eine und Diefelbe bleiben, .alg die. Drehs Age 
abfolut feft bleibt, und Feine weiteren, Kräfte hinzutreten. 
IE Nach. A. Th. $. 47.) übt aber in jebem Augenbllffe dies 
fer :Eonftanten Drehung fedeg Element dM in m (Fig. 22.). einen 
Drucd auf die Dreh⸗Axe OZ. aus, in der Richtung des Halb. 
meſſers Olm des Kreiſes, den das. Element AM befchreibt, welcher 
Druck die EentrifugalsKraft genannt worden, und Melcher für 


N 


I \ 
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N 


I 
den Atom — = ft, wenn v die Geſchwindigkeit rw des 


Atome vorſtellt. Für das Maffen » Element AM iſt daher diefer 
Drud (nad) $. 6.) 





<dM. ’ 


Den Angriffe: „Pent dieſes Druckes kann man in die Oreh⸗ 
Axe ſelbſt verlegen, fo Da o, o, z als bie 3 Koorbinaten- Wer, 
the dieſes Punktes angelehen werden Fünnen. 

Alle diefe unendlich vielen eingelnen Drucke laffen ſich dann 
in zwei Drucke vereinigen, und beffer noch in einen einzigen und 
in ein gugehöriges Gegen⸗Paar von Drucden (nad) II. Th. $. 26.). 
Jeder der Drucke rw?-dM bildet nämlich mit den Axen OX und 


| om die Winkel mOIX’ und mO/Y!, deren Kofinuffe bezüglich 


— = und I ſi nd, und zerlegt ſich daher in 


@’s-dM parallel mit OX 
und a’y-dM paralkl mit OY, 


. wäßeend jede dieſer Ietern ihren Angriffs⸗Punkt in ber Dreh⸗ 


Are bat, fo daß die mit OX parallelen Kräfte alle in einer und 
derfelben Ebene XOZ, und die übrigen alle in einer und derſel⸗ 
ben Ebene YOZ llegen. 

IL Ruͤckt man nun alle diefe mit OX parallelen Centri⸗ 
fugals Kräfte parallel mit fih nach dem Verſammlungs⸗Punkt 
O fort, fo fallt die Verfammlungs>Kraft X derfelben mit OX 
zuſammen und iſt gegeben durch die Gleichung: | 

1) X = 0%.2(x-dM) = w-Mkx,; 
außerdem aber treten noch unendlich viele Gegen⸗Paare hinzu, 
die in der Ebene XOZ liegen, und deren Momente — w’xa-dM 
find, wenn man die poſitive Richtung der Gegen⸗Paare in ber 
Koordinaten: Ebene von OX nad) OZ bin zählt. . Dieſe Ge⸗ 
gen» Paare vereinigen fich im derſelben Ebene XOZ in ein einzi⸗ 
ges Gegen⸗Paar, deſſen Moment m’ durch die: Glelchuug 

2) - ml. — Wr D(zz-dM) 
beſtimmt iſt (nach) II. Th. $. 23. und 6. 17.). 


ü | | —V 
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Hex; 9, d.h geht: die Ebene JOZ durch den Sehwer⸗ 
Punkt, fo it X = 0, und man behält dann bloß das Gegen: 
Baar m! allein in der Ebene XOZ. Ä 

Araber nicht X — 0, d. h. geht die Ebene: YoOz nicht 
durch den Schwer⸗Punkt, fo vereinigen ſich X und m’ in eine 
einzige Kraft, twelche der Größe nad) wiederum = X = w°.Mkx, 
iſt, welche mit OX parallel läuft, welche aber durch einen Punkt 
W der Dreh⸗Axe hindurchgeht, deffen Koorbinasens Werth 2 
auf OZ genommen (nach 11. Th. $. 25.) gegeben ift durch die 
Gleichung 

IV. Auf dieſelbe Weiſe vereinigen ſich noch alle. mit OX 
parallelen Centrifugal⸗Kraͤfte oꝰy ˖ IM, int eine mit OV zuſam⸗ 
menfallende Verſammlungs⸗Kraft 

1) Y= 0%.Z(y-dM) = 0°My,, 
und in ein zugehörige in ber Ebene YOZ liegendes Gegen; 
Baar, defien Moment 

2) Ä mi = u 2. 3(yz.dM) 
if, wenn wir tie immer die pofitive Richtung in der Koordi⸗ 
naten⸗Ebene YOZ, von OZ nad) OY hin vorausſetzen. 

Iſt yo = 0, d.h. geht Die Ebene XOZ durch den Schwer. 
Punft, fo it auch Y = 0 und es bleibt dann bloß das Ges 
gen: Paar m!! allein (in der Ebene YOZ). 

Iſt aber niht Y = 0, d. h. geht bie Ebene XOZ nicht 
durch den Schwer» Punft, fo vereinigen fich die Kräfte Y und 
das Gegen; Paar ın!! in eine einzige Kraft, welche der Größe 
nah Y = #2.My.: iſt, mit OY parallel laͤuft, aber durch ei- 
nen Punkt Wr der Dreh’: Achfe hindurchgeht, deſſen auf OZ 
genonnnener Koordinaten: Werth zIV gegeben iſt durch bie Glei⸗ 
chung .o 

3) ‘  _ Myz = 2(yz-.dM). 

V. Behalten wir in jeder der beiden Ebenen XOZ unb 
YOz jede der beiben Berfammlungs: Kräfte. X und Yin O, 
und noch die zugehörigen Gegen⸗Paare m! und'm’, ohne Die 


⸗ 
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eingelnen Drucke in W und WY iu finden, welche in jeber. Die- 
fer Ebenen aus. allen Eenswifugal- Kräften hervorgehen Dann 
fann man bie VBerfammlungs: Kräfte X und Y in O in eine 
einzige -Derfammlungs:) Kraft R vereinigen, welche wieder 
durch -O- hindurchgeht, wieder auf der Dreh⸗ Axe ſentrecht ſteht, 
welche der Groͤße nach 

A) = R=VX HT . Mr, 

iſt, wenn r, die Entfernung des Schwer⸗Punktes von der Dreh⸗ 
Are vorftellt, und welche mit den Aren OX und OY Minfel 
&, und Po macht, gegeben durch die Gleichungen 

2) C08.0, = + und .cosf, = = Zn 
Die beiden. Gegen: Paare m! und m’! vereinigen fich aber eben: 
falls in ein einziges Gegen⸗ Paar (nad) 11:36. $. 20.); dbeſen 
Moment | 

3) | m — Ym? + ma 
iſt, und deſſen Are mit den Aren OX und OY bezuͤglich Win: 
fel u, "und », macht, gegeben durch die Gleichungen 
mlı. m! 
4) .; 008% — und cosv, = 2, Ä 

während die Ebene dieſes Gegen: Paares "durch die Dreh+ Are 
geht, alfo die Are deffelben in die Ebene XOV faͤllt. 

GSetzt man ſtatt m’ und m’! ihre Werthe, fo findet ſich noch 

" SyzdM) 

cos m —— — — 

| ve xz.dM)’ + (Syz-dM)’ 

ag | | az. dM) 

und co», — — tn 

- VaxzdM)?+(Zyz-dM)? 
fo. daß man ſi cht, wie die Lage der Ebene dieſes Gegen⸗Paa— 
res von Centrifugal⸗ Kräften, von der. Größe der Winfel:Ge 

fchwindigfeit » ganz unabhängig if. 

VI Geht alfo die Dreh⸗Axe durch den Schwer⸗ ‚Bunte des 
Körpers, fo exiſtirt (nach III. und IV.) bleß dieſes Gegen⸗Paar 
yon Eentrifugal: Kräften allein, deſſen Mament m; und deffen 
Lage ſo eben (in V.) näher beſtimmt fich finden. 

⸗ VII. 


* 
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VII. Beht aber die Dreh⸗RAxe nicht durch ‚ben. Schwer⸗ 


Punkt, iſt fie Dagegen eine Haupt⸗Dreh⸗Axe für den Punkt O, 
fo verichwindet dieſes Gegen: Paar von Centrifugal⸗Kraͤften, und 
es erxiftirt dann bloß die einzige Centrifugal-Kraft R == @°Mr,, 
die fenfrecht auf. die Dreh: Are biefen Punkt O angreift, für 


welchen die Dreh⸗Axe Haupt: Dreh - Are ift; wahrend ihre Lage 


oben (in V.) gang genau beſtimmt iſt. m 

VII. Gebt endlich die Dreh: Are durch den Sehen Yunft 
und ift fie zu gleicher Zeit Haupt» Dreh: Are (für irgend ei⸗, 
nen, und fomit, nad) $. 51. L, für jeden ihrer Punkte), fo 
vernichten fich ‚die Eentrifugal- Kräfte gang, ‚undı bie. Drehung 
Dauert um diefelbe anfängliche Are mit derſelben konſtanten Win; 
kel⸗Geſchwindigkeit fo lange fort, als. mia, neue Kräfte bin; 
treten, welche fie ändern. 


IX. Exiſtirt endlich die Berfammlungs Kraft R und das 


zugehörige Gegen: Paar m,, liegen, fie aber in einer und derſel⸗ 
ben Ebene, d. h. iſt V——— 
008 a0 cb nut cosPs: cos v.= 0 ode Ken Vom! == == 0, 
d. h. 

(O.- xo xdM) yo Zur; | 
liegt alfo der Schmer- Punft fo,. daß dieſe Sebinoweg C er⸗ 
fuͤllt iſt; — fo laſſen ſich R und m, in eine einzige: ar bes 


einigen, welche. der Größe nach: wiederum „u. 7 


‚R= u «Mr, R .1 
iſt, welche in ber durch u, und v, beſtimmten Ebene liegt, wie⸗ 
derum auf der Dreh⸗Axe ſenkrecht ſteht, aber einen Punkt an⸗ 
greift, deſſen auf OZ genommener Ordinaten⸗Worth die oben 
(in III. 3. und IV. 3.) berechneten 2 und zY find, welche jetzt, 
in dieſem beſondern Falle, einander gleich, naͤmlich 1 
| _ ZGz.dM). _. >(yz-dM) 
Ms, . nz “ My: " 
werden (mach IL. Th. $. 25.). - u. ce 
Diefe Bedingung (TC) ift in dem Balle (VIE ), 8.5. dan 
allemal erfült, wenn die Dreh: Uchfe eine Haupt» Dreh Adjie 
ift, für den Punft O. — Im Allgemeinen aber drückt fie aus, 
IM. . | [ 11] 
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bag die Summe ber fiatifchen Momente der Dreh⸗Kraͤfte rw-dM 
in Bezug auf eine durch! O gehende und auf der durch ben 
Schwer :Punft und die Dreh⸗Axe gelegten Ebene -fenfrechte Mo⸗ 


mentens Are, der Null gleih-if. — Iſt aber die Summe Der ' 


ftatifchen Momente der Dreh: Kräfte ru-dM für die fo eben ge- 
dachte Momenten:Are der Null gleich, fo iſt fie es auch für jede 
andere mit ihr parallel und durch einen beliebigen andern Punkt 
der Dreh: Are gelegte Momenten «Are (vergl. $.51.1.). 

X, Iſt in dem Falle (IX), wo bie Eentrifugals Kräfte füch 
auf eine einzige zurückführen, alfo auch in dem Sale (VIEL), 
der als ein. befonderer Fall in IX.) ſteckt (wenn naͤmlich Die 
Dreb:Are für den Punft O eine Haupt: DreheAre ift), der 
Punkt der Dreh⸗Axe, den fie angreift, abfolut feft, fo wird ihre 
Wirkung vernichtet, und ed dauert daher die Drehung mit der- 
felben Winkel⸗Geſchwindigkeit & um diefelbe Dreh⸗Axe fo lange 
fort, als nicht neue Kräfte von außen noch hinzutretan welche 
Di Bewegung ändern. 

Iſt die anfängfiche „Drehung durch den Stoß eines 

Seom Paare hervorgebracht, und zwar unter den Vorauss 
fegungen des ($. 60. C.), nach- denen. bie Dreh-Are eine zu 
dem Puntte O gehörige Haupt: Dreh: Are ift, und die Ebene 
des Gegen Paares auf ihr fenfrecht ſteht; — und ift biefer 
Punkt O abſolut feft, fo beginne nicht. bloß die Drehung um 
OD, wie wenn bie ganze Dreh⸗Axe abſolut feft wäre; fondern 
fie ſetzt ſich auch um dieſelbe Are OZ unverändert fort (nach 
VIL), fo. lange big neue Kräfte hinzutreten, welche. eine Yen 
derung berborbringen. | 

Steht aber die Ebene des ſtoßenden Gegen⸗Paares fenfrecht 
auf einer durch den Schwer Punkt gehenden Haupts Dreh: Are, 
fo beginnt nicht bloß die Drehung um biefe Haupt: Drehs Are 


freivoillig, wenn fie auch ganz frei iſt (nach $. 60 a. Nr. 3), 


fondern fie feßt fich auch um biefelbe Dreh⸗Axe, felbft wenn fie 
gang frei ift, unverändert fort (nach VIEL), fo lange nicht neue 
Kräfte hinzutreten, welche eine Aenderung bervorbringen *). 


—N — 





*) Ganz anders iſt ed, wenn ſtatt eines Gegen⸗Paares von Stößen 


u — ⸗ er. ur — om 


\ 
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XII. Da zu jeben Punkte O drei auf einander ‚fenfrechte 


. Haupt: Dreh-Aren gefunden werden, und'da.(wach 9 57. E.). 


ein einziger in der Ebene zweier biefer drei Haupt: Dreh: Aren 
geführter Stoß, fobald der Punkt O abfolur feſt if, eine Dre 
bung um die dritte Haupt: Dreh: Are Hervorbringt, fo folgt 
noch aug ben‘ vorliegenden Nummern (VI. und IX.), daß 
diefe Drehung mit derfelben Fonftänten Winkel: ⸗Geſchwindigkeit 
«5 um dieſelbe Haupt⸗Dreh⸗Axe fo länge fottdauern wird, als 
der Punkt O abſolut feſt bleibt. _ | 

At der Punkt O einer derjenigen Punfte, welche (nach $. 


51. VI.) die Eigenfchaft haben, daß: jebe durchgelegte Gerade 
‚eine Haupt» Dreh: Age ift, fo folgt; : daß were. dieſer Punkt 


O abſolut feſt ifl,. wie wäch immer die Etoͤßer geführt: ſeyn 
mögen, die Drehung doc) immer um eine: Haupt : Dech = Age 
beginnt, und :baher ‘auch nothwendig ‚inner. um dieſelbe Haupt⸗ 
Dreh⸗Axe mit derſelben Winkel- Geſchwindigkeit ſich fortfetzt, 


ſo daß die Dreh⸗Axe, waͤhrend der ganzen Dauer der: Drehung 


unbeweglich bleibt, fo lange nicht: neue. Kräfte hinzutreten, wel⸗ 
che ihre Bewegung aͤndern und ſo lange dele Puntt O:.abfo: 


lut feſt bleibt. 


. Anmerf. Wir machen dabei dem Ynfänger noch aus⸗ 
druͤcklich :bemerflih, daß die Centrifugal⸗Kraft eines Atoms 


mit der Schwere eines Atome, alſo die Centrifugal⸗ Kraft 


eines Körpers: mit dem Gewichte eingg, Körpers verglichen 
werben fann, daß alfo die hier- berechneten Drucke fich. ‚alle auf 
die Druck: Einheit, oder Gerichte; ‚Einheit beziehen, daß ſie eben 
deshalb auch unendlich klein ſind gegen die. in den «SS, ‚57, 602 
berechneten Stoͤße oder Erſchuͤtterungen, welche, bei dem Beginn 
der Drebung ſtatt gefunden haben, und melche, wenn fie in 


nur ein einiger Sf wirkt. Bringt derſelbe eine frehikige: Bew⸗gung 
um eine Dreh⸗Axe hervor, fo Panınıfe nicht" durch den Schwer⸗Punkt 


‘sehen (nach 6. 57. C.)3 und geht:die Dreh Are nicht durch den Schwer⸗ 


Punkt, fo kann die begonnene Drehung um fie ſich nicht fortfegen, wenn 
sticht wenigſtens der Punkt derfeiben feſt ſeyn follte, zu welchem fie Haupt⸗ 


L11*] 


x Dreh Are ze 


— J— 
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endlichen Zahlen ausgedruͤckt werden ſollen, ſich auf die Stoß⸗ 
Einheit beziehen müffen (agl $. 10.) ” 


* 


Vierte Abtheilung. 
Von der veraͤnderlichen Bewegung um eine feſte Dreh⸗Axe. 


$. 62. 


Segen wir wieder einen Körper voraus, welcher bie Maſſe 
M hat, und weicher ſich um eine, durch die beiden feſten Punkte 
U und U’ gebildete feſte Dreh⸗Are dreht. Dieſe Drehung iſt 
theils durch anfängliche gleichzeitige Stöße, dann aber durch 
eine fletig wirkende Kraft prdtxdM hervorgebracht, welche vom 
Anfange der Zeit t an, big zu diefem Augenblick, wo die Zeit = t 


iſt, auf Die einzelnen Elemente dM ber Maffe in gegebener Ric 


tung gewirkt hat und wirft. Man foll die Winfel-Sefchteindigfeit 
@ = o,, Wie folche zu Ende der Zeit t feyn wird, fo wie alle 


Zuftände der, Bewegung zu Ende berfelben Zeit t, näher beftimmen. 


Will man bloß die Gleichung zur Bellimmung der Winkel⸗ 
Geſchwindigkeit @,, fo fey dw, d. h. Bw,-dt der Zuwachs, an 
Winkel⸗Geſchwindigkeit in der unmittelbar nach t folgenden un- 
endlich Fleinen Zeit dt, und es Hi, wenn .r die Entfernung eines 


- Elententes dM von der Dreh⸗Axe vorſtellt, »dw-dM der Zu: 


wachs an Größe ber Bewegung, melchen dag Element dM er: 
leidet (in der Richtung der Tangente des Kreifes, der durch 
das Element dM befchrieben wird). Nimmt man alle diefe Zu: 


— 


*) Dem allererſten Anfänger bemerken wir noch nebenbei, daß wir 
bei der Beſtimmung der von den Centrifugal⸗Kräften herrührenden Drucke, 
irgend einen Augenblick der Bewegung feſt gehalten haben, um für dieſen 
Augenblicke den Druck zu beſtimmen. In dieſem Augenblicke hat aber alles, 
und daher namentlich auch der Schwer⸗Punkt, eine völlig beſtimmte Lage 
gegen die Koordinaten» Ebenen, felbft wenn man lettere im Raume unbe: 
weglich fich denkt. - 





— 
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wachſe r-de-dM genau in entgegengeſetzter "Richtung, fo bat 
man den einen Theil der verlorenen Kräfte, welche mit den 
Kräften p-dtxdM, bie an den einzelnen Elementen wirken und 
diefe Zumachfe hervorgebracht haben, nach dem d'Alembert⸗ 
ſchen Princip das, Gleichgewicht halten müffen, und zwar um 
biefe abfolut. fefte Dreh: Are UUN. Zu dem Ende muß bie 
Summe ber flatifchen Momente (in Bezug auf UU! ald Mo⸗ 
menten⸗Axe) aller diefer verlorenen Kräfte, der Null gleich fepn, 
d. h. es muß feyn > 
do-S(r?.dM) = de Xgen,- «dM), 
100 g-dtxdM bie Projection der Kraft gdtxdM auf eine, ge⸗ 
gen UU! ſenkrechte Ebene, und r, die poſitiv oder negativ genom⸗ 
mene Entfernung diefer Projektion von der Dreh⸗Axe vorſtellt, 
fo daß dtx (pr r-dM) die Summe der ftatifchen Momente 
aller zu Ende der Zeit t auf's Neue gewirkt habenden Kräfte 
g-dt-dM ift, in Bezug auf bie Dreh Are als Momenten⸗Are 
genommen. 

Dividirt man dieſelbe Gleichung durch dt weg, fo ahaͤlt 
man zur Beſtimmung von @ 

I. ‚80. 3(.dM) = I(p,n,dM). 
In diefer Gleichung läßt ſich das Traͤgheits Moment S(r?-dM) 
wie gewöhnlich berechnen, und folches nimmt bie Zelt t nicht 
in fi auf.. Dagegen koͤnnen 9, und r, Funktionen von t fepn, 
welche den Veränderlichen t vielleicht eben ſowohl mittelbar als 
auch unmittelbar enthalten, fo daß die Gleichung (1) in jedem 
befondern Falle befonders integrivt werden muß. 

Führt man, um diefe Auflöfung (Integration) der Glei⸗ 
chung (I) weiter zu verfolgen, rechtwinfliche Koordinaten: Aren 
OX, OY, OZ ein, während man OZ mit der Dreh: Are UU! 
sufammenfallen und OX, OY im Raume feft, alfo im. drehen: 

‚den Körper. betveglich ſeyn läßt; find in Bezug auf diefe Axen 
x, y, 2 die Koordinaten: Werthe eines beliebigen Elemente dM, 
fo wie X-dt, Y-dt, Z.dt die Seiten: Kräfte, in welche p-dt ſich 
gerlegt, fo if offenbar de-S(Xy— Yx)-dM dieſelbe Summe ber 
ftatifchen Momente, bie wir furg vorher durch dt-S(g,r,-dM) 
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ousgedrüct hab, fo daß die Gleichung (L) in’ die Glei⸗ 
chung 

II. 8w .2(6r”:dM) = Z&y— Yx)-dM 
übergeht, wo im Allgemeinen X, Y Sunftionen von t, x, y, z 
ſeyn werden (die felbft noch dx, 9y,, dz, ze. 2c. in ſich aufneh⸗ 
men koͤnnen). 

Was die Berechnung der Summe S&Xy— V). dM zur 
Rechten (in xIHI:) betrifft, fo wird man im Allgemeinen außer 
den im Raume ‚feften Aren OX, OY, OZ, noch im Körper 
fefte Aren OX,,; OY,, OZ annehmen müffen, fo daß OZ die 
felbe bleibt, während man OX,; ÖY, zu Anfange wot — 0 


iſt, mit OX, OY bezüglich zufammenfallend fi fi ch denken kann, 


übrigens aber fo, daß fie zu Ende der Zeit t, mit OX und 
OY immer noch in derfelben Ebene liegen, aber bezüglich den 
Winkel ww, bilden, der mie Fig. 23. zeigt, von OY nach OX hin 
gezählt feyn mag, in fo fern wir annehmen, daß auch die- Dres 
bung von OY nad) OX hin erfolgt. Da nun o, die Geſchwin⸗ 
digkeit eineg von ber Dreh-Are um. die Längen: Einheit ablie: 
genden Punftes und , im Bogen genommen, der Weg def 
ſelben Punktes ift, fo hat man (nad) $. 1.) J 

1) o,=dy, und 2) do, = du. 

Nun finden aber zwifchen den alten Koordinaten⸗Werthen 
x, y, z und. den neuen x,, Yı, Zı eines und befielben Elemen- 
tes dMi, außer der Gleichung z = z,, noch (Fig. 23.) diefe 
anderen Gleichungen ftatt, nämlich. 

3) Ort XtosyHyrsiny; 

4) y= —xrsindy-FyCcosy. 
Subfituirt man daher dieſe Werthe flatt x, y, z und flaft 
dw, (und im Notbfalle auch die daraus abgeleiteten Werthe 
von dx,, dy,, dz,, wenn folche vorfommen follten) in bie Glei⸗ 
‚hung (I), fo. erhält man eine Gleichung zwiſchen Bd’, links, 
"und einer Reihe von Summen, Gliedern zur. echten, welche 
auf diefe neuen, im Körper feften Axen bezogen find, und da 
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her auf die gewoͤhnliche Weiſe (wie folche im II. Th. Kap. VI. 


naͤher beſchrieben ſteht) gefunden werden. 

Die Gleichung der Bewegung ſelbſt iſt alſo im Allgemeinen 
eine Differenzial - Gleichung (der 2ten Ordnung) zwiſchenet, 
Y,, dp, und By, und Konftanten, und giebt, integrirt, in 
t mit zwei neuen unbeflimmten Konftanten, wovon bie eine aus 
dem Anfangs Werthe von By, ober von p,, die andere aug dem 


Anfangs» Werthe von w, felbit (den wir oben — O angenom- 


men haben) beftimmt werden muß. — Hat man aber y in t 
gefunden, fo findet. ſich dann auch (aus 1.) fogleich die gefuchte 
Winkel: Gefchwindigfet w, dazu. 

Dies Verfahren im Allgemeinen. In Einzel⸗Faͤllen ift es 
oft gar nicht nöthig, neue Aren einzuführen; ja es ift zuweilen 
nicht einmal noͤthig, zu einer Differenzial- Gleichung ber 2ten Ord⸗ 
nung vorwärts zu gehen, in fofern ſich die Gleichung (I. oder 
II.) unmittelbar und ohne weiteres integriven läßt. 

Beifpiel 1. Denken wir und einen ſchweren Körper, welcher um 
eine horizontale Dreh⸗Axe OZ ſchwingt (alfs einen phuftkalifchen Pendel); 
Jegen wir die Are OX (Fig. 8.) ebenfalls horizontal und OY vertikal nach 
unten und O felbft fo, daß der Schwer⸗Punkt S in die Ebene XOY iu 
liegen komme, und in diefen Ebene ſchwingt; — fo bat man zunächſt 

x=0, Y=g nd Z=0.' 
Die Gleichung (II.) wird alfo jest 
1) we Z(r?.dN) = — Zlgx-dM) = — g-Mz,, 
wenn x, den auf OX genommenen Abfeiffen «Werth des Schwer: Punkts 
S des fchwingenden Körpers vorftellt, wie folcher gu Ende der Zeitt liegt. 

Iſt nun (Fig. 8.) « der Winkel YOA, um welchen der Schwer⸗Punkt 
zu Anfang erhoben worden it, und 9 ber Winkel YOS, mährend S die 
Lage des Schwer⸗Punktes zu Ende der Zeit t vorfiellt, beide im Bogen für 
den Radius 1 ausgedrückt, fo if oa = « — 9 der Weg eines Punktes, der 
um 1 von der Dreh⸗Axe OZ ablicgt, und 

2) 80, Oder dKa—0), oder — 80. 
die Winkel⸗-Geſchwindigkeit, welche dasmal in der entgegengefegten Rich⸗ 
tung flatt findet, gegen die oben im Terre angenommene. Bezeichnen wir 
daher Die jegige Winkel⸗Geſchwindigkeit durch — o,, damit wo, diefelbe Ber 
deutung behalte, mie oben im Zerte, fo hat man dasmal 

3) 0, = 80,, alfo dw; = 57 


168 , Dynamik feiter Körper. Rap. IV. $. 62. 


Zu gleicher Zeit if aber, wenn ro bie Entfernung bes Samer- Punktes Ss 
von der Dreh⸗Achſe bedeutet, 
4) Xo = Ton. 


Die obige Gleichung (1.) geht dadurch über in 
—B 





M.r. No 
Zr. al) .s3n9 == 0; 
und dies flimmt genau mit dem für dieſelbe Aufgabe (im $. 36.) erhalte⸗ 
nen Refultate *). 

Beifpiel 2. Wirken Eu feine bewegenden Kräfte, fo daß 

-Y=-721=0 
genommen werden muß, * erhält man (aus II) 
9, = 0 Der wm cont, 


d. h. die Winfel-Gefchmindigfeit ift dann immer eine und diefelbe, wie wir 
daffelbe bereits früher (im $. 61.) für diefen Sal behauptet haben. 

Beifpiel 3. Denken wir und noch einmal die Aufgabe des-($. 30.), 
nämlich wei Maffen m und m’, welche mittelt eines Fadens über eine 

Molle **) vertikal herunter hängen, während die Kolle den Halbmeffer R 
und die Maſſe „ haben mag, und das Gericht mg das andere mig über: 
windet, und wo nun die Winfel-Gefchmwindigkeit der Drehung der Molle 
ausgemittelt werben ‚fol, während die Mafle des Fadens ſo wie die Rei⸗ 
bung der Rolle auf ihren Sapfen oder ihrem Bolzen, endlich die Dicke des 

Bolzen ſelbſt auffer Acht gelaffen merden fol. - 

Man nehme wieder OX horizontal und OY vertikal aber hach oben, 
fo wirken bloß die Gewichte — mg und — mg, auf beiden Seiten der Rolle 
mit OY parallel in den Schwers Punkten der Maffenm und m/, deren Ab- 
feiffen: Werthe bezüglih R und —R find, während die beiden mit OY 
parallelen Koordinaten WWerthe derfelben durch y und y’ vorgefiellt feyn 
Fönnen, bier aber nicht in Betrachtung Ffommen. Das Gewicht der Rolle 
wird in ihren Zapfen getragen , kommt daher nur bei der Beflimmung der 
Drucke in Betracht. Inder Gleichung (II.), melche die Winkel: Gefchwins 
digkeit o zu liefern hat, muß man daher (nach $. 38. und $. 41.) 

ar’ Hm’ uR? ſtatt za) 
und 

mgR—m’/gR flatt Z(Xy— Yx)- am 
fegen, fo daß man findet 


*) Hier vertritt alfo der Beränderliche o die Stelle des im Terte 
eingeführten v. 

*x) Im (/8. 30.) iſt ſtatt der Rolle ein unbeweglicher Cylinder 
genommen. Daß bier eine bewegliche Rolle ſtatt des unbeweglichen Cylin⸗ 
ders genommen wird, ändert gerade die End-Reſultate, weil jetzt die Rolle 
von ben bewegenden Kräften noch mit in Bewegung geſetzt werden muß. 


‘ 
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Bus  (m— ni‘) © 
af nun » die mahre Gefchwiridigfeit in der Entfernung R von der Dreh: 
Are, alfo. die wahre Geſchwindigkeit von m und m’, fo hat man noch 
oo. o’= = Bo, ‚= = Ri, 
‚ale ° EEE BE Ze 


» 


m—m. 

mtrm ty?’ 
mo flatt der Maffen ihre Gewichte geſetzt werden können und wonach alſo 
das früher (im $. 30.) gefundene Nefultat- qbpuändern iſt, ſobald ſtatt bes 
unbemweglidhen Cylinders eine bewegliche Rolle genommen und die 
Maffe u der Rolle nicht vernachläffigt werden fol, während jedoch die Dicke 
des Bolzens vernachläffigt worden if. 1 Dies ik aber bie vollſtändigere 
Theorie der Atwood’fchen Fallmaſchine 

Beiſpiel 4. Betrachten wir noch die Aufgabe des ($. 31. Anmerk. 2. ), 
100 m und m‘ an dem „Räde an der Melle” wirken, und zwar m am 
Made, deſſen Radius R, und m’ an der‘ Weile, beren Radius R’ ſeyn mag, 
vertikal herunterhängen. 

In dieſer Aufgabe muß, wenn Mk? das Grägheits-Moment des Rades 
an der Welle in Bezug auf die Dreh⸗Axe genommen, vorftellt *), 

mR?--m’R?-+-Mk? fiatt Z(r-dM) 


und 
meR-Hm/gR’ flatt =(Xy—Yx)-dii. 
gefegt werden. Die Gleichung (II.) wird daher. dasmal 
 mR—m/R’ 
de = Hm RN: » 
woraus » und Ro, R’w ꝛc. ohne meiteres gefunden werden Fönnen. 

So wie man aber hier fiatt M die Null fegt, d. h. die Maſſe des 
„Rades an ber Welle’ außer Acht läßt, ſo geht dieſes Reſultat ſogleich 
wieder in das der (Anmerk. 2. zu 31.) über. 

Es iſt nun leicht, auch die übrigen der Aufgaben des sten Kapitels, 
in welchen eine Bewegung um eine fee Are betrachtet wird, 
in der hieflgen allgemeinen Auflöfung (des $. 62.) als bereits vollftändig 
und mit Berückſichtigung aller bewegten Maſſen, gelöſt nachzumeifen. 


dp = 


\ 


$. 63. 
Bil man jedoch die Aufgabe bes vorftehenden Paragraphen 
gehoͤrig gruͤndlich und vollſtaͤndig behandeln ſo muß man pie 


.) Iſt u die Mafle dei Rabes, a“ die: Maffe besjenigen Thelles des 
Rades, welches zur Welle gehört, und u die Maſſe der ganzen Well; ſo 
finder ſich (nach $$. 88. ımd 41.) 

MR = uR’ - AüRü. 


d 
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derum auf Die Drucke Nücficht nehmen, welche die Punkte U 
und U! zu Ende einer jeden Zeit t erleiden, dann die nach Den 
drei Axen OX, OY, OZ zertegten Gegendrucke, welche für U be: 
zuͤglich un, pr Us, für U! dagegen u,, ul,, u's *) ſeyn mö⸗ 
gen, in Rechnung bringen, und legtere, nebft allen verlorenen 
Kräften, welche (nach $.18.). für jedes Element dM bezüglich 
. (X — 8°x,)-dM. parallel mit OX, 

ee (Y—Öd’y,).dM parallel mit OY, 
und (Z-8°i)-.dM paralel mit. OZ 
find, — an dem nun gang frei gedachten Körper in dag Gleich⸗ 
gewicht ſtellen; ganz ſo wie ſolches das d'Alembert'ſche Prin⸗ 
cip in Verbindung mit dem ($. 82. des IL Th.) verlangt. 

Nach ($. 29. des II. Th.) bekommt man nun, wenn c und 

c' die auf OZ genommenen Koordinaten Werthe von U: und 
UI (ind, die 6 Gleichungen des Gleichgewichts, nämlich: 


1) ru HIX— 8%).dM = 0, 
2) 1 +0, 4207 —8’y,),dM = 0, ' 
3) uU, + IZ — 9z,).dM — 0, 
SIX—8%).y— (Y— y,).x].dM = 0, 
d. h. 


4) Zyötz—xd’y)dM = 2Xy— V(M, 

5) ei + . uh + IX — x)7-dM =0,. 
6) ee, + Sl —’y)zdM = 0. 
Die Gleichung (3.) giebt. nun. die Summe der Drude 
— (ut u), welche die Dreh⸗Axe in ihrer eigenen Nichfung 
auszuhalten hat. — Die Gleichungen (1. 2. 5. u. 6.) geben 


nen 





ac 
‚ 


"7 Diefe Drucke find wie die wirkenden Kräfte X-dt, Y-dt, Z.dt, 
gegen Stlöße gehalten, unendlich Hein. Wir wollen fie aber nicht mit ber 
Stoß-Einheit meffen, fondern mit der Drud- Einheit, und diefe Maaße 
unter. iu, 14. 2%: berfteben, in welchem letztern Falle dann auch die wir 
Fender ‚Kräfte durch die Druck» Einheit geweſſen werden müffen, alfo nicht 
mehr durch X-dt, Y-dt, Zedt, fondern bloß durch. X, Y, 2 -ansgedrüdt 
merden bürfen (vergl. $:.12.). 
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die übrigen Drucke ur Ur u, ul, an den Punk⸗ 
ten U und: UL — Pie. Gleichung (4.) endlich faͤllt mit. der 
Gleichung. (Il. des $: 62.) zuſammen. Dies geht. auch noch 
aus den nachſtehenden Zeilen hervor. or 
Bereichnet nämlich. r die Entfernung des Elementes dm von 
der Dreh: Are OZ, fo dat man — 
r —-+V ”+-y’; | Be 
und es ift dann To bie fahre Geſchwindiskeit des Elementes 
dM und 


Z, | —- und 0 Bus 
find die Kofinuffe der Winkel, melche ‚die Richtung biefer letz⸗ 
tern mit den 3 Axen OX, .OY und OZ: macht, fo daß 

yo, —ıo0 und 
die drei, nach den Axen zerlegten Seiten⸗ Sefehmindigkiten des 
Elementes dM feyn werben, twelche letztere (nach I. Th. 9 36. 
und u 2 $. 3.) auch bezüglich durch 


‚, Dxr - - y, und 8z, 
berheßelt ſind. Man hat daher außer 3, — O noch 
7) &x, = yo; 3) y——ro. 


Differengürt man aber dieſe Gleichungen nach allem t, und eli- 
minirt man fogleich die auf’g Neue eingehenden dx, und dy., fo 
ergiebt fich V 
9) x: y-do,t+w-öy, = .y-do, —atx;. 

0) Dy,= — dw, — ws, = nöß ‚—u+y; 
woraus fogleich auch folgt: | | 

ı PO’, —ıoöy = (J2-4-22).d0, — 27.90,. 

um die Rechnungen } burchzuführen, feyen wiederum X Yo 
und 2, die Koordinaten? Werthe des Schwer «Punktes. zu Ende i 
der. Zeit t; fo daß man 

11) Z(x:-dM) = M«x, und 12) Ziy-dM) == My. 
hatz dann fege man flat dex, und O°y, ihre Werthe (aus 9. 
und 10.), und die 4 Gleichungen er h. 2 5. 6. 6.) gehen badurch 

uͤber in bie nachfiehenden: Ne a 
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13) uhul, +u°.Mx,-+2(X-dM) — äu,-y, = 0 > 

14) u--öu, +oR. My,+(Y-dM) + do = 0, 

15) eute'u+o*. I(xz-IM)+2(Xr-IM)—dw End) =0, 

16) cu relu⸗ . Z(yz-dM)+(Yz-dM)+3o, = xz.dM)=0, 
wo man durchweg flatt dw, feinen Werth (aus 4) fegen muß, 
um, wenn die Winkels Sefchwindigfeit zu irgend einer Zeit be- 
fannt iſt, ſogleich die zu berfelben Zeit vorhandenen Drucke 
— U, —Uar —ul, —ul, beflimmen zu können. — Die Glei- 
chung (3.) giebt zuletzt, weil dz, —= 0, alſo auch = 0 
ift, ſogleich noch 

17) —Cc(us ru) 2M) 

fuͤr den Sefammt »Drud längs der Dreh » Are, zu derfelben 
Zeit t. 

Die Summen I(X-dM), XV ‚dM), Z(Z-dM), Z(Xz-dM), 
3(Yz-dM) ‚berechnen fich genau fo, wie wir im- vorhergehenden 
Paragraphen die Summe IXy— Yx)-dM zu berechnen gelehrt 
haben; dadurch nämlich, Daß man in der Ebene XOY neue, 
im Körper feſte Axen OX, und OY, einführt, welche fich mit 
dem Körper zugleich drehen, aber immer in der Ebene XOY 
bleiben und dabei mit ben alten Arsen OX und OY den Win: 
fel w, machen **). Sin den einfacheren Fällen iſt die Einfüh- 
rung diefer neuen Aren nicht einmal nöthig. 


— — 





*) Man möge nicht überſehen, daß wenn man bie beiden parallelen 
Drude u, und u‘, in einem einzigen S, vereinigt, der an einem Punkte 
wirft, deffen Drdinaten- Werth auf OZ genommen c, if, dann allemal 

u ru, = 541 und eu, rev’, = cCı® 8 
ſeyn wird, fo daß in den obigen Gleichungen bloß S, ſtatt hu, und 
bloß c,-Sı flatt eu, +e’w/ı gefogt werden kann; daffelbe würde fich ereignen, 
wenn noch u. und u‘, in einen einzigen Gegendruck S, vereinigt würden. 
— Wir thun’ dies aber deshalb nicht, um mit der Möglichkeit des Vor⸗ 
handenfeyns von Gegen Paaren, welche diefe Drucke bilden Fönnten, nicht 
in Kolliſion zu fommen: 

: **) Bei den dreifachen Ontegrationen, welche sulest noch nöthig find, 
ift es oft bequem, fich der Polar-Koordinaten zu bedienen, insfofern bei der 
Anwendung diefer letztern, die Integrationen nur zwiſchen Fonftanten Gren⸗ 
zen zu nehmen feyn dürften, in welchem letztern Falle allemal. eine. greger 
Erleichterung der Rechnung eintritt. 


x 


n 


[4 
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Diefe Gleichungen ( 13. 16.) zur. Beſtimmung der auf die 
Dreh⸗Achſe fenfrechten Drucke vereinfachen’ ſich mehr oder we: 
niger, je nachdem 

1) die. Dreh: Are OZ durch den Schwer-Punft geht, alfo 
x — yo — O iſt; ode . 
2) eine Haupt⸗Dreh⸗Axe iſt fuͤr einen ihrer Punkte O, 
durch welchen dann die beiden andern Koorbinaten⸗Axen 
OX, OV gelegt werben koͤnnen, fo daß man noch ‚hat 
"Eixz-dM) =0 md IiyedM - 0. 
Diefe Gleichungen vereinfachen fich aber am bebeutendften 
3) wenn bie Dreh: Are eine der zu dem Schwer » Punfte 
gehörigen Haupt; Dreb: Axen ſeyn pllte; denn ſi ſi e werden 


dann 
8) 07 ER) =, 
19) u, ui I(X-dM) = 0, 
20) aut c/W, +=(Xz.dM) = 0, ' i 
21) eu, +cu, + S(0Xz-dM) =.0, 
während noch immer Me HE —— 
22) . De aM) ==:0, ... 
bleibt... 12. on 


Auf diefe Wolfe kann man in ben Seifviel‘t (1. ‚gu * 62) vom Var 
bel, die ‚Drucke, beſtimmen, welche die Schwingungss Are erleidet. — 

Auf. biefelbe Weiſe findet er man in nt Seifpiel (2, 8 zu ‚$: 62. de. wo 
gedacht worden ie die Sue auf die Dreh⸗Axe genau: ehkm fo wie 
ride u bereits für denfelben Fall (im $. 61.) gefunden worden 

" SHluß Anmerkung. ..: 

Vieles von kem, was in dieſem, von der drehenden Vewe⸗ 
gung eines Körpers un eineFeſte Are handelnden Kapitel nur 
fo nebenbei und daher ans einem einſeitigen Standpunfte fich 
. ergeben hat, werben die nun folgenden Kapitel in gehöriger und 
größerer Allgemeinheit ſehen laſſen, d. h. im Zuſammenhange 
mit allen denkbaren Arten von Bewegungen uͤberhaupt. Aug bie- 
ſem letztern Geſichtspunkte werden daher die vorſtehenden kehren 
noch ein neues Sicht erhalten. 
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Funftes Rapitel: ' 
Zufammenfegung und Zerlegung beliebiger Drehungen um 
| beliebige Aren. 


u TE 


1) Wann ir in der Folge Drehemen um drei auf ein⸗ 
ander ſenkrechte Koordinaten⸗AxenOXx, OV, OZ (Fig. 9) bes 
trachten, fo feßen mir allemal voraus, daß die Drehung um 
OZ von OY nad). OX hin, um OV von OX nach O2 hin, 
und um OX von OZ° nad) OY fin erfolgt, und wir. bringen 
die Winkel ⸗ Geſchwindigkeiten als poſitlve Zahlen in Rech— 
nung, wenn die Drebang wirklich in dieſen als poſitiv ange⸗ 
nommenen Richtungen ſtatt findet; dagegen ſagen wir: die Dre 
hungen erfolgen in denſelben Richtungen mit negativer Win: 
kel⸗Geſchwindigkeit, und ‚mir bringen dann auch die ‚Winkel: Ge 
(hwindigfeiten als negative Zahlen in ‚Rechnung, ‚fo oft. die 
Drehungen in der That in dem entgegengefegten Sinne ftatf 
finden... 

2) Dei jeder: Drehung. um irgend eine: Dreh · re. vo, 
welche nicht Koordinaten⸗Axe iſt, betrachten wir die Winkel⸗ 
Geſchwindigkeit als abſolute Zahl (die weder poſitiv noch n:ga; 
tiv in Rechnung gebracht wird, für weiche jedoch, wenn ſie . 
ift, auch -+w gefchrieben werden kann), unterfcheiden aber zwei 


\ 
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Seiten ihrer Dreh⸗Axe, nämlich, AU und AU’, indem wir einen 
Punkt A in der Dreh⸗Axe TU’ und denfen, und von ihm aus 
dieſe intgegengefeßten Nichtungen AU und AU!. abnehmen. . Wir 
nennen AL die pofitive Seite der Dreh⸗Axe, wenn / fobald 
AU- mit OZ (alfo nicht mit ihrer. rückwärts. gedachten Ver: 
längerung OZ!) zuſammenfallend gedacht "wird, bie Drehung 
dann eine pofitive Drehung um OZ ‘(nah 1.)'wird. Die 
Verlängerung AU’ von AU wird dann bie negative Seite 


der Dreh: Are genannt. 


Wir geben nun die Nichfung der Drehung: und die kage 
der Dreh⸗Axe UU! zugleich, ſobald wir Die drei Winkel angeben, 
welche die poſit ive Seite AU der Dreh⸗Axe mit den drei Koor⸗ 
dinaten- Aren macht, vorausgeſetzt, daß man einen Punkt diefer 
Dreh⸗Axe bereits, Fennt. | | a 

Be . 65. 

Wir ſtellen aber von den Drehungen jundchf folgende ein, 
fache Säge bin: ':- Ä 

1) Wirken auf einen feften und ganz feeien Körper M wei 
Syſteme von Kräften: gleichzeitig, wovon jedes, wenn «8 eihzeln 
getvirft hätte, eine Drehung um: eine’ und diefelbe Koordinaten. 
Are hervorgebracht haben würde, und zwar dag eine die Win⸗ 
kel⸗Geſchwindigkeit w,, das andere bie Winkel: Gefehmwindigfeit 
oz, fo bringen ‚beide zugleich twirfende Syſteme von Kräften 
eine Drehung. um diefelbe Koordihatene Are mit der Winkel⸗Ge⸗ 
ſchwindigkeit & = w,+w, hervor. — Es verſteht fich aber, 
daß nur immer der Moment des Beginnens ber Bewegung 
gemeint if. — Dabei fünnen w, und w, (alfo auch wo) pofitiv, 
negativ oder Null ſeyn. 

. Denn jeder Punkte des Körpers, welcher von der Dreh: Are um r abs 
liegt, hat in einer und berfelben Richtung (der Tangente des Kreifes, den 
er um die Dreh⸗ Axe beſchreiben kann) gleichjeitig die Gefchwindigkeiten 


re, und ro., daher in derſelben Richtung die Geſchwindigkeit ro ru,, 
d. h. ro tw). Und da dieſe Geſchwindigkeit abermals mit r propor⸗ 


tional iſt, ſo erfolgt eine Drehung um dieſelbe Axe. 


2) Wirken aber wieder zwei Syſteme von Kraͤften gleich. 


—\ 


% 
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zeitig jeboch fo, daß /das eine Spfiem, wenn «8 alkin ‚wirkte, 
eine Drehung mit der Winkel⸗-Geſchwindigkeit », um fie Koor⸗ 
dinaten: Are OX, aber das andere Spftem allein eine Drebung 
mie der. Winfels Gefchwindigfeit wo, um die zweite Koardinaten- 
Are OY (Big. 10.) hervorgebracht haben würde, fo entſteht 


‚eine: Drehung ‚um ‚eine, dritte Are OU, welche ihrer Lage nach 


und in Bezug auf die Winkels Gefchwindigfeit - der Drehung 
durch die Diagonale OD des Rechtecks OBCD gegeben ift, def: 
fen Seiten OB und OC bezüglich die Winkel: Geſchwindigkel 
ten wo, und wo, find. 

Und allgemeiner noch: es if bie Winkel· Seſchwindigkei — 
der neuen Drehung gegeben durch die Gleichung 

I. o—= +Vo?-+02: 


während die Winfel a, und A,, welche bie poſitive Eeite 
der neuen Dreh⸗Axe mit den Koordinaten s Aren OX und OY 
macht, genau gegeben find durch die Gleichungen 


* 
& pe — . 
II cos &, und cos ßo = 2’ 


fo daß, weil o nie negativ gedacht wird ($. 64. )y &, ſpitz, 
techt-oder ſtumpf ſeyn wird, je nachdem ‚w, pofitiv, Null oder 
negativ iſt. — Analoges gilt für A. 


Denn man betrachte ein beliebige Element „ des Körberd Mm an ir⸗ 
gend einer Stelle m ($ig. 10.) in oder außerhalb der Ebene XOY, und 
denfe fih mx, my und mu bezüglich auf die Ebenen mOX, mOY und 
mOU fenkrecht gezogen, fo daß fie die Richtungen der Geſchwindigkeiten des 
Elements „ find, im Salle folches eine- Drehung. um die Dreh-Aren.OX, 
OY oder OU beginnen wollte. Wir fegen babei zunächſt w, und w, beide 
pofitiv voraus, und OB= u, OC = »,, ſo wie OD =o = Var+tu! 
Trennen wir nun r., n Und r bezilglich die Entfernungen des Elementes 
u von den Aren OX, OY und OU, und nehmen wir " 

. 1) m = wre und 2) my urn 
fo ftellen die Linien mx und my der Richtung und der Größe nach bie 
„Größen der Bewegung“ vor, welche das Element u im Beginn feiner 
Drehung um OX oder um OY herum, haben würde. Wir werden nun 
ermeifen 1) daß, wenn man die Kräfte mx und my mittelft des Kräften⸗ 
Varallelogramms zufammenfest, dann die mittlere Kraft der‘ Nichtung 
nach mit der auf mOU fenkrecht gedachten ınu zufammenfält; und 2) daß 
bie 


by 
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bie Größe mn dieſer mittlern Kraft — Be if, wem o=0D= = Varta, 
gedacht wird. 

Es machen nämlich die ‚Geraden. mx, my und mu, , eben mei fie bes 
züglich auf den Ebenen mOX, mOY und mOU fenkrecht gedacht worden 
find, unter ſich diefelben Winkel, welche diefe legterwähnten Ebenen unter 
fih machen, während diefelben Richtungen mx, my und mu, meil fie auf 
einer und derfelben Geraden Om. fenkrecht Reben, in einer und berfelben 
Ebene liegen. Denkt man fich daher aus O mit Om = e eine Kugel 
Fläche befchrieben, welche OX, OY, OU bezüglich in b, e, d’trift, und 
denkt man fich die Kreisbogen be, bd, cd, bm, cm, dm in Graben aus 
gerückt, damit fie die Winkel an O meſſen, ſo hat man zunächſt 

3) W. ma=W. band; W. ymu=W. emd; W. amy W. be; . 


wo bind, cmd, bme, ſphäriſche Winkel, d. h. Neigungs⸗Winkel der Ebenen 
ſind; ferner 

4) n=eanbn n= esinem und r = essindm; 
fo daß (aus 1. 2.) | ' 


5) mx = veasinbm und ny= nein sincu; 
alſo noch 
6) mx: my = ‚0, sin hm: 0, sincm 


hervorgeht. run iſt aber wegen or == OB und = 0C, in dem par 
rallelogramm OBCD R 


7) u,:0 = eincd: vinbd;. 
alſo (aus 6.) mn 
8) wx: my = sinbm-sined : sineh-sinbd. 


In dem fohärifchen. Dreiecken cdın und ham. verhalten ſich jedoch die 
Seiten wie die Sinus der Gegen⸗Winkel, alſo hat man 

 sinbmisinbd = sinbdm : sinbmd 
und ; sincd : sincm.= sincmd : ned; 
mithin, weil: bdm und cdın Neben» Winkel find. 

9 sinbm+sincd : sinem«sinbd 2 sincrmd —2 

Es folgt daher (aus 8. in Verbindung mit 9) 

10) mx? my = sincmd : sinbind, 9 
d. h. (wegen 8.) NN a . 
11) mx my = sinymu : sinxmu. 

Diefe Proportion ſetzt aber anfer Zweifel, daß, wenn man mx und my mit⸗ 
telſt dei Kräften» Parallelogramms vereinigt, die mittlere Kraft nothwendig 
in die Kichtung der (auf mOU fenkrecht gedachten) mu fallen müffe. 

Iſt nun ma die Länge der Diagonale des aus mx und my gebildeten 
Parallelogramms, fo berechnet” ſich die Größe der mittlern Kraft ı mu Aus 
einer ber beiden. Proportionen... | 

Mm. . fo] 
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ma!mx:my = sinzmy : sinymn,; sin zn, 


wovon die eine 3. B ſogleich giebt 
12 "mu = mx —— —_ mx» „sinbme 
— sinymu ‚sincmd ' 
oder (aus 5.) 


o,+sinbm „ninbıne 
13) mu = re nnd 
Nun verhält fh ober im Parallelogramm OBCD, weil unter o Die 
Diagonale OD verkanden wird, während w, = OB und = ÖC ig, 
2:0 = sincd:sinbe, 
alſo 
14) 0 = u — 


Gerner if in den fphärifchen Dreiecken bwe und- cmd 
. sin be : sindem = sinbe : sinbm 
und sin dem ⁊ sincmd == sindm: sincd; 
folglich, wenn man multiplicirt, | 
inuabme: sincmd = sinbc- sin dm : sinpm »- sincd, 
fo daß 


15) sinbme — ain be · ain dm ssincmd 


sinbm+-sincd: 
wird. Subſtituirt man aber dieſe Werthe (aus 14. und 15.) in die Glei⸗ 
chung (13.), fo erhält man 

16) mu = wew-sindm = wro (nad) 4.). 

Die aus den Kräften ınz = wo, URd my = uerzw, hervorgehende 
mittlere: Kraft bat. alfo nicht bloß die Richtung einer. Drehung um OU, 
fondern auch die Größe u-r-w (mein @ die Diagonale OD des aus OB = u, 
und OC = w, gebildeten Rechtecks vorftellt); alfo hat das Element u die 

Geſchwindigkeit ro. Demnach find die Befchwindigkeiten der einzelnen Ele 
mente mit der Entfernung 'r derfelben von der Geraden OU proportional, 
wodurch eine Drehung um OU, und zwar mit der Wintel⸗Geſchwindig⸗ 
keit o, außer Smeifel geſtellt iſt. 

Betrachtet man aber die andern drei Fälle, wo «r Ober wa oder beide 
negativ find, fo wird ſich die. poſitive Seite der Dreh⸗Axe UU’ in die drei 
andern der vier von den Axen gebildeten Räume bin legen, fo daß die Gleis 
chungen (1. und IL) in von Allgemeingültigteit ohne weiteres erkannt 
werden. 

Anmerk. J. Nach dieſem Sage kann man zwei Drehun⸗ 
gen um zwei Koordinaten: Aren in eine einzige zufammenfegen; 
nach demfelben fann man aber auch jede Drehung um .eine be . 
liebige Are TU! mit der Winkel⸗Geſchwindigkeit w fogleich in 
zwei Drehungen zerlegen und zwar auf: unendlich viele Arten. 


$ 


. 


’ 
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Man legt naͤmlich durch UU' eine: beliebige: Ebene, nimmt in 
UU! einen beliebigen Punkt O, und gieht-in dieſer Ebene durch 
O eine beliebige Gerade OX, und ſenkrecht darauf in derſelben 
Ebene eine zweite OY, nimmt dieſe nun zu Koordinateh⸗Axen, 
beftimmt bie Winkel & und A, welche die poßtive Seite der 
Dreh: Are TU! mit OX und OY macht *), berechnet; fich 

a. = co. md 0 wm 

fo hat man die Winkel: Gefchwindigfeiten @, mb 0, der Dre 
hungen um bie beiden Aren OX und OX, in welche die gege: 
bene Drehung zerlegt werden fanm Iſt dann w, poflfiv ober 
negativ gefunden, fo muß bie Drehung des Körpers in ber’ ale 
pofitio angenommenen Richtung oder in ber entgegengefegten ge: 
dacht werben. — Daffelbe gilt von w.. 

Nie ift aber babei zu überfehen 1) daß ber Körper ganz 
frei iſt; und 2) daß immer nur von dem Augenblicke des Be⸗ 
ginns der Drehungen die Rede iſt. 

Anmerk. 2. Wir Haben den Beweis des Satzes (6. 65. 
. NPrı 2.) abſichtlich fo geführt, daß er gilt, es mögen OX und 
OY auf einander fenkrecht fiehen ober nicht, wenn nur OB=o, 
OC=., die Seiten, und OD =» die Diagonale des aug 
OB und OC gebildeten Parallelogramme vorftelen. Man hat 
daher ſogleich noch den Sat vom n Parallelogramm der Dre⸗ 
bungen!! erwieſen, nämlich den Satz: 

„Will ein Körper gleichzeitige Drehungen um zwei unter 
einem beliebigen Winkel ſich fchneidende Dreh⸗Axen OX und 
„OX, beginnen, fo beginnt er’ in der That eine Drehung um 
eine dritte Aye OU, welche der Lage ihrer pofitiven Geite nach 
„die Diagonale OD eines Parallelograming ift, von welchem 
„OB und OC der Lage nach die pofitiven Seiten der Dreh: 
„Axen OX und OY und der Größe nach die Winkel⸗Geſchwin⸗ 
„digkeiten diefer Drebungen um OX und OY find; und bie 


*) Zur Befimmung biefer poſitiven Seite. muß man ſich noch O7 
fenfrecht auf die Ebene XOY denken, damit die pofitiven Drehungen um 
die Aren OX und OY Feiner Zweideutigkeit mehr unterworfen find. 


oo [12*] 
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. Ränge der Diagonale OD. drückt zu gleicher Zeit die Winkel⸗ 

Seſchwindigkeit dieſer einzigen Drehung um OU aus, in wel: 
iische ſich die beiden erfiern Drehungen, wenn fie gleichzeitig 
iftatt finden follen, vereinigen.! 

Daraus folgt fogleich auch noch der Sabo vom Parallelepi⸗ 
pedum der Drehungen, naͤmlich: „Soll ein Koͤrper gleichzeitig um 
„drei beliebige, nicht in einer und derſelben Ebene liegende, aber 
„in einem und demfelben Punkte fich fchneidende Aren fich dre⸗ 
ben, fo dreht er fih um die Duers Diagonale. eines, Parallel. 
„epipebumg, deſſen drei Seiten der Richtung nach die genannten 
„drei Dreh: Aren,, der Größe nach aber die drei Winkel⸗Geſchwin⸗ 
„bigkeiten find. ‚Die Laͤnge dieſer Duer- Diagonale ift zugleich 
" auch die Winkel⸗Geſchwindigkeit der wirklichen Drehung u. 


6. 66. 


So wie man aber (im J. Th. Mechan. Kap. IL, aus den 
Sägen des ($. I1. daſelbſt), welche mit den fo eben (im 8. 65.) 
gegebenen volfommen analog ſi nd, die Zufammenfeßung beliebig 
vieler Kräfte, die einen und denfelben Atom angreifen, in eine 
einzige, mittfere Kraft bewirkt bat, fo bewirken wir jetzt die Zus 
fammenfegung beliebig, vieler (Seiten: ) Drehungen um belie 
bige in. einem und demſelben Punkte O ſich ſchnei— 
dende Dreh⸗Axen, in eine (mittlere), Drehung um eine, 
burc denſelben Punkt O hindurchgehende (mittlere) Dreh, Are. 

‚Zu dem. Ende ſetzen wir. (Aus $. 65. Nr. 2.) “auf ganz 
—8* Wege wie im (I. Th. Mech. $. 15.) den Gag zu⸗ 
ſammen: 

Jede Drehung um eine Dreh⸗Axe UÜ! mit der Winkel. Ge 
ſchwindigkeit o, zerfaͤllt immer in drei gleichzeitige Drehungen, um 
drei durch einen beliebigen Punkt O der UU' gelegte rechtwink⸗ 
fiche Koordinaten «Agen OX, OY, OZ, welche bezüglich die 
Winfel- Gefchtwindigfeisen w!, @ll, all haben, fo daß 


*) Der Anfänger wird nie überfehen, daß hier überall nur von dem 
erfien Moment der Drehungen die Rede if, alfo gewiſrmaßen nur von 
dem Beſtreben nach Dreh 


! 





\ 
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Or "ol @.cosa,  wlt —=-wcosß, will —.0608Yy 
iſt, wenn a, ß, 7 die Winkel vorſtellen, welche die .pofifine 
Seite OU der Dreh⸗Axe UU’ mit den drei Richtungen OX,OY, 
OZ (und nicht mit ihren. entgegengefeßten Richtungen) macht. 

-IL Und umgekehrt: Drei gleichzeitige Drehungen um bie 
drei Koordinaten-Aren OX, OX, OZ mit den (pofitiven oder ne 
gativen) Winkel: Gefchwindigfeiten w!, @l, will feen fich alle: 
‚mal in eine einzige Drehung zufammen, beren Winkel Geſchwin— 
digkeit @ aus der Gleichung - 

1) o= a u 
berechnet wird, waͤhrend die neue ‚Dreb: ‚Are vi⸗ durch denſel 
ben Punkt ©. fo hindurchgeht, daß, ihre Poſitive Seite OU mit 
den Axen ox, OV, OD bie, durch die Gleichungen 5, 


l TR IH 
[77 . “@ ’ .’ D .@ 

2 cos = —i. cos — nt 08V m — 

) wo?’ B 0.» = —— 


gegebenen Winkel , , ⸗ macht, ihren 19) Be nie nege 
tiv genommen werden darf. 

"m. "Dadurch ift man aber in den Stans zeſebt, beliebig 
viel gleichzeitige Drehungen eines und deſſelben Koͤrpers um 
Axen, die ſich alle in einem und demſelben Punkte O ſchneiden, 
in eine einzige Drehung zu vereinigen; wenn ſi ie ſich nicht im 
Gleichgewicht halten. nn on 

Sind nämlich er 

4; Os; 0; “ie. Un h j 
die Winkel⸗ Geſchwindigieiten von n- gleichzeitigen Drohungen 
Aren, die fich alle in einem Punkte O fchneiden, und deren po- 
fitive Seiten mit” drei Koordinaten: are OX, oy, 02 bezuͤg⸗ 
lich die Winkel 


&; Pı; Yız %, Pa» Ya}: Og;: Bu, 725 2 1 Bas In 
machen, — fo zerlegt man jede biefer Drehungen a 1.) in 
drei Drehungen um die-drei Roordinaten:Aren, dann vereinigt man 
ale Drehungen um jede der Koordinaten» Aren durch Addition 
ihrer Winfel-Gefchwinbigfeiten (nach $. 65. Nr. 1.) in, eine 
einzige, und ſetzt zuletzt biefe drei Drebungen um die Koording- 
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ten⸗Axen (nach II.) wiederum in eine einzige Drehung zu⸗ 
ſammen. 

Man berechnet ſich alſo 

1) >(w.cosa)=X; I(w.cos ß) —=Y; 3(w-cosy) = Z; 


und dann 
2) u = VX+V+Z; 
sulegt aber 


| X Y 
3) cosa. = —: co, = —: con = —: 
) 0 0 Po rn 3 Yo 5 > 


und dann iſt w, die Winkels Gefchwinbigfeit der einzigen Dres 
hung, in welche fich die gegebenen n Drehungen vereinigen laf: 
fen; und die Are nebft der Richtung biefer einzigen Drehung 
ift Dadurch gegeben, daß man die Winkel a,, Bo, Y0 kennt, 
welche die pofitive Seite der Dreh: Are mit ben Koordinaten: 
Axen OX, OY, OZ macht, mährenb diefe neue Dreh - Are 
burch denfelben Punkt O hindurch geht, in welchem fich die Dreh⸗ 
Aren der n gegebenen Drehungen, der Vorausſetzung zu Folge, 
ſchneiden. 
IV. Findet ſich aber 
x=0, Y=-t m 2=0, 
d. h. 

"S(w.cosa) = 0, I(w-cosf) = 0 und Harcosy) = ==, 


ſo halten fich dieſelben n Drehungen im Gleichgewicht, und 


diefe drei Gleichungen find zum Gleichgewicht nothwendig und 
ausreichend. 

V. Sollten in ber Aufgabe (HI) die n Dreh⸗Axen alle in 
einer und berfelben Ebene liegen, fo kann man biefelbe Ebene zur 
Ebene XOY nehmen, und dann find die Winkel Yu, 2, 7, 
alle = 90°, ihre Kofinuffe —= 0; alfo iſt dann Z = 0, und 
man findet bloß, indem man 

1) =(w-cosa) = X und I(wecosf) = Y 
berechnet, bie Gleichung, 

2) 0 = VX?+Y J 
ſo wie noch 
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33 080% —_%:, cosf, = = x und 008, = —=0, 
G, —* 

aus welcher letztern Gleichung hervorgeht, daß die Dreh⸗ Axe 
der einzigen (mittlern) Drehung dann allemal mit den Axen 
der gegebenen (Seiten) Drehungen in derfelben Ebene liegt. 

und findet ſich in. dieſem befondern Falle 

Bu x0. m. :Y=b, 

d. 5. 2co cos ) = 6 und (w-cosf) = 0, 
fo halten fich dieſe n Drebungen im Gleichgewicht, und. Diefe 
zwei Gleichungen find dann zum Gleichgewicht nothwendig und 
ausreichend. 

Anmerf. - Man ſieht die voͤllige Analogie diefer Zuſammen⸗ 
ſetzung der Drehungen in dem Falle, wo die Dreh⸗Axen alle in 


einem und demfelben Punkte fich fchneiden, mit den Sägen der 


Statit, wo. Kräfte, die eineg und benfelben Atom angreifen, in 
eine einzige mittlere Kraft vereinigt werden ſollen. 

Wir wollen aber nun die Faͤlle betrachten, wo Drehungen 
vereinigt merben .follen, welche um Axen flatt finden, die fh 
nicht in einen und demfelden Punkte fchneiden. Dabei machen 
wir den Anfang. mit dem Ball, wo Die Dreh— Aren unter ſich 
parallel ſind. 


— 


Betrachten wir mehrere Drehungen um parallele Aren, fo 
unterfcheiden wir Drehungen in‘ einem nnd demſelben Sinne, 


und Drehungen im entgegengefegten Sinne, je. nachdem, wenn 


wir ung bie parallelen Dreh⸗Axen parallel mit ſich fortgerüdkt 


‚denen, bis fie zufammenfallen, dann die Drehungen in einem 


und demfelben Sinne oder, in enfgegengefegtem Sinne erfolgen. 


| N 68." 
I. Wirten auf. einen freien feſten Koͤrper zwei Syſteme von 


Kräften, von denen das eine eine Drehung um eine Dreh⸗Axe 


A,B,, mit der Winkel⸗Geſchwindigkeit w,, das andere aber in 
dberfelben Richtung eine Drehung um eine mit A,B, parallele 


\ ‘ 


U an 
t 


% 
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Dreh: Are A,B, ( (Sig. 11.) mit der Winkel: Geſchwindigkeit oO, 
hervorbringt, gleichzeitig, fo beginnt eine Drehung mit der Win⸗ 


kel⸗ Geſchwindigkeit 
= 0-+® 

um eine. Dreh⸗Axe A,B,, welche mit den Drehe Aren A,B, 
-und A,B, in berfelben Ebene liegt, mit ihnen wieberum pa- 
vallel läuft, und melche zwiſchen A,B, und A,B, fo liegt, 
dag fich ihre Entfernungen von A,B, und A,B, uingekehrt wie 
bie Wintel. Geſchwindigkeiten, nämlich direkt wie @, gu @, ders 
halten. :- 

Denn man denke fich ein ganz bellebiger Element, a in m (Sig. II.), 


lege durch felbiges eine Ebene fenkrecht auf die Dreh⸗Axen, welche lettere 
inC, und C, ſchneiden mag, — nehme in der Linie C,C, einen Punkt 


Co fo, daß | 
1) ’ C6: CC, = = 05.2 0ı Zee 

‚ si, und lege durch Co mit .A,B, und A,B, eine Patollele AB. gend 
errichte man auf den drei Ebenen mA,B,, mA,B, und mA,B;, drei ſenk⸗ 

vet ‚Linien mD,, mD, und mD,; und mache 

mD, = wmC,o, und mD, = umC,os, 

fo r nd.mD, und mD,. die, . besüglich bei. den Drohungen. um die Aren 
A,B, und. A,B, flatt finbenden „Größen der Bewegung” des Elementes u. 
Wir werden nun erweifen 1) daß wenn man biefe Kräfte mD, und mD, 
nach dem Sräften= Parallelogramm in eine mittlere Kraft vereinigt, folde 
der Richtung nach mit der auf mA.B, fenkrecht gedachten mD. zuſammien⸗ 
fallen müffes und 2) daß die Größe diefer mittlern Kraft 

it —— 

| ’ 

Man bat nämlich zunächſt on 

: 3) W. DD, = zei, C,mC,3 W. D,mD, = W. . Cat, 

und W. D,mD, = W. OCꝛmC⸗. rt dl 
In den Dreiecken CC, und C,mC, ift aber e 

06: ° C.C. = mC,» sin Coat,: . mO,- sin C,nC,,. 
„oder (wegen 1. und 3.) . 
0:0, = mC,-sinD,mD,: mC,-sinD,mD.; ' J 


d. h. mÜ,o, -sinD,mD, = mÜ,o,- sin DeDe 
‚oder 
4) mC,:o,:mCyo, == sinD,.mD, : sinD,mD.: 
Es folgt Daher (aus 2. und 4.) . 
‚5) mD, :mD, = sinD,mD, : sinD,mD.; 


und diefe Proportion ſetzt außer Sweifel, daß wenn man mD, und mD, 


J ⸗ 


| 
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durch ein Parallelogramm mit einander verbindet): die Bictuns der Dinge: 
nale mit der Jichtung md sufemmenfallen.müffe. .:. 
Iſt nun Ho die Ate Ecke dieſes Parallelogrammng, alſo nd, die Größe. 


der mitkfern Kraft; fo kann Man folche berechnen aus einer der beiden 
Proportiouen * 


mD⸗e: —* = in DapDs ti DapDtsin Dame, . | J 
welche N B. fogleich - 


snD,nD, i6CmC, 
m ae = mb: —— 
oder (wegen 2.) Eur | 
Ka a ‘ 4 nD;, = ersc. rc 


a sin Co mt, . 


Are 


liefert. "um if aber in den Dxeiecken Cunc. und CC, 
or ‚mC sin CimC, mC,sinC,mO, =C ‚0; CC, j 
oder (wegen 1 en . . = erhen:a; ’ 
DE SEE 
8): mU,winsin Cab: * —E—— RP IR 


eo co 


Dadurch geht aber die (7.) über in u 
9): . u mD, Am yw ‚ml. (ton). 


de 


ae Element w bat. alfo-:vermöge.-der beiden- Drehungen um AB, und 


AM- eine „Größe der Bewegung” = wmÜColaı +o3), alſo eine Ge⸗ 
fehwindigfeit ‚mCo-(o1+w2). in der auf die Ebene:mA,B, ſenkrecht ges 
dachten Richtung mD.; und dieſe Sefchwindigkeiten find demnach mit der 
Entfernung mC, (ded Elementes yon A,Bo) propsrtional; alfo erfolgt eine 
Drehung um A,B, mit der. Winkels Gefchwindigkeit a, oa, melche durch 
oo bezeichnet werden Fann. 


II. Diefes Reſultat gilt noch, wenn auch die Drehung mit 
der Winkel : Gefhtwindigkeit w, in einer, der erftern. ( welche 
die. Winkel» Gefchwindigkeit w, hat) enfgegengefeßten Richtung 


($&.67.) flatt findet, nur. daß dann bie Dreh⸗Axe A,B, (wie 


in Se. 12.) zur Seite liegt, und in der Gleichung 

0 = ot; . 
ſtatt —* die negativ genommene Winkel⸗Geſchwindigkeit sefet 
werden muß. 


Man überzeugt fich fehr leicht davon, wenn man bie vorangegangenen 
Betrachtungen für die Figur (12.) mutatis mutandis wiederholt. 


IH: Es ergiebt fich aber hier für den Fall eine Ausnahme, 
wo die Drehungen im entgegengeſetzten Sinne aber mit gleichen 
Winkel» Gefchwinbigfeiten w,..— 0, = ſtatt ſindes Es zeigt 
ſich dann. (Fig. 12. . daß die aus 
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mD, = „m, o und mD;, = «mÜl,o 
sufammengefegte mittlere Kraft mD,,‘auf ber Ebene der Axen 
A,B, und A,B, fenfrecht fieht, und der Größe nad) = u-w-C,C, 
ift, wo @ bie gemeinfchaftliche Winkel: Gefchwinbigfeit und C,C, 
den fenfeechten Abftand der Dreh⸗Axen A,B, und -A,B, von 
einander vorftelt. Und weil dies für jedes Element z bee 
Körpers gilt, deſſen ganze Maffe M if, fo werben. alfo in bie- 
fem Falle ale Elemente von parallelen und gleichen. Kräften an⸗ 
gegriffen. Der ganze Körper wird baher jest in feinem 
Schwer⸗Punkte ſenkrecht auf die Ebene der Aren A,B, und 
A,B, von der Kraft M-w-C,C, erfaßt; und dies ift die Kraft, 
welche ftatt der beiden Drehungen, bie mit gleichen Winkel⸗Ge⸗ 
ſchwindigkeiten im entgegengefeßten Sinne um biefe parallelen 
Dreh: Aren gleichzeitig ſtatt finden folkten, ge gefegt werden muß. 

Es läßt fich dies auf einem ganz analogen Wege nachweiſen, wie in 
dem allgemeinen Falle, wo w, und o, noch ungleich find. Allein in dieſem 
befondern Zalle ift der nachftehende Gang der einfachere. So wie nämlich 
ı (Sig 12.) mD, = ro fenfrecht auf mC,, und mD, = rio ſenkrecht auf 
mC, errichtet find und das Parallelögramm mD,D.D, eonſtruirt iſt, ſo iſt 
das Dreieck mD.D, dem Dreieck mC iO. ähnlich, weil 

W. mD,D, == W. C ‚mC, 
iſt, und die Seiten, welche dieſen Winkel einſchließen, wegen Cm =p, 


nd Cm=n proportionirt fi find. Daher if auch 

mD,:mD, = C,C;: C.m 
d. b, . mDinmo = GEG;: la 

der es iſt mD, = »-C,C,. 

Zu gleicher Zeit muß, meil in den gedachten ähnlichen Dreiecken zwei 
Paar Seiten auf einander fentr£cht ſtehen, auch das dritte Paar, nämlich 
mD, und C,C, mit einander einen rechten Winkel bilden. 

Alfo ift bewiefen, daß die mittlere Kraft mD,, in melche ſich die bei⸗ 
den Dreh» Kräfte mD, und mD, vereinigen, der Größe nad = »-C.C,, 
der Richtung nach aber auf C,C, und daher ‚auch auf der Ebene der Dreh⸗ 
Aren ſenkrecht ſteht. — Das übrige folge dann von ſelbſt. 


4. 69, 


Nennen wir dieſen Sall ein BegensPaar von Drehun— 
gen; das Produkt w-C,C, aus der gemeinfchaftlichen Winkel⸗ 
Sefchwindigfeit w in bie Entfernung C,C, ber beiden paralleim 
Dreh⸗Axen von einander, fein Moment, und verfichen wir 


\ 
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unter feiner Ebene bie Ebene, in welcher „feine beiden Axen 
kiegen; fo wie unter feiner Richtung die Richtung ber einzi⸗ 
“gen, durch den Schwer: Punft des Körper gehenden Kraft, 
welche es repräfentire *), fo folgt fogleich "unmittelbar: 

1) Ein folches Gegen: Paar von Drehungen, deſſen Mo 


ment m, ift, iſt allemal gleichgeltend mit einer auf feiner Ebene 


fenfrechten und 'burch den Schwer» Punkt des Körpers gehenden 
Kraft von ber Größe G-m,, wenn G bie Mafle de Loͤrpers 
vorſtellt. 

2) Fuͤr jede einzige durch den Schwer Punkt bes Körpers, 
befien Maſſe G ift, gehende Kraft P, kann von allemal ein 


Drehungs- Gegen: Paar ſetzen, deſſen Moment I F iſt, und deſſen 


Drehsdren in einer beliebigen auf bie. Sichtung der Kraft P 
fenfrechten Ebene, beliebig unter fich parallel, gedacht werben 
fönnen, wenn man nur bie Richtungen der Drehungen, der 
Richtung ber Kraft P angemeffen, d. 5. fo nimmt, mie bie 
Unterfuchung ‚(III. des $. 68.) es mit fich bringt. 

3) Für ein ſolches Gegen» Paar von Drebungen kann: man 
jedes der unzaͤhlig vielen andern Gegen: Paare von Drehungen 
ſetzen, welche daffelbe Moment und diefelbe Richtung habe, und. 
deren Ebenen mit der Ebene des gegebenen Gegens Paares pa⸗ 
rallel find, oder beliebig zufammenfallen; auch koͤnnen die Dreh» 
Aren in der Ebene beliebig anders gelegt werden; fo daß ſie, 


-wenn fie nur beide unter ſich parallel bleiben, paarweife mit _ 


einander gang beliebige Winkel machen fünnen. — Und ift m, 
das Moment des Gegen: Paares und q die beliebig angenom⸗ 


mene Entfernung ber Dreh⸗Axen von einander, fo ift * die ge⸗ 


meinſchaftliche Winkel⸗Geſchwindigkeit bieſes Gegen» Paares von 
Drebungen. . 

4) Eine beliebige Anzahl n von Drehungs⸗ Gegen · Paa⸗ 
ven, deren Dreh⸗Axen in derſelben oder in parallelen Ebenen 


*) Zwei Gegens Paare von Drehungen Fünnen daher einerlei Kich- 





- tungen, auch verf chiedene Richtungen haben. 


/ 


— 


- 
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liegen, laffen fich immer in ein einziges Gegen⸗Paar von. Drebun- 
gen vereinigen, deſſen Moment der Summe der Momente Der 
gegebenen Gegen-Paare gleich ift, fobald man nur die Momente 
derjenigen Gegen: Paare als negativ in Nechnung bringt, welche 
die entgegengeſetzte Nichtung haben. Diefed neue Gegen-Paar 
hat dann die erftere ober die legtere Richtung, je nachdem jene 
Summe der Momente alg eine pofitive oder eine negative Zahl 
ſich ausweiſt; und feine Dreh: Aren liegem in -berfelben oder in 
irgend einer damit parallelen Ebene irgend tie, wenn auch noth⸗ 
wendig immer unter ſich parallel. 

Iſt aber die Summe aller n Momente der Null gleich, fo 
halten fich alle diefe Drehungs- Gegen : Paare im Gleichgewicht. 

5) Drei Drehungs; Gegen: Paare in drei auf einander fenf- 
rechten Koordinaten: Ebenen, in denen wir OZ, OY und OX 
ale: die pofitiven Richtungen anfehen, fo daß wir ihre Mo: 
mente poſitiv oder negativ in Rechnung bringen, je nachdem bie 
Gegen; Paare diefe oder Die entgegengefegten: Richtungen haben, 
— laſſen fich immer wie folgt in ein einziges Gegen-Paar von 
Drebungen vereinigen. Sind nämlid L, M, N bie drei poſi⸗ 
tiven.-oder. negativen Zahlen, welche die Momente der drei erftern 
Drehungs⸗Gegen-Paare besüglich in den Ebenen XOY, X0Z 
und YOZ vorſtellen, und find A, u, » die Winkel; welche bie 
Nichtung des neuen gefuchten mittlern Drebungs: Gegen : Paas 
res mit den drei Be OX, OY, OZ madıt, fo findet fich 
und 

N M L 
cool = —; c0su = — und cosv = —. 
m, m, . I, 

Und umgefehrt: jedes Drehungs⸗ Gegen s Paar, deſſen Mo⸗ 
ment m, iſt, und deſſen Richtung mit den drei Koordinaten⸗Axen 
OX, OY, O2 die Winfel A, u, v macht, läßt fich allemal in 
drei Drehungs? Gegen» Paare zerlegen, deren Axen in den Koor⸗ 
dinaten- Ebenen XOY, XOZ, YOZ übrigens beliebig liegen, und 
bereg Momente besüglich 


mo cos v, moꝙcos , WorCosi. 
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ſind, welche letzteren Peodulte poſitiv, negativ oder auch Null 
feyn koͤnnen, und dadurch zu gleicher Zeit die Richtung biefer 
Seiten: Gegens Paare von Drehungen beftimmen. 
Man denkt fich nämlich fatt der Drehungss Gegen + Paare: die glekchgel 
tenden Kräfte. Da letztere alle durch den Schwer» Punkt des Körpers ges 
ben, fo laffen fie ſich (nach I. Th. Mech. Kap. II.) ohne weiteres in eine 


einzige, ebenfalls durch den Schwer Punkt gehende Kraft, alſoi in ein Dre 
hungs⸗Gegen⸗ Paar vereinigen. 


6) Eine beliebige Anzahl m von Drehungs- Gegen» Haaren, 
Deren Momente m,, M., me, M,, + mn find, deren Aren :in 
beliebigen Ebehen liegen, und deren Richtungen mit breien Koor⸗ 
dinaten-Aren OX, OY, OZ bezüglich die Winkel 

hy; fan Yı3 An, Ua, Pa, ⸗ Ans Un, Vn 
"machen, laſſen ſich allemal in ein einziges‘ Drehungs: Gegens 
Paar vereinigen, wenn fie fich nicht fämmtlich im Gleichgewicht 
halten. Diefed einzige Drehungs⸗Gegen⸗Paar wird durch fol 
gende Rechnung gefunden. Man findet zuerft 
l. L= 23(m-cosv); M= I(m-cosu); N= Smrcas}), 


II. nm; = VP+M’+N? 
und sulegt | l 
“ — . — M, — — 2 — 
III. cos, = m CO8U, = m cosY, = m’ 


‚und, dann iſt m, das Moment des neuen mittlern Gegen-Paared 
von Drehungen, und A,, fo, 9 find bie Winkel, welche Die 
Kichtung deffelben mit den drei Koordinaten: Aren OX, OY, OZ 
macht. | 
Findet fich aber 
L=0, M=-0 md N=0, 
ö. h. 

(66*. Zlm-e09)=0; a-cosn)=0; Zlm-0001)=0, 
fo halten fi) alle diefe Drehungs- Gegen: Paare (d. h. alle dieſe 
durch. den Schwer⸗ Punkt des Koͤrpers gehenden Kräfte, welche 
fie vorſelen) im Gleichgewicht. 


§. 70. 
I. State jeder Drehung mit der Winkel-⸗Geſchwindigkeit ' 
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um irgend eine Axe TU! (Sig. 9.) kann man eine andere Dre 
bung fegen, welche mit derfelben Winkel: Sefchwindigfiit & in 
derfelben Richtung. um eine andere, durch einen beliebig gege⸗ 
benen Punkt O mit ber erftern parallel gelegte Dreh⸗Axe OV 
ftatt findet, wenn man nur dann jedesmal noch ein Drehungs⸗ 
Gegen: Paar binzufügt, beffen Moment o-q iſt (wenn q bie 
"Entfernung des Punktes O von der Dreh⸗Axe UU' vorftelt), 
deſſen Aren irgend wo in ber Ebene OUU! gedacht werben koͤn⸗ 
nen, und beffen Richtung durch die Richtung der gegebenen Dres - 
bung um UU’ beſtimmt und gegeben ift. 

Man denkt fi nämlich um die Are OV inet Drehungen mit der Win⸗ 
kel⸗Geſchwindigkeit eo, aber die eine im entgegengeſetzten Sinne der andern, 


fo daß fie fich im Gleichgewicht halten, noch hinzu. Dann hat man die 
eine Drehung um OV und noch das Gegen» Paar von Drebhungen. 


IL Da jedes Gegen» Paar von Drehungen einer Kraft G-m, 
gleichkommt, welche fenfrecht auf die Ebene des Gegen: Paares 
den Schwer⸗Punkt angreift, wenn G die Mafle bed Körpers 
und m, das Moment ded Gegen» Paares if, fo folgt (aus J.) 
daß man ftatt jeder bloß drehenden Bewegung um irgend eine 
beftiminte Dreh Are UU! mit beliebiger Winkel⸗Geſchwindig—⸗ 
feit,o allemal eine fortfchreitende Bewegung von beliebiger Ge- 
ſchwindigkeit v in beliebiger aber auf UU! fenkrechten, Rich 
tung, nebft einer drehenden Bewegung fubftituiren kann, welche 
letztere dieſelbe Winfel -Gefchwindigfeit » hat, aber um eine 
andere, von der Größe und Richtung von v abhängige, mit 
UU! parallele Dreh: Are VV! ftatt findet. Dabei findet ſich, 
weil v das Moment des Segen: Paares ift, der AbRand der 


Dreh⸗Axen VV! und UU' von einander, — —, während 


VV' in der durch UU! auf die Richtung von v fenfrecht ge: 
legten Ebene genommen werden muß, dieſſeits oder jenſeits 
von UU!, je nachdem die Richtung der Geſchwindigkeit v bie 
eine ober bie gerade entgegengefegte iſt. 

Es verſteht fich dabei immer von felbft, daß alle dieſe Aus⸗ 
ſpruͤche nur fuͤr den Beginn der Bewegung gelten. 


J 
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III. Es entficht nan die Stage, ob man eine Bewegung, 
welche in irgend einem Augenblicke eine fortfchreitende ift mit ber 


Geſchwindigkeit v in irgend einer Richtung, und zu gleicher: Zeit... 


eine drehende um irgend, eine Axe VV! mit der Winfel:Ges ' 
fchwindigfeit o, — ob auch allemal eine bloß drehende Bewe⸗ 
gung um irgend eine andere Dreh⸗Axe UU! dafür fubftituirt were ' 
den Tann, ohne fortfchreitende Bewegung? — 

Statt der fortfchreitenden Bewegung mit der Gefchwinbig: 


keit v in gegebener Nichtüng, kann man ein Gegen⸗Paar von 


Drehungen in einer auf die Richtung von v fenfrechten Ebene, 
welches das Moment m, = v hat, fubflituiren. Die vorfte 
hende Srage ift nun: ob man ein folched Gegen-Paar von Dre 
bungen umb eine Drehung um eine gegebene ‚Are bloß in eine 
Drehung verwandeln könne, .oder nicht? — 

a) .2iegt die. Dreh⸗Axe VV! parallel mie. ber Ebene des 
Gegens Paares, d. h. (weil letztere immer mit ſich felbft paral- 
lel fortgerückt werben kann) in ber Ebene des Gegen: Paares 
ſelbſt, — ſteht alfo die Dreh Are VV! fenfrecht auf der Nich- 
tung v der fortfchreitenden Bewegung, fo ift die Vereinigung ber 
fortfchreitenden Bewegung und der brehenden, in eine einzige: 
bloß drehende Bewegung, allemal möglich und zwar auf fol- 
gende Art: Man denkt ſich die eine Are des Gegen⸗Paares mit 
VV zuſammenfallend, die andere WW (Fig. 14.) um die 
Längen: Einheit CD — 1 von ihr entfernt, fo daß, weil v das 
Moment des Gegen: Paares ift, dieſelbe Zahl v auch die ge 
meinfchaftliche Winkel Gefchtwindigfeit deffelben ausdruͤckt. Dann 
vereingen fich bie beiden Drehungen um VV! in eine einzige 
um diefelbe Axe mit der Winkel» Gefchteindigfeit »--v, waͤh⸗ 
rend die andere. Drehung um WW! die Winkel: Gefchwindigs 
keit —v hat. Diefe beiben. Drehungen’ mit. ungleichen und ent- 


gegengeſetzten Winkels Sefchwindigfeiten um die parallelen Axen 


VV and WW’ vereinigen ſich dann (nach) $; 68.) in eine 
einzige Drehung, welche bie Winkel⸗Geſchwindigkeit (o-+v)-+(— v) 


d. h. w hat, und’ deren Dreb: Are UU! von VV um co ab: 


liegt, bergeftalt, daß 
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CO:DO = vivo. 


oder CO:CD = v:’o 

iſt, iv daß, wi CcD=1 iſt, 
| co=-- 

1/77 

wird. 


b) Steht aber bie Dreh⸗Axe VV! auf ber Richtung ber 
fortfchreitenden Bewegung (welche die Gefchwinbigfeif v Hat) 
nicht fenfrecht, d. 5. faͤllt die Ebene bes Gegen⸗Paares, auch 
wenn fie. ‚parallel mit fich fortgerückt wird‘, mit .der Dreh Are 
VV! nicht zufammen, fondern begegnet dieſe (unendlich gedachte) 
Dreh: Are VV! der Ebene des Gegen: Paares in einem einzigen 
Punfte D, fo iſt eine Vereinigung beiber Bewegungen in eine 
einzige bloß drehende nicht moͤglich. Wohl aber kann man jetzt 
auf unendlich viele Arten zwei Drehungen finden, um Axen, die 
nicht in einer und derſelben Ebene liegen, und welche ſtatt der ge⸗ 
gebenen fortſchreitenden und zugleich drehenden Bewegung geſetzt 
werden koͤnnen. — Zu dem Ende laͤßt man die eine Dreh⸗Axe 
des Gegen⸗Paares von Drehungen durch den Punkt D gehen, 
in welchem die Ebene des: Segen- Paares von der Dreh: Are 
VV! getroffen wird, und vereinigt bie beiben Drohungen. um die 
durch D gehenden Axen (nach. $. 65, Anmerf. 2.) in eine ein 
zige. Diefe und die zweite Deehung bes Drehungsißegen-Paa- 
tes find dann bie gefuchten. — Je weiter man: dabei. die Dreh⸗ 
Axen des Gegen-Paares auseinander legt, deſto geringere Wins 
kel⸗Geſchwindigkeit hat die zweite der gefundenen Drehungen. 
— Da man ferner: die parallelen Dreh⸗Axen in der Ebene des 
Gegen: Paares nad) ‚Belieben fich drehen laſſen kann, fo. ändern 
fih danach : wiederum die Richtungen ber Dreh⸗Axen und bie 
Winkel⸗Geſchwindigkeiten der. als Endrefiultas gefundenen, zwei 
Drohungen. — Und da endlich die Ebene ded Gegen: Paares 
beliebig parallel mit, fich fortruͤcken kann, -fo ändert fich die Lage 
des Durchſchnitts⸗Punktes D in VV‘ nach) Belieben, und ba 
mit wieberum bie Lage der Dreb- ren ber beiden als Endre 
fultat gefundenen Drebungen. (DVergl. IL Th. $. 25.) 


J 


$. 71. 
| 


r h | 


=> 
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g. 71. 


. Hat man n gleichzeitige Drehungen eines und deffelben Kir u 


pers mit den Winkel: Gefchtwindigfeiten w,, @2, @g, + wu um 
Dreh⸗Axen, welche beliebig im Raume liegen, fo kann man 
(nach) $. 70. 1.) irgend einen Punkt O zum Berfammlungs 
Punkte nehmen, die gegebenen n Dreh: Aren alle parallel mit 


fich durch den Punkt O gehen laſſen, und dafelbft allen Dre : 


hungen in eine einzige (Berfammlungs:) Drehung vereinigen, 
wenn fie fich nicht dafelbft im Gleichgewicht halten. Dieſe ein⸗ 
sige Drehung findet dann um eine Dreh Are ſtatt, welche ſelbſt 
wieder durch den Punkt O geht und ihrer poſitiven Seite nach 
genau beſtimmt iſt (nach $. 66. III.), während bag etwanige Da- 
feyn des Gleichgewichts der in O verfamelten Drebungen aus 
($. 66. IV.) erkannt wird. 

Sind dann di, qa, Ge q. bie Entfernungen. des Ver⸗ 
ſammlungs⸗Punktes O von den gegebenen Dreh⸗Axen, ſo treten 
in den durch letztere und durch den Punkt O gegebenen Ebenen 
noch u Drehungs⸗Gegen⸗Paare hinzu, deren Momente bezuͤg⸗ 


lich w.gı, ala, @sQs, *- @,g, find, und welche entweder fich 


im Gleichgewichte halten, oder in ein einziged Drehungs⸗Gegen⸗ 
Paar vereinigt werden können, deſſen Richtung, deffen Ebene und 
deſſen Moment (nad) $. 69. Nr. 6.) berechnet werben. 

Diefes mittlere Drehungss Gegen: Paar ift aber, wenn m, 


deſſen Moment ift, ber Nepräfentant einer in der Richtung deſ⸗ 


felben den Schwer⸗Punkt erfaffenden Kraft von der Größe. Gm 
wenn G die Mafle des Körpers vorſtellt. 

Es find daher vier Säle möglich: Zn 

a) Man findet eine Drehung um eine durch den Verſamm⸗ 
lungs⸗Punkt O gehende Dreh⸗Axe, welche wir Verſamm⸗ 
lungs-Drehung nennen, und außerdem noch eine durch den 
Schwer Puntt des Körpers gehende Kraft von berechneter Rich: 
tung und Größe (d. h. ein Gegen: Paar von Drehungen), ober 

b) man findet bloß eine Verfammlungs- Drehung; ober 

c) man findet bloß ein Gegen⸗Paar von Drehungen, d. 5. 

IL [13] 


n 
«ii. 


= v t 
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eine den Schwer: Punkt des Körpers erfaffende Kraft (alfo ein 


bloßes Streben nach fortfchreitender Bewegung); oder endlich 
d) alfen gegebenen Drebungen halten ſich genau im Gleich- 
gewicht. 
Außer dieſen vier Faͤllen, welche das Endreſultat der Vereini⸗ 
gung von n beliebigen Drehungen barbieten kann, ift fein fünf: 
ter Sal denkbar. 


$. 72. 


em ben drei letztern Fällen iſt an feine größere Vereinfachung 
des Endreſultats mehr zu denken. In dem Falle ($. 71. a.) 
dagegen wird man (nach $. 70.) die erhaltene Verſammlungs⸗ 
Drehung und das zugehoͤrige Gegen⸗Paar von Drehungen alle⸗ 
mal in eine einzige Drehung vereinigen koͤnnen, ſo oft die Dreh⸗ 
Are der erſtern mit der Ebene des letztern parallel läuft ‚oder zu⸗ 
fammenfält, fo daß biefer Hal dann von dem Falle (b) nicht 
verfchieben iſt. Läuft Dagegen bie Dreh⸗Axe der Verſammlungs⸗ 


‚ Drehung nicht parallel mit der Ebene des Gegen⸗Paares, und fält 


die erftere auch nicht mit ber letztern zuſammen, fo kann man 
doch anf unendlich viele Arten zwei Drebungen erhalten, um 
Aren, die nicht in einer und derfelben Ebene liegen, und welche 
fiatt des Endrefultateß gefetzt werben koͤnnen (nach-$. 70. IH.). 
Durch diefe Teßtere Umformung ift jeboch in der Negel nichte 


gewonnen, ſo daß man ſich in dieſem Falle lieber mit einer dre⸗ 


henden Bewegung und mit ‚dem zugehörigen Gegen: Paare von 
Drehungen, d. h. mit der drehenden und mit ber fortfchreiten- 
den Bewegung begnügt. 

Doc, vergefie man immer nicht, daß nur von einem be 
flimmten Augenblicte der Bewegung die Rede ſeyn kann, alfo 
vielmehr nur von dem DBeftreben nach Drehung oder nach 


Fortſchreiten. 
4. 73. 


Verfolgt man dieſes alles, welches dem Verfahren des (II. 
Th. $. 26.) vollkommen analog iſt durch Rechnung, fo bekommt 
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man Rechnungs⸗Reſultate, weldye den im (8. 29. des U. Th.) . 
"erhaltenen wiederum Hoffemmen’ analog fen: sräffen. :: 

1° Es ſeyen nämlich o,, a2, «+ am bie h Minkel⸗Geſchwin⸗ 
digkeiten der n Drehungen, deren Dreh⸗Axen mit den Drei Ko- 
ordinaten⸗Axen OX, OV, OD bezuͤglich die Winkel 

0 Pr» Yı) %& Bas Y33 En Pas In 
machen; ferner ſeyen BE 
| Kir Yı, 213 X Y2 Z2; » x; Yır 2 ; j 

die Koordinatens Werthe von n Punkten, welche Bezüglich in bie 
fon n Dreh: Aren liegen; endlich laffe man alle Dreh⸗Axen pas 
rallel mit fich fortruͤcken, bis fie fich alle in dem Verſammlungs⸗ 
Punkte O ſchneiden. Dann vereinigen ſich alle Drehungen in 
die einzige (Verſammlungs⸗) Drehung, welche die‘ Winkel⸗ Ge⸗ 
ſchwindigkeit w, haben mag, deren Dich: Are durch denfelben 
Punkt O Hindurchgeht, mährend ihre pofitive Seite mit ben 

Koordinaten⸗Axen bezüglich die Winkel &,, As, 70 macht, fo 
bag man diefe Iegtern Stuͤcke (nach $. 66. III.) berechnet. Man 
findet alſo zunaͤchſt aus den Gleichungen \ | 

1) Iw-cose)—=X; I(w. .c08f)— :Y; P:% 0007) = = 

fo daß X, Y, Z die Winfel: Geſchwinbigkeiten der drei bangen 
um die Koordinaten» Aren find, in welche Die. Berfammlungs: 
Drehung fich zerlegt; hernach berechnet man. w. aus der Gleis 
Kung 


2) |  VOFTFR, 

‘endlich finden fich * Wirta &;, Bor Yo aus den Gleichumgen 
X, Y ‚2 
3) Cosa, = Pe cos, = =, und cosy, = 7 


IL Diefe Berfammlungs+Drehung eriſtiet allemal ſo oft 

nicht zu gleicher Zeit 
XSo. Y-0 m z—=0 

ift, in welchen letztern Falle allein alle die in O verfammelten 
Drehungen einander das Gleichgervicht halten. - 

IL Was nun die Vereinigung der n Drehungs⸗Gegen⸗ 
Paare betrifft, fo kann man ſich jedes ihrer Momente als ein 

[13*] 


N 
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Rechteck oder als das Doppelte eines Dreiecks denken, deſſen 
Grundlinie die Winkel⸗Geſchwindigkeit » und deſſen Höhe Die Ent⸗ 
fernung bes Punftes O von der Dreh⸗Axe ifl. Da nun bei ber 
Bereinigung der Drebungs-GegensPaare (nach $.69. Nr. 6.) die 
Projektionen diefer Momente auf die drei Koordinaten.Ebenen ers 
forderlich find, fo müffen folche zunaͤchſt beſtimmt werden. Man 
vereinfacht aber dieſe Beflimmungen bedeutend, wenn man fich 
gleich von vorne herein jede einzelne der gegebenen Drehungen 
(welche die Winkel⸗ ⸗Geſchwindigkeit o hat, und deren Dreh: Age 
mit den Koordinaten Ayen OX, OY, OZ bie Winkel a, B, 7 
macht) an dem durch x, y, z gegebenen Punkte dieſer Dreh⸗Axe 
in drei Drehungen zerlegt, deren Dreh⸗ Arxen bezuͤglich parallel 
mit ox OY, 02 laufen, und deren Winkel: Gefchwinbigkeiten 
bezüglich @-c080, w.cosß und w-cosy find. Die (in I. bereite 
gefundene) Berfammlungs- Drehung wird dadurch nicht veraͤn⸗ 
dert, wie der naͤchſte Blick in die desfallſige (nach J. anzuſtel⸗ 
lende) Rechnung ſehen laͤßt; dagegen hat man nun In Gegen⸗ 
Paare von Drehungen zu vereinigen, deren Ebenen mit den 3 
Koordinaten» Ebenen bezüglich parallel laufen. Projicirt man 
nun die Momente ber drei von @ herrührenden Seiten-Drehungen 
(mit den Winkel⸗Geſchwindigkeiten w-cosa, w-cosf, w-cosy) 
auf bie Koordinaten: Ebene XOY, fo erhält man bezüglich 
@-y-cose, — 0.X:008ß und 0, 
fo daß die. Summe aller Projektionen der. Momente, von allen 
Gegen: Paaren von Drehungen, auf die Ebene XOY, 
= — Yul(y-cos«—x-c0sß) 
fi) ergiebt. Das ganz gualoge findet in Bezug auf die Pro: 
jeftionen der Momente in Bezug auf die beiden andern Koordi- 
natens Ebenen ſtatt. Berechnet man fich daher 
| Sufy-cosa—x.cosf) =L, 
1) 'ZSo(x:c08y — Z.cose) = M, 
= w(7.cosß —y-cosy) = N; 
und dann noch | 


2) = VEFNMERN, 


‘ 
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3) u cos, = m cos = = n und cos», =, 
fo hat man das neue zugehörige Gegen-Paar, deſſen Moment 
dag (in 2. berechnete) m, iſt, und deffen Richtung mit ben drei. 
Koordinaten: Aren OX, OY, OZ bie (in 3. berechneten) Win, 
fel 2,, u, und v, madıt. | 

IV. Und nur wenn gleichzeitig ar 

L=0, M=0 md N=-0 

ift, halten ſich alle Drehungs; Gegen s Paare einander das Gleich⸗ 
gewicht. 

V. a) Finden alſo die ſechs Gleichungen 
X0O VO 0 LO, A— 0, N0 | 
zu. gleicher Zeit ſtatt, fo halten fi) alle m gegebenen Drebungen 
(mit. den Winfel: Sefchwindigfeiten @,, @a, + wu) bag Gleich⸗ 
gewicht. 

b) Baden. aber nur bie drei Gleichungen 

=0, Y=0, Z=0 . 

ſtatt und von ben übrigen drei Gleichungen (in a) entweber feine 
oder dach nur eine, ober hoͤchſtens nur zwei berfelben, fo exiſtirt 
ein Gegen-Paar von Drehungen, welches das (in III. berechnete) 
Moment m, bat, und beffen Richtung mit den drei Koorbinaten-Aren 
OX, OY, O2 die (in ILL. berechneten) Winkel A,, po, 90 macht; 
und dieſes Gegen-Paar von Drehungen fann dann flatt aller 
gegebenen. Drehungen gefegt werben. Diefes Gegen: Paar von 
Drehungen: ift aber einer Kraft G-m, ‚gleich, beren Richtung 
durch den Schwer: Punft des Körpers hindurchgeht und mit den 
Arm OX, OY, OZ bezüglich die Winfel 2, , u. und 9. macht. 

c) Finden die 3 Slihungen 

L=0, M=0,. N=0 

Ratt, und von ben andern drei Gleichungen (in a) entroeber Feine, 
oder nur eine, oder höchftens nur zwei derfelben, fo vereinigen ſich 
‚alle gegebenen Drehungen in eine einzige mittlere Drehung, de: 
. ren-Dreb- Are, Richtung und Winkel: Gefchwindigfeit (in I.) 


ı Z 


⸗ 


4 
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beſtimmt fi ch findet Cu fo fern fe durch den Punkt O hindurch⸗ 
an muß) 


Iſt 
L-2Z+M- Y+NX— =(, 
ohne daß gleichzeitig: {-Y=2=0 iſt, ſo ſtehen die durch 
die Winkel a. Au Yo und Au, so und ». gegebenen. Richtungen 
auf einander fenkrecht, d. h. die Dreh⸗Axe der (in J. berechne⸗ 
ten) (Verſammlungs⸗) Drehung laͤuft dann mit der Ebene des 
zugehoͤrigen und (in III. berechneten) Gegen⸗Paares von Dres 
hungen parallel; "und umgefehrt, fo oft diefe Lage der (Verſamm⸗ 
lungs⸗) Dreh + Are "gegen die Ebene des jugehdrigen Gegen-Paa- 
res von Drehungen ſtatt findet, fo oft ift auch nothwendig 
(DO) IDZEMIHFNX=0O 

Dies iſt alfo bie -Bebingungs «Gleichung, welche erfüllt feyn 
muß, damit-fich Alle n gegebenen Drehungen in eine einzige mitt 
lere Drebung vereinigen laſſen, waͤhrend dann dieſe einzige (mitt 
lere) Drehung (nach I.) näher beftimmt werden muß*). 

Verfaͤhrt man aber dem ($. 30. des IL. Th.) gaus analog, 


ſo finden ſich auch noch die Gleichungen zwiſchen den Koordi⸗ 


naten⸗Werthen 'x,;: Yo, Zu eines ganz beliebigen Priktes ber 
Dreh⸗ Are bie nun eriſtitenden einzigen mittleren Dun 
naͤmlich a 

— —— —J—— = L, 

(Eye, ZXyXez, = M, a 

te li Yeyy—Zey, = N, 

von denen jede aus ben beiden andern (vermoͤge der Gleichung 
L-Z+-M-Y+-N-X — 0) hervorgeht. Dies find alfo die Glei⸗ 
chungen ber Geraden, mit welcher bie‘ Dreh Are: ber einzigen 
mittleren Drehung gufammenfällt. 

VI. Im Allgemeinen, und, namentlich wenn bie: Gleichung 
Oi. erf iſt, kann man nur die (in 1.) erhaltene Ber: 


> 
. ar 





— — 


*) Im Galle (8. c.) ik dieſe Bedingungs Gleichung (©) efült; 
darum fand fich auch tafelbft nur eine einzige mittlere Drehung, und jener 
Fall gehört alfo Hierher. 


\ 
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ſammlungs⸗Drehung mit der Winkel⸗Geſchwindigkeit w,, und 
das (in III.) gefundene zugehoͤrige Gegen⸗Paar von Drehun⸗ 
gen, defien Moment my tft, beide. im Verein genommen, ftatt 
aller n. v gegebenen Drehungen ſetzen. 


$. 74, 


In dieſem letztern Falle kann man aber ſtatt dieſer Dreßung 
(@g5 &, Bo» Fo) und dieſes zugehörigen Gegen; Paares: von Dre 
bungen (mi; Ad, Bor 9) unzählig viele. andere Drehungen und 
zugehörige Gegen: Paare finben,: welche . Daffelbe: leiften. Man 
denke fih nämlich außer O einen andern belichigen Verſamm⸗ 
lungs⸗Punkt O! und rüdt die Dreh⸗Axe OU parallel mit fi) 
fort bis O', fo befsmmt man flatt der Drehung um OU mit 


der Winkel: Gefchtindigfeit w;,. jet eine Drehung um ‚OU, 


welche. diefelbe Nichtung und diefelbe Winkels Sefchwindigfeit go, 
bat, zu welcher aber noch ein Gegen» Paar von Drebungen hinzu 
- gedacht: werden muß, defien Moment a,q iſt, wenn q die Ent . 
fernung des Punktes O! von OU vorftellt, und deffen Ehene 
mit O/OU zufamimenfält. Dieſes letztere Gegen- Paar läßt fich 
nun mit dem fehon vorhandenen (my; Ay, Lo; 9.) in ein einzi- 
Bus vereinigen, deſſen Ebene und deſſen Moment (d. b. A, 1, 
m’,) von ber Ebene und dem Momente des anfänglic) 
——e Gegen + Paares (Ag, Ho, Yo) Mo) verſchieden ſeyn 
wird. 


§. 75. 
Daraus lafſen fich wiederum (ganz analog dem g. 32. des 
1. Th.) nachfiehende Kolgerungen. sichen 
JJ. Die Verfammlungs: Drehung bleibt ihrer Richtung und 
Winkelgeſchwindigkeit nach genau Diefelbe, auch bleibt ihre Dreh⸗ 
Are immer parallel mit ſich ſelbſt, wie man auch den Berfamm 
lungs⸗Punkt O abdabern möge. 
U. Nimmt man den Berfammlungd: Punkt O' fo, daß die 
Ebene des nun zugehoͤrigen Gegen⸗Paares von Drehungen auf 
ber Dreh⸗Axe ‚der Verſammlungs⸗Drehung ſenkrecht ſteht, fo 


1 
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®: das. Moment des zugehdrigen Segen» Paares von Drebungen 
am Fleinften.- 

- Denn fo wie von. OU! um q entfernt, ein neuer Verſamm⸗ 
lungs. Punkt O gewaͤhlt wird, ſo iſt das neue zugehoͤrige Ge⸗ 
gen⸗Paar zuſammengeſetzt aus dem alten, deſſen Moment mi, 
und deſſen Ebene ſenkrecht auf OD iſt, und noch dem (nach 
$. 74.) neu hinzugetretenen, deſſen Ebene auf ber Ebene des er⸗ 
firn ſenkrecht ſteht, und deſſen Moment w.-q if. Daher ift 
das Moment m, :deB zu dem jegigen neuen Berfammlungs-Punfte 
O gehörigen : Gegen⸗Paares (nach — 6 zu berechnen aus 
der er: a 


1) . m — Ymi, %. 0, q°; > 
und ben debhalb iſt 'm>m,. 7 


III. Zu gleicher Zeit ſehen wir (nach dem $: 69.), daß 
wenn der Winkel ift, den die Richtung des neuen Gegen- 
Paars (m,): mit der Richtung: des alten (m’,), alfo mit der 
Dreh: Are det Berfammlungs Drehung macht, dann allemal 


I 
2) in ey = = m und. 3) einy = — 24 


gefunden wird, ” daß 

499 U ya 
wird. Die ‚Entfernung q ſteht Sabei, immer auf be: Ebene dies 
ſes Winkels , den die Richtungen der beiden Gegen- Paare 
mit einander machen, fenkrecht. 

Diefe Dreh: Are OM, deren zugehoͤriges Gegen, Paar von 
Drehungen dag. kleinſte Moment bat und mit feiner Ebene ſenk⸗ 
recht auf OU! fteht, kann die: ‚‚zu:“biefen n gegebenen Drehun 
gan gehörige. Een tral⸗Dreh⸗Axe!! genannt. werden. 

EV: Die Lage der Eentral- Dreh: Are felbft findet man, wenn 
man zuerſt zw einem beliebigen -Berfammlungs - Punkte O die Lage 
der Berfammlungs: Dreh-Are OU, die. Winkel⸗Geſchwindigkeit 
, der Berfammlungs: Drehung, und bie Ebene, fo wie dag 


Moment m, dei zugehörigen Gegen» Paares beftimmt. Dann 


denkt man fich die Richtung des Gegen⸗Paars parallel mit ſich 


⸗ 
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nach O fortgeruͤckt, fo macht fie daſelbſt mit der Drei- Me DU 
einen Winkel u bee num bekannt iſt. Auf: die Ebene dieſes 
Winkels errichtet man dam von O aus emo q und macht 
ſolches 
= en 

W *. Rs 
wie Pr Be Beh ang. ber vorhehenden Gleichung ( 3.3 
ergiebt, fo hat man den Punkt O!- ala-Endpunft dieſes Lotheg, 
durch welchen parallel mit OU bie n Sentrals Are! Oi! ’gelegt 
werden kann. Auf welcher. ber beiben Seiten ber Ebene w das 
Loth q Heraustreten muß; iſt aber jdbedmal: leicht zu erkennen 
Dies Berfahren giebt auch fogleich nach das (kleinſte) :Mos 
ment. m!, dieſes zur Eentral:Dreb-Are geheigen Gegen » Paares, 
deffen Ebene auf der Eentral: Dreh» Are: ſerceecht ſiebt; es Pe 
det fich nämlich (aus 2) ne Ba 

+5) , m, m/ʒcos æu.: 

Man findet auch, wenn mar ‚durch o — —S | 

ten⸗Axen OX, OY, OL legt/ und bie: Vejzeichnung des a % 
- 73:) beibehält, weil .. ee 
cos cos —* Burcos Mo-t-C0s?,°C08sV, 


iſt, noch 


6) cosy — L-Z--M-Y-F-N-X 
. __1,°@, 
und daher, (aus 5.) ° 
_ L-Z-+-M:-Y-+-N:X 
7) mi, = — —. 
0 


V. Die Koordinaten: Werthe al, b’, c! biefed Punktes O', 
durch welchen die Eentral» Dreh: Are parallel mit der erſtern 
Dreh: Are OU geht, laffen fich auch aus den drei Gleichungen 
abe Bm 

@, 

XKeapYburZe = 0 
Nea/--M:bi->-Lec! = 
berechnen (vgl. IL. Th. pag. 65.). 
VI Die Gleichungen zwiſchen ben Koordinaten » Werthen 


8) 
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a,b, c eines belichigen Punktes ber Central Dich Are finden 
ſich eben fo: leicht (dem IE Th. $. 33; analog), unb swar fo: 
99 Ia VXC N—. 

Z — Y = X ? 
und diefe Gleichungen ber Eentral-Ure fallen mit denen ber ein- 
zigen mittlern Dreh» Are genau zufammen, fo oft das Moment 
des sugehörigen Gegen: Paared Null if, :d. h. fo oft 

| L2-pM-Y+-N X ==. 0: 

gefunden wird. ei 

VIE Wir. beſchließen bieſen Paragraphen m mit dem Bewerten, 
daß auch der ($.34:: bed II. CH.) Hier mieberholt :werben kann, 
wenn man nur flett:ber Kräfte: bort, bier die Winkel⸗Geſchwin⸗ 
bigfeisen der Drebungenn und ſtatt ber. Richtungen. ber Kräfte 
dort, shier. die Richtungen der Dreh⸗Axen ſubſtituirt, ferner ſtatt 
ber Projektion der ſtatiſchen Momente ber Kräfte dort, bier die 
Projektionen ber Momente derjenigen Gegen⸗Paare von Drehun⸗ 
gen: ſetzt, welche. (nach $. 20.) allemal..bingutreten muͤſſen, fo 
oft die Dreh⸗Axen ber: einzelnen gegebenen n Drehungen paral: 
lel mit fid) nach dem Verfammlungs - Punkte fortgerückt werben. 


mn 


— — — 


Die Dynamik fefter Körper. 


Scehfted Kapitel" 
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und Serpololde. 


Einige Eigenſchaften der Ellipſoide. Gleichungen der Poloide 
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Du, heoſelcen einer Ellipſe auf. irgend eine Ebene. ift 
wiehe eine Ellipſe; und umgekehrt, wenn die Projektion einer 
ebenen Kurve auf. irgend sine Ebene, eine Ellipſe ift, fo if bie 
gebachte ebent Kurve. felber eine Ellipfe. — Ein beliebiger Durch⸗ 
meffer und ber Mittel-Punkt der Projektions⸗Ellipſe find dabei 
bezüglich bie Projektion eines Durchmeflerd und bie des Mitte 


‚Yunftes der Ellipfe im Raume. 


Die projieirende Fläche iſt nämlich immer eine Cylinder⸗Flache mit ellip⸗ 
tiſchem Querſchnitte, und ſolche wird von beliebigen Ebenen immer nur in 


u gefchnitten. 
Hat man nun drei auf einander ſenkrechte Koordinaten⸗ 
ao sx, sy, SZ,.auf welche die Gleichung 


2 
17 — ++ n=1 


bezogen. wird, ſo ſtellt Ole ein Eltipfois vor, deffen drei Haupt⸗ 


Durchmeſſer mit 8X, SY, ‚SZ: zuſammenfallen und ber Länge 
nach :begüglich 2a,.2b, 2c find (ngl. L Th. Geom. $. 17.).. 
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Denn man lege eine beliebige Ebene E durch biefen Koͤr⸗ 
per, welche dadurch gegeben feyn mag, daß man bie Winfel 
a, u, v hat, welche bie auf ihr fenfrechte Gerade mit den Drei 
Koordinaten Aren SX, SY, SZ macht, und noch bie fenf- 
rechte Entfernung e! biefer Ebene von dem Punfte S. — Dann 
ift die Gleichung biefer Ebene (nad) J. Th. Geom. $. 11. An- 
merfung) | , 

2): xcosA-Fy-cosu-t+7-cosv = el. 

Diefe beiden Gleichungen (1. und 2.), wenn man fich in 
ihnen die x, y, 2. als biefelben denkt, gehören nun der Durch- 
fchnittsfigur an, welche die Ebene mit dem Körper bildet. Die 
Gleichung für die Projektion biefer Durchfchnittsfigur auf bie 
Koordinaten:Ebene XSY erhält man nun, wenn z (aus 1. u. 2.) 
eliminire wird; fie iſt 

3) a?Cb?.cosu?’+c?.cos v?)-y?+2a’b?.cos u -(x-cosi—e’).y+ 
b?.(a?.cosA?+c?.cosv?)-x 2_2a?b?el-cosi-x+a?b?- (e?.cosv?)O. 

Weil aber hier das Duabrat des Koefficienten von 7 lei. 
ne ift als das vierfache Probuft der Koefficienten von x? und 

2, fo ift Diefe Projektion eine Ehipfe (nad) 1. Ch. Geom. $.8.). 
Bofalic iſt (nach L) die Durchſchnittsfigur felbft eine Ellipſe. — 
Jeden beliebige Durchſchnitts⸗Ebene bildet alfo auf der. Ober 
flaͤche des Körpers. eine eures. demnach u der Körper ein El⸗ 


lipſoid. 
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Suchen wir nun, von biefen beiben Ellipfen die Mittelpunfte. 

Zu dem Ende muͤſſen wir jeben der beiden Werthe von x fischen, 

für welchen die zugehörigen beiden Werthe von y einander gleich 
werden; dann aber die Halbe Summe dieſer beiben Werthe von 

£ x, zum Abſciſſen⸗Werth x des Mittel» Punktes der Projektions⸗ 
Ellipſe nehmen. Die Halbe Summe ber, zu dieſem Werthe x 

von x, gehoͤrigen beiden Ordinaten⸗Werthe von y (aus 3.) iſt 

dann der Ordinaten⸗Werth y der Projektions⸗Ellipſe. Und fin⸗ 
dee man zu x rund y= 9 aus ber Gleichung der Ebene 

in.‘ (2,) ben Werth z von z dazu, fo find x, y/ z bie Koorbina , 


K. 78:1. I. Einige Eigenſchaften der Cllipfoidei 2 
ten: Werthe des Mittel⸗Punktes der Durchfeiied Elfe „Dioft 


Mechuungen durchoefubrt ") sm 3 19 
1) = ein j ET? 7 er Zen TE 
— a?.cos A’-4-b?.cos u?-H-c?.cosv?? 3 
Ve 
cos A?-4-b?-cos u?-+-c?icosy 
c%.cosVv “ 


— . | 
3) ; = ee" 29.008 2°.4+-b?.cos u’-4-c°.cas»* 
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- 1 Giebt man dem e nach und nach alle fletig auf ein. 
ander folgenden Werthe (die man fich pofitiv auch negativ den- 
fen. fan), während A, u, » biefelben bleiben, fo ſtellt die Ste: . 
chung (2.) alle mit einander parallele Ebenen vor. Eliminirt 
man daher aus den drei Gleichungen (des $. 77.) biefe Entfer: 
nung e', fo erhält man | 





b?.cos u cꝰ· cos v 
1) * gosl * und 23* ‘a?.cos} F 


und diefe Gleichungen fommen alſo allen Mittel Punkten zu, von 
allen Ellipſen, welche durch dieſe, mit der erſtern parallelen Ebenen 
gebildet werden. — Weil aber dieſe Gleichungen (1. 2.), einer 
geraden Linie angehören (nad) J. Th. Geom. $. 12.), ſo folgt, 
daß alle die gedachten Mittel-Punkte in einer und derfelben Geraden -- 


4 


*) Man muß die Gleichung (3.) nach y ordnen, fo daß fie. die Sorm 
annimmt Ay?--By-+-C = 0. Dies if oben fchon gefchehen. Dann if 
B?—4AC = 0 oder IB?—AC = 0 bie Bedingung der Bleichheit der 
beiden Werthe von y. Ordnet man aber dieſe letztere Gleichung 4B?’— 
AC = 0 nad) x, fo findet man eine quadratifche Gleichung von der Form. 


Dr’+-Ex-+-F = 0. Don nimmt nun 5 -=— fo if x die halbe 
Summe der beiden Werthe von x, zu beren jedem zwei gleiche Werthe von 
y sehören. — Man nimmt dann aus der erfiern aundratifchen Gleichung 
noch y — — sr indem man sugleich x ſtatt x fett, and man hat die Or⸗ 


binate y des Bitte. Punkts der Projektions⸗Ellipſe Auf dieſe Weiſe wird 
bie Rechnung ganz einfach. * 


— 
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liegen. — Dieſe Gebabe nennt: man aber ben ber Durchſchnitts⸗ 
Ebene E (ober den mit ihr parallelen Durchſchnitts⸗Ebenen) 
sugeorbneten Durchmeffer bes Ellipſoids. 


DI. Begeichnet man die Winkel, welche biefer zugeordnete 
Durchmefier mit den Aren SX, SY, SZ madıt, dur) o, A, 7, 
fo ift (nach I. Ch. Geom. §. 1. V.) 

— — —. 9 .„ „db. 
nn er Be re 
und daher, wenn man flatt y und 5 ihre Werthe (aus 1. u. 2.) 
fubftituirt, 
ad.cosi 


‘ 3): cu = 
Va*.cos}? + b*.cos u?-+c*.cos v⸗ 
2. 
a* war hheu pre — 
und 
eꝰ. cos v 


5 cos y⸗ — 
mr Vat+cosi’--b*-cos u? c*.cosv? 


IM. Sucht man die Pole dieſes, bet Ebene E zügeorbne: 
ten Durchmeffers, d. 5. die Punkte, in welchen ber zugeordnete 
Durchmeffer der Oberfläche des Ellipſoids begegnet, fo darf man 
nur in der Gleichung ($. 76. Nr. 1.) des Ellipſoids, ftatt x, y,z 
ebenfalls bezüglich x, y, z fegen und dann aus biefer und den 
Gleichungen (1. u. 2.) £, 9, z finden. 

Man erhält auf dieſem Wege 


aꝰ coa A 


6 — —— ———————— — —  — 
⸗ — u? + c?.c0s 7? 
7) tb?.cosu . ; 
= Va?.cos3? -+b?:cos + —S— 
E.0?.cosv | 
8) ‚= 


— ꝰ· co⸗ „” 

welche Koordinaten⸗Werthe den beiden Endpunkten des zugeord- 
neten Durchmeſſers angehören. — Man ſieht, daß dieſe Ends 
Punkte des zugeordneten Durchmeſſers auf beiden Seiten des 


1 
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Wittel⸗Punkts bes: Eillipſoibs liegen, und daß: die Laͤnge des 
Durchmeſſers in dem Mittel⸗Punkte des Enlipſoids halbirt iſt. 
IV.Da man nun die Abſciſſen⸗Werthe der: End⸗Punlkte 
des zugeordneten Durchmeſſers hat, fo findet ſich bie: Länge I 
deſſelben (nach J. TH. Geom. $. 1.) aus ber Gleichung 
4H=Virrr. | 
Man findet alfo, wenn man (aus 6. —8.) flatt x, y/ 3 
die Werthe ſetzt, 
9) = U 
' V a?.cosi?+-b?. cos -+-c. cos vꝰ 
oder auch, wegen ber Nummern (3. — 5.) 
10) 3l=( a "cos? + brcos Pf? +0". co 


$. 79. 


Legt man’durch einen der Pole des, ber Ebene E zugroch. 
neten Durchmeflers, eine zweite Ebene parallel mit der erfiern 
E, fo berührt folche dag Ellipſoid in dieſem Pole. 

Denn jede Ebene, welche durch den zugeordneten Durchmefe 
fer gelegt wird, ſchneidet das Ellipſoid wiederum in einer Ellipſe, 
welche von den mit E parallelen Ebenen in parallelen Schnen 
gefchnitten wird. Da nun biefe Iegteren alle zu gleicher Zeit 
Durchmeffer der, in ben mit E parallelen Ebenen, liegenden El⸗ 
lipfen find, — fo werben file von dem sgugeordneten Durchmeffer 
alle Halbirt, und die durch feinen End: Punft mit diefen Sehnen - 
parallel gelegte Gerade ift eine Tangente der erfiern Elipfe. Und 
da dies für alle Ebenen gilt, welche durch den zugenrbneten 
Durchmeffer gelegt werben können, fo bilden alle diefe mit E 
parallelen Tangenten der Ellipfen eine Tangential⸗ Ebene des EL 
Upſoids an demfelben Endpunkte des zugeordneten Durchmeſſers, 
welche gu gleicher Zeit mit der Durchfchnittd; Ebene E paraliel 
läuft. 


$. 80. 


1 Jede durch den; einer Durchſchnitts⸗Ebene E zugeorb⸗ 
neten Durchmeſſer J gelegte Ebene E!, ſchneidet die Ebene E in 


. 
— 
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einer Linie di, fo dag J unded allemal zufammengehörige (einan⸗ 
ber :sugeorbnnete) "Durchmefler ber neuen Durchſchnitts⸗ Eilipfe 
fiab,'twenn mır E durch ben Mittelpunkt bes Ellipſoids ge- 
bacht if; ©. 5. jeder biefer beiden Durchmeſſer 1 und d halbirt 
alle Schnen diefer neuen: Durchfchnitte: EDipfe, welche mit den 
andern parallel laufen. — Dies gebt aus der voranftehenden 
Betrachtung hervor. 

Il. Der zu diefer zweiten Ebene E jugeordnete Durchmeſſer 
des Ellipſoids liegt immer in der erſtern Ebene E wieder, wenn 


nur E, mie bereits angenommen, durch den Mittel⸗ Punkt des 


Ellipſoids gedacht if. 
Es fey. nämlich. 


1) z.c08 + J-0081-4-2.0089 : —0 
die Gleichung der Ebene E, und 
‚2) .  xeegsäl+ y.cos ul+7-cosv! = 0 


die Gleichung der Ebene Ei. Weil nun bie Koordinaten: Wertbe 
&ı 91 3 (aus $. 78. Nr. 1. 2.).ded der Ebene E zugeordneten 
Durchmeſſers, nach der Vorausfegung, flatt x, y, = in bie 
Gleichung (2.) der zweiten Ebene E! geſetzt, letzterer genügen 
urüffen, fo giebt dies noch die ibentifche Gleichung u 

3). a%-cos}-cos A! +-b?.cos u-cosul + c?-cosy-cosv! — 0. 
Sind nun rg, y', die Koordinaten Werthe eines beliebigen 


Punktes des, der Ebene E! zugeordneten Durchmeſſers, fo bat 
man (aus $. 78.) | 


. \ c? .cogv! " 

4) y⸗ = und = = I r; 
und ſubſtituirt man dieſe Werthe x’, yı zi ſtatt x, y, 2 in die 
Sleihung (1.) der erſtern Ebene E, fo kommt die identifche 
Gleihung (3.) wieder. Alſo liegt der zugeordnete Durchmeffer 
der t zweiten Ebene E' in der erſtern Ebene E.. 
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I. Suchen wir noch die Entfernung f der Endpunfte (Pole) 
des Durchmefferd, welcher der, durch den Mittel⸗Punkt ded EL 
lipſoids gehenden und durch bie Gleichung 

1) 


— 
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.» x-c08si-4-J-c08u-F 27-008 — 0.0. 
‚gegebenen Ebene E zugeordnet ift, von dieſer Ebene E; 8. 6. 
die Entfernung f des Mittel-Punfts des Ellipſoids von der mit 
diefer Ebene E parallelen Tangential Ebene beffelben. — Die 
Gleichung diefer Tangential: Ebene ift, wenn x, Yı z die Koor⸗ 
dinaten- Werthe des End » Punktes des zugeordneten Durchmeſcers 
vorſtellen, (nach I: Th. Geom. $. 11.) | 

2) (x—r)ceosit+(y— Y)-cosu-+(Zz—)-cosv — v, 
oder, wenn man (aus $. 78. NN. 6. —8.) ſtatt pr Y, z Ihre 
Merthe fubftituirt; ' 

3) x-cosi+y-cosutz-cosvy = Va?.cosl"4b?.cospe'+.com?; 
und deshalb iſt die Entfernung f diefer Ebene vom Anfangs: 
Punkte der Koordinaten (nad) I. Ch. Geom. $. 11. Anmerfg.) 
gegeben durch die Gleichung 

) = Varooslirbheoosrcheos*).. 

I. Aus biefer Formel folge noch, daß dieſe Entfernung f 
im Allgemeinen allemal kleiner ift als der größte, ‚größer aber 
als der Eleinfte ber drei halben Haupt» Durchmeſſer des Ellipſoids. 


Iſt naͤmlich 


a>b>c, 


- fo ift auch, wenn nicht cos = c08V = 0 iſt, 


a?.cosA?+a?.cosu?’+a?-cosv 2 — a2.cosi?+b?. .c08 u?-+0?.c08V? 
und, wenn nicht cos} — cosu — O iſt, 

c?.cosA?”+c’-cosu?’+c’-cosv?’ <a 2.c08 2? +b?.cas u2-+0?.casV. 
Daffelde faͤllt jedoch auch durch bloße geometriſche Betrachtung 
ſogleich in die Augen. 

Iſt aber cosu = cosv —=0, alſo auch (nad) $. 78. NR. 
3.—5.) cos = c0sy = 0, d. h. fällt der zugeordnete Durch- 
meffer mit dem Haupt» Durchmeffer SX oder 2a zufammen; dann 
tf=a— Iſt endlich cosA = cosu = 0, alfo auch 


*) Man findet daffelbe Nefultat aus jeder der Gleichungen des ($. 77.), 

menn-man dafelbfi f fatt e’ fegt, und zu gleicher Zeit die (in $. 78. Nr. 

6.— 8.) berechneten Koordinaten: Werthe des Pols ftatt der Fr y, z (in 
den Formeln des $. 77.) ſubſtituirt. 


mM. [14] 


— 
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cos = cf = = 0, db. h. fallt der zugeordnete Durchmeſſer 
mit dem Haupt⸗ Durchmeſſer SZ oder 2c zuſammen; dann iſt 


{= c. 
\ 


$. 82. 


Es kann auch f dem mittlern ‚halben Haupt: Durchmeffer b 
gleich werden. — Dies ift der Fall, wenn außer 

5 „eoeÄ hr cos treosy” = 1, 

auch noch. 

a? ‚008 3 —bresin u? rrcosy? = 0 (au 8. 81. Nr. 4.) 
iſt. Aus diefen beiden Gleichungen folgt fogleich noch, wenn 
a eliminiert wird, 

(a? —b?).cosi? = (bh? e).cosnr, 
oder 
1) cos 4-V a? — b? — cosv.VYb?— c}, 
Diefe Bedingung ift eifuͤllt, wenn cosi — cosv — 0, folglich 
auch cos« = dosy — Ö ift, d. h. wenn der sugeorbnete Durch⸗ 
meffer mit dem mittleren Haupt: Durchmeffer SY oder 2b zu: 
ſammenfaͤllt; — Farin aber auch noch auf unenblic) viele andere 
Arten erfüllt werden. Die Bedingung (1.) drückt nämlich aus, 
daß die durch die Winkel A, u, v gegebene und auf der Ebene 
E fenfrechte ‚Gerade für bie verſchiedenen Werthe von u immer 
daſſelbe Verhältniß von cos? zu cosv behält, d. h. immer in 
einer und derfelben Ebene bleibt, welche der Ebene XSZ in ei 
ner geraden Linie Sm (fig. 24) begegnet, "für welche u —= 90°, 
A-+v — 90°, alfo cosv — sini iſt / fo daß, wenn 2, dieſer 
Wert) von A feyn fol, 

a? — b?\ 

2) (gi, = type) | 
ift, welche Gleichung zwei ſolche Durchfchnittd Linien anzeigt. 
Denft man fich fenfrecht auf dieſe Durchſchnitts⸗ Linie einen 
Durchmeſſer Sn des Ellipſoids, welcher in der Ebene XSZ liegt, , 


und mit ber Are SX den Winkel p machen mag, fo hat man 
noch 


0 rm) 


s 


x 


, Ä | 
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Auch diefe Gleichung ſtellt zwei Durchmeffer vor, und bie Ber 


Bingung (1.) drüct aus, daß die Ebene E durch. biefen, mit⸗ 


telft der Gleichung (3.) gegebenen Durchmefler des Ellipſoids 
hindurchgehen muß, übrigens beliebig liegen kann, wenn ber 
fenfrechte Abftand f de Poles des ihr. zugeorbneten Durchmefs 
ferd, von ihr, genau dem mittlern halben Haupt.» Durchmef: 
fer b gleich werden fol. — Wir werben bald fehen (im $. 83.), 


daß wenn diefe durch den (in 3.) gegebenen Durchmeſſer hin⸗ 


durchgehende, übrigens mwilführliche Ebene, alle möglichen La⸗ 
gen hat, — daß dann ihre zugeordneten Durchmeffer in einer 
und derſelben Ebene, und deren: Pole daher ;in einer ebenen 
Kurve und zwar in einer Ellipſe liegen. 


$. 83. 
Steigungen der Poloide. 
I. Beſtimmen wir alle Punkte auf der Oberfläche des El⸗ 


lipfoids, deren zugkhoͤrige Tangenfiol-Ebenen ‚vom Mittel. Punkte 


um: diefelbe Länge £ abitegen. 
. Sind .x, al nd xt die Winfel, welche diefe Entfernung f 
mit ben drei Koordinaten: ren SX, SY, SZ macht ſo hat man 


die Sleichung der. Ehene 


.. 7 -Xe008% > y-c0sx!-zcosxl! = [, 
Bien bie Gleichung bes Ellipſoids 
32, 3327 
1 

iſt. Damit nun dieſes Ellipſoid von dieſer Ebene an der durch 
x, y gegebenen Stelle beruͤhrt werde, muͤfſen beide vorſtehenden 
Gleichungen zu denſelben Werthen von x und y, nicht bloß bie: 
felben Werthe von z, fonbern auch diefelben Werthe von dz, 
und dz,: liefern (nach I. Th. Seom:-.$. 44.). Dies giebt noch 
die beiden Gleichungen 


ee 2 SEE CE e%y cos x! 

— Tos xn J und br cosxi ’ 
Bien ohnedieß 
cos xꝰ cos xpcoSxM 1 


[14*] 7 


—A 


⸗ 
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if. Eliminirt man nun aus dieſen fünf Gleichungen x, x! und 
x, fo erhält man bie Wwei Gleichungen 


2 * 72 
| ++: 1 
1) und 
y’ — 
nn rlatı = " 
wenn, der größern Eleganz wegen, 


2) — =b ud 5 = e 
gefegt volrd. Die Gleichungen (1.) geben alfo alle Punkte auf 
dem Ellipſoid, deren zugehörige, dag ENipfoid berührende Ebes 
nen alle vom Mittel: ⸗Punkte des ENipfoids gleich meit, namlich 
um eine und dieſelbe Länge f abliegen. 

Diefe durch die Gleichung (1.) gegebene Kurve tollen wir 
Poloide nennen. 

II. Die Woloide iſt alfo die Durchfchnitt- Figur eines zwei⸗ 
ten Ellipſoids mit dem gegebenen, deffen Haupt » Durchmeffer 
2al, 2b! und 2c! ihren Richtungen nach ebenfalls bezüglich) mit 
den drei Axen SX, SY, SZ zufammenfallen, während, wenn 
wiederum a>b>c vorausgefegt wird, in fo fern f<<a und 
>c ift, auch al>a, aber ce! <c feyn wird. — Die Poloide 
ift folglich eine gefchloffene Kurve doppelter Krümmung. Sie 
legt fich gleichmäßig um SX oder a herum, wenn f>b, alfo 
b'<b if; fie legt ſich gleichmäßig um SZ oder c herum, 
wenn f<<b, alfo b'>b if. Im erſtern Sale wo f>b, if 
die Projektion der Poloide auf die auf SX oder a fenfrechte 
Ebene YSZ eine Ellipſe; und die Projektion auf die Ebene XSY. 
(welche auf SZ oder c fenfrecht flieht) ein elliptifcher Bogen. 
Im andern Sale (wo f<b) ift die erſtere Projeftion ein el⸗ 
liptifcher Bogen, und bie legfere eine ganze Ellipſe. In beiden 
Sälen endlich, d. h. wenn f>b ober f<b if, iſt doch bie 
Projektion auf XSZ (welche Ebene auf SY oder b fenfrecht ſteht) 
allemal ein bpperbolifcher Bogen; immer unter ber gemachten 
Voraugfegung, daß a der größte, c ber Eleinfte und b ber 
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mittlere halbe Haupt» Durchmeffer des Ellipfoids und af, 
Dagegen f>c if. 

III. tf= b; d. h. if die Entfernung f der Tangen- 
tial: Ebenen vom Mittel: Punfte dem mittlern halben Haupt« 
Durchmeffer b genau gleich, fo wird b’ — b, und die Poleide 
zeigt fi) dann als eine ebene Kurve, deren Ebene auf XSZ . 
fenfrecht flieht, weil ihre, Projektion auf XSZ dann bie durch die 
Gleichung 

3) ex Va? —b? = Ze 
gegebene gerade Linie Sp (fig. 24.) wird, während ſich die Pro: 
jeftionen derfelben auf die beiden andern Koordinaten: Ebenen ale 
- Eflipfen ausweifen. Weil die Gleichung (3.) zwei im Mittel: 
Punkte fich fchneidende gerade Linien anzeigt, welche mit der Are . 
SX den Winkel PSX = y bilden, defien Tangente gegeben iſt 
durch die Gleichung 

3 2 

4) av = =), 
fo giebt e8 dasmal zwei Ellipſen, welche die Eigenſchaften der 
Poloide Haben *). — 

Und wenn man mit allen Ebenen, welche das Elipfoid in 
den Punkten berühren, welche eine der fo eben erwähnten Ellipfen 
bilden, ‚durch den Mittels Punkt des Ellipſoids parallele Ebenen , 
legt, fo fchneiden fich letztere alle in einer und derfelben Geraden 
Sn, welche mit der Are SX den (im $. 82. Nr. 3.) beftimm- 
ten Winfel ꝙ bilde. — Alle diefe Tangential» Ebenen fchneiden 
ſich alfo in Geraden, welche den Mantel eines Cylinders bilden, 
Yon welchem Sn die Are if. / 

IV. Wird f = a oder fc, fo ift die Poloide ein blo⸗ 
Ber Punkt und gwar der Endpunft von a oder von c. 





*) Es giebt auf dem Ellipſoid auch im Allgemeinen immer zwei Po⸗ 
loiden für diefelbe Entfernung f, die, wenn f>b sder f<b ik, nicht 
mit einander in Verbindung kommen, weil die eine immer dieffeits, die an⸗ 
dre aber jenfeits des Mittel Punktes fich gleichmäßig um SX oder SZ 
herum Jest. 
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V. Am Allgemeinen hat bie Poloide 4 Scheitel» Punkte ober 
Gipfel, welche gleichtweit von einander abliegen. Zwei gegen: 
über liegende biefer Scheitel» Punkte liegen vom Mittel: Punkte 
des Ellipſoids am meiteften ab; bie beiden andern bagegen lies 
sen ihm am naͤchſten. 

VI Die von ber Poloide und dem Mittel: Puntte des El⸗ 
lipſoids gebildete Kegel⸗Flaͤche iſt eine gemeine, d. b. eine Fläche 
der 2ten Ordnung (vgl. $. 92. IL). 


e 


$. 84. 
Gleichung der Serpolotde. 
I. Wird das durch bie Gleichung 


_ +7 a 

+5 — 

gegebene Ellipfoib um * as unbeweglich gedachten Mittel⸗ 
Punkt dergeſtalt gedreht, daß es fortwährend eine unbeweglich ge⸗ 
Dachte und vom Mittel⸗Punkt um f entfernte Ebene in ſtetig auf 
einander folgenden Punkten berührt, fo bildet die Meihe der Bes 
rührungs = Punfte auf dem Ellipfoid offenbar nichts anders ale 
die (im $. 83. gefundene) Poloide; die Neihe der Berührungss 
Punkte auf der Tangential» Ebene bildet dagegen eine neue und 
ebene Kurve, welche im Allgemeinen offenbar zwiſchen zweien 
concentrifchen Kreifen (deren Mittel- Punkt die Projektion des 
‚Mittel: Punktes des Ellipſoids auf bie feſte Tangential- Ebene ift) 
ſich dergeffalt Binfchlängelt, daß fie abmechfelnd den größern in- 
wendig, den Eleinern aber außen berührt, während bie einzelnen 
Wellen derfelben einander congruent, alfo die Scheitel: Punfte 
(Gipfel), an denen fie bie concentrifchen Kreife berührt, gleich 
weit von einander entfernt find, wie ſolches aus den Lcongruens 
ten Theilen der Poloide und deren ſymmetriſcher Lage gegen ben 
Mittel: Punkt des Ellipſoids augenblicklich hervorgeht. — Dieſe 
Kurve kann zuteilen eine gefchloffene feyn ; im Allgemeinen wer⸗ 
den aber die Wellen in einander übergreifen und daher zwiſchen 
den beiden concentrifchen Kreifen ohne Ende fortlaufen, waͤh⸗ 
rend zu ihrer Erzeugung das Ellipfoid oder bie mit dem Mittels 


/ 


—|1 
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Punkte deffelben feſt gedachte Poloide unendlich oft auf der Ehene 
um den unbeweglid) gedachten Mittel-Punft bed Ellipſoids herum 
gedacht werben muß. Diefe ebene Kurve mag (nad) Poinfot) 
die Serpoloide genannt werden. 

Um bie Gleichung dieſer Serpoloide zu finden, muß man 
bemerken, daß da letztere bloß die abgerollte Poloide ift, bie 
Bogen beider von einem Anfangs: Werthe von x an, big zu ir: 
gend einem unbeftimmten Werthe x von x bin allemal einander 
gleich feyn müffen. Iſt nun r. der Abftand biefes End Punktes, 
des Bogens der Serpoloide vom Mittel: Punfte der beiden con: 
centrifchen Kreife, zwifchen denen fie liegt, und bezeichnen wir 
durch ꝙ den — welchen dieſer Radius⸗Vektor r mit ir⸗ 
gend einer feſten Geraden macht, fo daß ꝙ zund r bie Polar⸗ 
Koordinaten ber Serpoloide find -— in ihrer Ebene aug der Pro: 
jeftion des Mittels Punktes des Elipfoidg genommen, — fo find 
p und r fo wie y und z, Funktionen des unbeflimmt gedach: 
ten x, folglich auch x, y, z und r Funftionen von 9 Dann 
hat man, weil Vx?’+-y’+-7° und Vr 2 ein und derſelbe 
Halbmeſſer des Ellipſoids iſt, 


® der Yoloide, 
leihungen der Poloide, 
y? 2 2 
2) tuts! | | 
: 3) 2+-y+Z2 — r+f Bedingung Dei 


und außerdem noch, wegen der Gleichheit bes Bogen beider 
Kurven (der Poloide und der. Serpoloide) 

4) 822-dy?+92° — 174-9? 
(nad) I. Seom. $$. 6. 16.), wo fich die d auf ꝙ beziehen. Fin⸗ 
det man nun aus den drei erftern Gleichungen x}, y”, 2, alfo auch 
x, y, 2; — Ddifferenziirt man diefe, und fubftituirt bie Werthe 
ſtatt dx, dy, dz in die Iegtere Gleichung, fo erhält man eine 





r 


Gleichung zwiſchen r und Org *), aus welcher fich, wenn 57 


*) Man erhält natürlich Diefelbe Gleichung, wenn man Die drei erſtern 
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ftatt Br, geſetzt wird, ſogleich Op, und alſo auch ꝙ, ſelbſt (im 
r ausgedrückt) ergiebt, nämlich 


5 AR B ce L A 
IR; = Wat F5IBr ten” J 
wo A, B, C, A, Bi, C! folgende Bedeutungen haben, namlich 


A (963). 
=;(1-)(1— 3:5 le) 


1 % l 

c — le) 
6) 1 

= = ng! ru 56 3 5 

1 1 1 
Ben) 
cı — (= ma 

— 2p2\a2 0/\b 02)’ 


fo daß A, B C, At, B', C! mit a, b, c und f zugleich gege- 
ben find. 

Diefes integral gehört aber, wie man fieht (nach J. Th. 
Analyſ. $. 32. UL D.) zu den ſogenannten elliptiſchen Tran⸗ 
ſcendenten. 

Aus dieſer Gleichung findet man jedoch ohne Integration 

Ar? B'?r? C'!?r? 

D 70 Saat net oren)) 
während r- dp. die trigonometrifche Tangente ded Winkels iſt, 
den die Tangente der Kurve mit dem Radius⸗Vektor r mad. 
WIN man daher ale Werthe von r finden, für melche: diefer 
Winkel ein rechter wird, fo muß man bie drei Nenner A+-A'r?, 
B-+-Bir? und C+-C!r? der Null gleich fegen. Gefchieht dies, 
fo befommt man für r jedesmal zwei pofitive, zwei negative und 
zwei imaginäre Werthe, wie man fogleih wahrnimmt, fobald 


(nach allem 9) differengiire, und dann aus allen 7 Gleichungen bie 6 Ber: 
änderlichen x, y, z, dx, dy, dz eliminirt. 


| I 
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man die Ausdruͤcke für A, B, C, A/, Bi, C’ in Bezichung auf 
die Vorzeichen unterfucht für den Fall, daß a>b>c ift und 
daß 1) £ zwifchen a und b oder 2) f zmwifchen b und c liegt. 
Es giebt alfo zwei Radiens Vektoren, auf welchen bie Kurve 
ſenkrecht flieht, die fich aber periodifch voiederholen, und welche, 
weil fie auch Or, der Null gleich machen, zu gleicher Zeit größte 
und fleinfte Werthe von r find. Diefe beiden Merthe von r 
find alfo auch die Radien der concenttifchen Kreife, zwiſchen bes 
nen fich die Serpoloide hinfchlängelt, und twelche fie abwechſelnd 
(den größern von innen, ben fleinern von außen) berührt. 
II. In dem befondern Sale wo £ = b, alfo die Poloide 
(nach $. 80.) eine Ellipſe wird, gehen die vorftehenden Glei⸗ 
chungen, weil dann 


aꝰ u ce? 
I— 2 b — I— _ 
!i=p b=b und ec!’ = 7 


wird, und wenn man y aus beiden erftern eliminirt, in bie 
nuchftehenden über, nämlich in 





2 yY 2 
1) str nr ce? =1 Gleihungen 
’ der Poloide, 
2) Va? —b3x = ar VYb?— cz 
3) ?+r-y’+7 = r-+b? Bedingungen 
4) 3x? +-äy? +32 = r?-F>Ir? des Abrollens, 


po alle 8 ſich auf ꝙ beziehen; auß welchen 4 Gleichungen x, 
y, 2 eliminirt werben müffen, um in diefem befondern Falle die 
Gleichung der Serpoloide zwifchen den Polar» Koordinaten r und 
p zu haben. Findet man aber aus den drei erftern Gleichun: 
gen x, y und z, fo erhält man 


a? , 
rer 
\ ec? 
er era | 
’ bh? 2 r 
m yes ee) 


Differenztirt man diefe Gleichungen nach ꝙ, fo erhält man 


R 


nd 


(4 
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— — — g: 
—— 
cꝰ 
"See 
dy — 
— 


Subſtituirt man dieſe Werthe in die obige Ate Gleichung 
Ir? -FOy? +97 = r?-+OIr, 
fo giebt Died, wenn der Kürze wegen 


8) (a —b2)b?—c?) = N? 
und * ſtatt Org oder Ir geſetzt wird, 
\ bt /1 bt 


9) wet) = 9 
wo man nur noch ſtatt N?y? feinen Werth b’(N?’— b?r?) zu 
ſetzen braucht, was wir der Bequemlichkeit wegen, bis jetzt zu 
thun unterlaſſen haben. Geſchieht dies, ſo erhaͤlt man 
b? 

10 ° — — — — *)3 
Pr r-/N?—b?r? ” 
und integrirt man diefe Gleichung, fo dag Y = 0 wird, fo oft 


r feinen größten Werth Ri bat **), fo finder fich 


‚, mw, (N-VNohn 
11) * Belag ( TUNER), 
während N = V(@—b?)(b?’— ce?) iſt. 


Loͤßt man dieſe Gleichung nad) r uf indem man aug ihr: 
nach und nach 
*) Hätte man in den allgemeinen Refultaten (1. 5. 6.) b flott f ge 


fest, fo hätte man erhalten 
A=C=6; B=b; 


% 


A _ a® Ru 
| ee 
und B=—-.. 
Und die Gleihung (1. 5.) daſelbſt wäre dann ſogleich in dieſe (Mr. 10.) 
übergegangen. 

**) Dies iſt der Fall wenn dr, 0, oder der Nenner von dp, =Oif. - 


\ 


[4 


\ 
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N - N—VN?_— b?r? 
Dh 

„nr _ N-VN bir 

= 


21 


N 
N? bir = N— bree?”? 
bildet, dann biefe legtere Gleichung quadrirt und zulegt r dar⸗ 
aus findet, fo erhält man ' 
12) r= — — 
| Ih(e® re Rr) 
oder, in anderen Symbolen, 
13) —— . 
breos SyV—i) 
in fo fern * w 
cos 3. V—T — (rt rer) 
ift, fo daß diefer Koſinus aus den Tabellen von Gudermann 
enfnommen werben kann. 
Diele Gleihung (12.) zeigt und, daß in diefem befondern 
Kalle, wo f = b ift, die Serpoloide eine Spirale wird mit 
unendlich vielen Windungen, die zulegt unendlich Elein werden, 
fo ohngefähr wie folches die (Big. 17.) andeutet. Iſt nämlich 
A die Projektion des Mittel: Punktes S des Ellipſoids und AB 
die Gerade von twelcher aus (an A) die Winfel gezählt werden 
(tie immer, im Bogen für ben Radius 1) und ift AB der 
— — V 
größte Werth von r, = en nn, ‚wmo=®if, 
ſo iſt aus der Gleichung (12.) augenfaͤllig: 1) daß ꝙ ohne 
Ende wachſen kann, 2) dag r dabei ohne Ende fort abnimmt 
aber immer pofitio bleibt, alfo der Null immer fort fich nähert, 
ohne fie je erreichen zu koͤnnen; endlich 3) daß fie für negative 
Werthe von Y baffelbe liefert, fo daß die (Fig. 17.) nur bie 
Hälfte:diefer Spirale fehen läßt, während bie andere congruente 
Hälfte auf der andern Seite von AB gedacht werben muß. 
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Ferner muß man noch bemerken, daß wenn zwar f—= b if, 
aber bie TangentialsEbene an das Elipfoid, welche die Ebene 
der Serpoloide werden fol, auf SY: oder b fenfredht ficht, 
Bann Die GSerpoloide auf den bioßen End-Punft von b fich zu⸗ 
ruͤckjieht. Sol alfo, während f = b ift, eine Serpoloide wirk⸗ 
lich entftehen, fo muß ihre Ehene nicht auf sY oder b ſenkrecht 
ſtehen. 

Daher iſt die Laͤnge der ganzen vollſtaͤndigen fuͤr poſitive und 
negative Werthe von ꝙ9 conſtruirten Spirale, welche man in 
dieſem Sale als Serpoloide gefunden hat, von dem halben 
Umfange ber Ellipfe, welche dasmal die Poloide ift, nur unend⸗ 
lich wenig verfchieden (d. h. ihr gleich), während das Ellipſoid 
unendlich viele Umdrehungen um A macht big nur des Um- 
fangs der gedachten Ellipſe (von B an) abgerollt iſt. 


I. 85. 


Wir wollen am Gchluffe diefes Kapiteld noch zwei merf: 
wuͤrdige Cigenfchaften der Ellipfoide hinftelen, deren Beweis aus 
den vorftehenden Paragraphen ohne befondere Schwierigkeiten ge- 
funden werben kann. Dabei fegen wir immer voraus, daß die 
Längen der drei Haupt: Durchmeffer des Ellipfoids, 2a, 2b und 
2c’ find. 

Denkt man fich nämlich an einem beliebigen Punkte P eines 

Ellipſoids eine Tangential⸗Ebene, deren Entfernung vom Mit: 
tel Punkte S des Ellipſoids durch f bezeichnet feyn mag; legt 
man ferner parallel mit diefer Zangential: Ebene eine Ebene E 
durch den Mittel- Punkt S, und denkt man ſich auf dieſe Ebene 
E eine fenfrechte Gerade Sm, fo findet folgendes ftatt: 

1) Der Inhalt der von E gebildeten Durchfchnitte: El 
lipfe ift allemal 


— — ; 


f 


folglich) ganz unabhängig von dem Punkte P ber Poloibe, fo 
daß der Inhalt diefer Elipfe immer derfelbe bleibt, wenn auch 


« 


* 
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P die ganze Poloide durchläuft, zu swelcher er Anfangs gehörte. 
— Daffelbe gilt nicht von ihrer Form. 

2) Denft man fich von den End-Punften ber drei Haupt: 
Halbmeſſer a, b, c des Ellipſoids auf Sm fenfrechte Linien ge 
zogen, fo ift die Summe der Quadrate diefer drei Entfernungen 
allemal Ä 

= ?+-b--c—f?, 
folglich wiederum immer diefelbe, wie auch Sm ihre Lage gegen 
das Ellipſoid abändern möge, wenn nur P immerfort ein Punkt 
der Poloide bleibt, zu welcher er Anfangs gehörte. 





Die Dynamik feiter Körper. 
Siebentes Kapitel. 


Bon,der Umdrehung eines beliebigen fetten Körpers um einen 
fetten und unbeweglichen Punkt. 


Vorerinnerung - 


Kann ein beliebiger fefter Körper um einen feflen und unbeweglichen Punkte 
S beliebig fich drehen, und wirken auf ihn beliebige gleichzeitige Stöße, 
melche ihn aus der Ruhe in eine augenblickliche (beginnende) Bewegung 
verfegen, fo kann man alle diefe gleichzeitigen Stöße in’ eine einzige Kraft 


P vereinigen, welche durch den abfolut feften Punkt S hindurchgeht, und 


daher vom letzterem fogleich vernichtet wird, — und noch in ein Gegens 
Paar von Kräften, deffen Moment Q feyn mag, und deffen Ebene und Rich⸗ 
tung ebenfalls befannt fenn follen. 

"Deshalb braucht man bloß die Wirkung des Gegen » Paares von Kräften 
(Q) allein zu unterfuchen, meil diefe allein die Drehung um den Punkt 
S (im Beginne derfelben) beftimmen. Dies fol nun im Solgenden ges 


- (eben. 


— 





Erſte Abtheilung. 


Drebung um einen unbeweglihen Punkt, in dem befonderen 

Balle, wo nur im Anfang ein Gegen:Paar von Stößen ge 

wirkt bat und Feine befchleunigenden (fletig wirfenden) Kräfte 
mehr binzufreten. . 


$. 86. 
I. : Um bie Wirkung eines floßenden Gegen Paares von 
Kräften zu beflimmen, nehme man bie zu dem Punkte S gehd- 
rigen Haupt⸗Dreh⸗Axen SX,, SY, und SZ, welche (nach $. 51. 


n 


. 
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II.) immet eriftiren unb immer auf einander fenfreche fliehen, 
zu Koorbinaten-Aren, und feße voraus, daß die Ebene und die 
Nichtung bes ſtoßenden Gegen» Paares, defien Moment Q if, 
Durch die Winkel A, 1, vi gegeben find, welche die pofltive 
Seite der Are ded Gegen: Paares mit diefen drei Haupt⸗Dreh⸗ 
- Aren macht. —'Hernach zerlegt man das Gegen:Paar Q in 
Brei Segen-Paare, die in den Koorbinaten-Ebenen Y,SZ,, X,SZ, 
und X,SY, liegen, und deren (pofi tive oder anegafive) Momente 
bezüglich 
1) Qreosil; ; 2) Q-cosul und 3) Q-cosv! 

find. 

Sind nun A, B, © bezüglich die drei zu den Axen 
sx, sr, SZ, gehörigen Haupt-Trägheitd: Momente, fo bringen 
diefe drei Gegen⸗Paare (nach) $. 60.) drei gleichzeitige Drehungen 
um dieſe Haupt: Dreh: Aren hervor, deren Winkel: Gefchtwins 
Digfeiten p, q’, r! gegeben find durch die Gleichungen 


. / 
4) R p' — ect — Q-A-1.cos Al, 
. l 
* 5) g! — Q 5 — Q-B-1.cos u, 
. l 
6) ıl = 2 * * Q-&-1.cosv!. 


| Die Erfehütterungen nämlich, welche die jedesmalige Haupt⸗Oxeh⸗Axe 
vermöge bed, in einer auf ihr fenkrechten Ebene ſtoßenden Gegen- Paares 
erleidet, vereinigen fich (nach $. 60.C.) allemal in eine einzige, welche gee 
tade durch den Puukt S bindurchgeht, zu welchem Diefe Haupt⸗Oreh⸗Axe 
gehört, während diefer Punkt S hier unbeweglich it, fo daß er diefe Erſchüt⸗ 
terung vernichtet. Oder diefelben Erfchütterungen vernichtert ſich (nad) $. 
80.2.) gänzlich, wenn der Punkt S der Schwers Punkt des Körpers if. 
Diefe drei Winkel-Sefchtoindigfeiten p’, q’ und r! entfichen ba; 
ber auch dann noch, wenn ber Punkt S nicht abfolut feft, da» 
gegen ber Schwer» Punkt ift. In dem Iegtern Falle kann alfo 
der Körper ganz frei fich befinden. 
II. Diefe drei gleichzeitigen Drehungen um die drei Axen 
SX, SY, SZ, vereinigt man nun in eine einzige Drehung um 
eine durch benfelben Punkt S gehende Dreh⸗Axe TU! (nad) $. 


+ 


N 


7 


% 
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66.), fo daß, wenn a, A, y die Winkel find, welche biefe neue 
Dreh⸗Axe mit SX,, SYı, SZ, macht, und w! die Winfel-Se: 
ſchwindigkeit Diefer mittlern Drehung vorſtellt, ſegleich gefunden 
wird 

7) o/=Vpr+g’HR=0Q: VE Tann cosv!? 
und 








op! Y-1l.cosı! 
8 ) cooa ZZ — = ö— un , 
al VAU2.c0s1?+B eos ul?+E-2.c08 vi? 
ı —1, ! 
9 ) ons? = 1 = — De _ » 
u VAT2.008 2? + DB 2.008 u? +E2.cos vl? 


E-1.cosyl 
VÜ res} B TecosuntCTecossn 
Iv. Iſt 5 der Winkel, toelchen die Are des ftoßenden Se: 
gen: Paares mit der Dreds Are UU" macht, fo finder ſich auch 


noch 
Q-cosö 
Vu „0 
ıl) @ — c. M 
wenn I(r?-dM) das Traͤgheits⸗ Moment bed Körpers um dieſe 
Momentens Are UU! vorftele (nach $.:53. Anmerfg.) *) 

V. Iſt der abfolut feſte Punkt S zugleich der Schwer: 
Punkt des Körpers, fo bleibt natürlich alles vorfichende genau 
— | eben 

*) Diefe Formel (11:) läßt fich auch a posteriori befätigen. Man hat 

, nämlich (nah I Th. Geom. $. 1.. VII. 7.) eosd — cosa-cosi’-4-cosß 
Keosw-F-cosy.cosv, und (nach $. 52.1) Z(r-.dNM) = Xrcoga? +Becosp? 
C.cos/ꝰ. Subſtituirt man hier herein flatt cos«, cosf, cosy ihre Wers 


the aus (8.—10.), fo erhält man 
A101? DB 1-cos u? -E-Iecc ‚con 


r! 
10) cosy = Fr 


VA.c0s + B-2ecos u + Co 
-1, 2 —1, n -L 
und ram) = Ares + Brcosu” HE” Trcosv” 


A-2001? B-2. cor + 3coev? 
Dividirt man aber beide letzteren Gleichungen durch einander, fo ergiebt ſich 
Sem > N-2.c0. co? B-2. cos u? C-2. cos 
— man endlich dieſe letztere Gleichung noch mit Q, fo erhält man 
(nad) 7.) 


_Qreosd_ _ 
ZrdMM) 
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eben fo wahr, nur daß dann (nach $.: 60. C. md. %.60. a.) 
die Erfchütterung des Punktes 8, welche von dem foßenden Ge 
gen-Paare herrührt, gar nicht ſtatt findet, folglich die Drehung 
mit derfelben Winkel: Sefchwindigfeit w! um diefelbe, durch «, 
P, y gegebene und durch den Schwers Punkt S hindurchgehende 
Dreh:Are beginnt, auch wenn ber Körper gang’ frei ift. 
Der Schwer: Punft felbft bleibe dabei in Ruhe, tie ‚wenn der: 
felbe abfolut feft wäre. 

Anmerf. Man fieht übrigens aus den vorſtehenden For⸗ 
meln: 1) daß bie Lage der Dreh⸗Axe UU! ber beginnenden Dre⸗ 
bung nur von der Lage, nicht aber von ber. Größe des 


Momentes Q des foßenden Gegen: Paares abhängt; 2) daß 


aber die Winkel» Sefchtwindigfeit diefer beginnenden Drehung, bei 
einer und derſelben Enge des ftoßenden Gegen- Paares mit dem 
Momente u des letztern proportional | 


%. 87 


Vergleicht man dieſes Reſultat ($. 86. NNE.-8.— 10.) für 
bie Lage der Dreh Are TU‘, mit den Formeln ($.78. II. Nie. 


3. — 5.), ſo findet man, baß diefe Dreh: Are mit: dem, der 


‚Ebene des floßenden Gegens Paares zugeordneten Durchmeſſer 


eines Ellipſoids zufammenfält, deſſen drei Haupt: Durchmeffer 


in die durch ben feſten Punft S gehenden drei Haupt⸗Dreh⸗Axen 
fallen und ihrer Länge nach umgekehrt mit den Duadrat: Wurzeln 
aus den Haupt>Trägheitd:- Momenten A, B,: € ‚proportional 
find, d. h. eines Ellipſoids, welches durch die auf X; SYı; SZ, 
bezogene Gleichung , 

1) S+l+5=1 
2 M' a 


/ 


gegeben iſt, in welcher letztern 

2) aꝰ Aßi; 3) MP = dd und 4) Ci 
genommen find, während x, y; z die Koordinaten. Werthe eis 
nes jeden Punftes feiner Oberfläche vorftellen. 


“ Da .diefes Ellipſoid zur weitern Verfinnlichung der Zuftände 


der Drehung des Körpers dient, fo wollen wir folches- unter 


⁊ 


% 
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dem Namen des zu biefem Punkte S gehörigen Central⸗El⸗ 
lipſoids bes Körperd einführen und fefthalten. | 
Fuͤr jeben andern Punft S wird fich im Allgemeinen Die 
Page und die Länge der Haupts Durchmefler „des zu. S gehöris 
gen Central⸗Ellipſoids des Körpers! abändern, aber jedesmal 
wird daffelbe von den auf den feften Körper einwirfenden Stoͤ⸗ 
Ben und fonfligen Kräften ganz und völlig unabhängig, daher 
mit dem Körper zugleich voͤllig beſtimmt und gegeben ſeyn. 


9. 88. 


Sehen wir das Daſeyn dieſes, zu dem feſten Punkte S gehoͤ⸗ 
rigen Central ⸗Ellipſoids voraus, wie ſolches ſo eben beſtimmt 
worden ift, fo kann man fogleich noch nachfiehende Folgerungen 
siehen. 

I Das Traͤgheits⸗ ‚Moment <(r?-dM) des Koͤrpers in Be⸗ 
zug auf irgend eine durch den feſten Punkt S gehende Momen- 
ten» Age TU, welche mit den Haupt: Dreh: Aren. SX,, SY,, SZ, 
die Winfel &, A, y macht, it (nad) $. 52. 1 ‚allemal, gege⸗ 
ben durch die Slekhune - .. 

1)  (r.dM) = Alece aꝰ + Baeoe P+E- ‚00872; I. 
alſo iſt auch (nad) $. 87. AR. 3. —4.) 

- 9) ZG°dM) = ae? +b2. ca’ -ho- 008}, ‚ 
wenn a, b, c die halben Haups: Durchmeffer des Central⸗El⸗ 
lipſoids find. Nach ($. 7& Nr. 10.) iſt dagegen, wenn Jl bie 
: Ränge besjenigen Durchmeflers des Central⸗Ellipſoids vorftellt, 
der mit der Dreh Are UU! zufammenfält, derſelbe Ausdruck 
zur Rechten auch | 


di PR 3 x . _ ) 
mithin ift (nach $. 78. Di 9.) auch 
a, aꝰ · cos Ab? ——* .cosyl? 

\ 3) <r” dM) = p= _. cos AP-+-b*.cosu’4-c*.cos v!?’ 
wo Ak ul, yl die Windel vorßeßen, weiche die der Dreh⸗NAxe 
als Durchmeſſer des Ellipſoids zugeordnete Ebene mit den drei 
Koordinaten⸗ Ebenen Y,SZ,, X,S2,, X,SY, macht, oder bie 


+; 


) 


\ 


$.88.ILTII.$.89, Drehung um einen feften Bunt. 227 


Winkel, welche die auf dieſe Ebene ſenlecht Gerade mit SK 
SL SY, bildet. . 

Alſo ift das Trägheitd- Moment des Kirpers: um irgeny 
eine, durch den feſten Bunft 5 gehende Mementen⸗Axe UU! 
mit dem Duabrate des von biefer Drehr Age UT. gebildeten Halb⸗ 
meſſers des Central⸗ Ellipſoids umgekehrt proportional. 

In dieſem Satze kommen uͤbrigens, wie man bemerken wird, 
keine Kraͤfte in Betrachtung. 

II. Da man die Ebene eines wirkenden Grhen⸗ Paares — 
von Kraͤften, parallel mit ſich nach einem beliebigen Punkte hin 
fortruͤcken kann, ohne die Wirkung zu aͤndern; da man dieſelbe 
bier alſo auch durch den Pol des, der Ebene des: Gegen⸗Paares 
zugeordneten Durchmeflerd des Central⸗Ellipſoids, gehen‘ laſſen 
ann, ‚fo kann man den Sat bes ($. 87.) auch fo: ausſprechen⸗ 
m Wird ein Körper von zinem Geẽgen⸗Paare von Kraͤfken ge 
‚ftoßen, deffen Ebene das, zu dem feſten Punkte 5 gehörige 
„Central⸗Ellipſoid des Körpers beruͤhrt, fo gehe die angenblich 
„liche Dreb+ Are durch: dieſen Beruͤhrungs⸗Punkt und durch ben 
nfeften Mittel- Punkt S des: Central⸗Ellipſoids. Iſt aber S 

der Schwer: Punkt ded Körpers, fo gilt daffelbe, auch. wenn 
mer nicht feſt / ‚der Körper alfo ganz frei iſt, während bann dech 
„der Schwer⸗Punkt in Ruhe bleibt.“ 

IH. Umgekehrt: Dreht fi ein Körper augenblictich um 
eine beliebige Dreb-Ase UU', von welcher ein Punkt S entwe⸗ 
Ber abſolut feft, ober doch der Schwer: Punkt. des Körpers ift, 
fo liegt die Ebene des Gegen: Paares von Kräften, deſſen Stoß 
den als ruhend gedachten Körper dieſe Bewegung geben wuͤrde, 
parallel mit der Ebene, welche dag, zu. dem Punkte S gehörige 
EentralsEfipfoid ‘an dem von ber Dreh: Are ale Durchmeſſer 
Deſſelben gebildeten Pole berührt; oder auch, fie faͤllt mit dieſer 
Berührungs- Ebene zufammen. 


2 | - 
Denten wir uns nun denſelben Koͤrper als vuhend und von 
demſelben Anfangs Gegen: Paar, deffen Moment O ift, gefto- 
[15*] ‚ 
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Ben, fo daß bie oben (im $. 86. beffimmte) Drehung um eine 
durch den Punft S gehende Dreh:Are TU! beginnt, während dieſer 

Eunkt S entweder abſolut feſt oder der Schwer⸗Punkt des Koͤr⸗ 
pers iſt; — ſetzen wir aber noch voraus, daß (außer den im 

Momente der beginnenden Brehung vorhandenen Eentifugals 
Kraͤften *) feine weiteren Kräfte binzutreten, und. beflimmen wir 
nun unter dieſer Dorausfegung ‚die neue augenblickliche Dreb- 
Are VV! (Fig. 16.) und bie neue Winkel: Sefchwinbigfeit o,, 
wie folche ‘im nächften, unmittelbar darauf folgenden Augenblicke 
feyn werben. 

..3u dem Ende vereinigen wir alle Eentrifugal- Kräfte (nach - 
$. 61.) in eine einzige, durch) ‚den Punkt 'S gehende Verſamm⸗ 
lungs + Kraft und ein zugehoͤriges Gegen⸗Paar, welches wir 
das Centrifugal⸗Gegen⸗Paar nennen wollen, während 

das Moment m, diefes lestern, wie befannt, gegen 
das Moment Q von einem Gegen⸗Paar von Stößen 
allemal unendlich Elein gedacht werden muß. Si 
nun der Punft S abſolut feft; fo wird. die Verſammlungs⸗Kraft 
‚ vernichtet; und iſt 8 der Schwer⸗Punkt des Körpers, fo ber 
rechnet fih (nach $. 61. VL) die. VBerfammlungg » Kraft: der 
Null gleich. — Es mag alfo der Punkt S abſolut feſt feyn, fo 
daß fich der Körper nur um ihn, übrigens beliebig drehen kann, 
oder es mag: S der Schwer: Punfe des Körpers und leßterer 
ganz frei ſeyn, fo ift e8 doch immer nur das Eentrifugal- Ge: 
gen⸗Paar "ganz allein, welches die Dreh» Are und die Winkel⸗ 
GSefchwindigkeit zu ändern im ‚Stande ift, und dann nur um 
unendlich wenig. Es bringt aber, wenn es allein auf den Koͤr⸗ 
pen wirft, eine Drehung um eine, durch den Punkt S gehende 
Axe WW.! niit einer (unendlich: Eleinen) Winkel⸗ Geſchwindig⸗ 


*) Der Anfänger wird noch einmal ausdrücklich darauf aufmerkſam ge⸗ 
macht, daß die fogenannten Centrifugal⸗Kräfte nicht wirkliche neue Kräfte 
find, fondern die Drucke, welche im Augenblick einer Drehung die Dreh⸗ 
Are erleidet. Ohne daß aber neue Kräfte hinzutreten, werden diefe Drucke 
die Dreh Are doch verändern Finnen, wenn legtere nicht in Bezug auf fie 
sehörig fe und unbemeglich ifl, 


⸗ 
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feit do hervor. Da nun die Anfangs: Drehung, wenn man - 
die Einwirkung der Centrifugal-Sräfte wegläßt, im naͤchſten Mo- 
mente fortdanert, fo vereinigen fi) im nächften Moment beide 
Drehungen, um UU! und WW/, ig eine einzige Drehung, um 
Die gefuchte Dreh⸗Axe VV! mit ber gefuchten Winkel: Gefchwin- _ 
digkeit w, (vermöge des Parallelogramms der Drehungen). Diefe 
neue Dreh: Age geht wieder durch den Punkt S, fo daß, wenn 
dieſer Punkte S auch der Schwer: Punft und ganz frei ſeyn 
follte, folcher doch in Ruhe bliebe. Pr | 
T. . Beflimmen wir nun guerft die Ebene und das Moment 
m, des Eentrifugals Gegen» Paares (nach -$. 61.). — Zu dem 
Ende lege man drei neue Koordinaten: Aren durch S, nämlich 
SZ! mit UU! gufammenfallend, fo daß SZ’ mit SX,, SY, ‚SZ, 
bezüglich die Winkel © A 7 macht; dann Fan. man in der 
durch SZ! oder UU! und durch die Are des Anfangs: Gegen- 
Paares Q gegebenen Ebene noch SY! fenkfrecht auf SZ’ neh⸗ 
men, fo tie auch SX! fenfrecht auf diefe Ebene. Sind nun 
x’, y!, z! die auf diefe Ießteren Axen bezogenen Koordinaten: 
Werthe eines Elemente dM, deffen, auf SX,, SY,, SZ, bezo⸗ 
genen Koordinaten-Werthex,, Yı, 21 find; und ſtellen &!, Al, y 
fo wie al, AH, zu bezüglich die Winfel vor, welche SY’ und 

SX! bezüglich mit SX,, SY,, SZ, machen, fo hat man 

xt = x,.cosall--y;-cos Bl! --7,+cosy", 
| y!= x,.cosal +-y,-cosß! +2,-cosy 
und zI = x,:.c08« +y,:cosß -+7,C0sy. 
Weil nun SX,, SYı, SZ, Haupt» Dreh-Agen find, alfo 
S(y,zdM) =0, &(x,2,.dM) = 0 und I(x,y‚dM) = 0 

iſt, ſo geben die vorſtehenden Werthe von x’, y’, z! ſogleith 
Z@stz.dM) = = 08 a+cos all. 3(x ?-dM)-+cos B-cos Pl!-&(y,”-dM) 
+c08y-cosy!!«3(z,?-dM) 

und | . 

S(y!z!.dM) = .cosa-cosa!.3(z,?-dM)-+cos cos BIS y,°-dM) 
\ +c087:cosy!-&(z,°-dM). 


J 
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Nun ift aber 
Sy tzr)dM = U, , Sa’ +2’),dM B, 
(is? -+yı’),dM = €, 


folglich 
=(2,”:dM) = HK—-A+B+©, S(yıdM) = yU—B+E) 
und —(z).dM) = a UA-B®— ©); 


alfo kann man biefe Werthe in obige Ausdrücke fubftituiren, Die 
mit A, B, € afficirten Glieder sufammenfaflen und. die Glei⸗ 
ungen 

c08 œ cos a!! 4 cos fecos All -+c0sy-cosy! 0, 

cos q · oos ⸗ Ar cos ß.cos fl + 008Y.casy! — 0 
zu Hülfe nehmen, und man erhält 
=(x!z!.dM) = —cosa-cos all-A— cosf-cos!!-B—cosy-cosylı.€; 
<(y!z!.dM) = —cos a.cos a! . Y—cas B.cos #!«B—cosy-cosy!+€. 

Werden nun bier flatt cosa, cosß und eosy ihre Werthe 
(aus $. 86. III. 8. - 10.) ſubſtituirt, ſo zeigt ſich 
Far dM) = 0 

und 
ZlytandM)= ——— ti „ind 
VY2.c0g Ar +B 2.008 ur +E-2cos vl a! 
weil SX! auf der Are des Anfangs: Gegen Paares Q fenfrecht 
gedacht worden ift, folglich 

cos Al.cos al! + cosul.cos Pl! cosvl-cosy!! —=.0 
feyn muß, und weil SY! mit der Are des Anfangs⸗Gegen⸗Paa⸗ 
zes Q den Winfel 90°— 5 macht, deffen Koſinus — sind iſt, 
fo daß man (nad) I. TH. Geom. $. 1. VII. Nr. 7.) 

cos Al-cos al -}-cos ul-cos Bl-F-cosvI.cosy! = sind 


bat; weil endlich (nad) $. 86. Nr. 7.) 


— — —— — — a! 
VA—-cos AP B-2. ceos u” + €72.c0 sv? — ° 


iſt *). 


*) Man konnte dieſe Reſultate (aus dem $. 60. C. und E.) ohne alle 
Nechnung erhalten. Da nämlich eine freinsillige Drehung um UU’ erfolgt, 
fo ift die Summe der flatifchen Momente aller auf die Ebene bes Gegen: 
Paares projieirten Dreh⸗ Kräfte ein Marimum und = Q (nad) $. 60.E. 
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| Nun zerlegt ſich aber (nach $..61.) das geſuchte Eentrifus 


gals Gegen: Paar m, in zwei anbere, welche in den Koordina⸗ 
tens Ebenen X'SZ' und Y'SZ! liegen, und beren Momente m‘ 


und m!! gegeben find durch die Gleichungen 
m’ = — ol. S(xtz!.dM) und m! = ol”. ‚Zfylzl. «dM) 
Folglich wird dasmal m! = 0; und es bleibt alfo nur noch 
m’! übrig, in dee Ebene Y'SZI;.d. h. das geſuchte Centrifugal⸗ 
Gegen:Paar liegt in der Ebene, welche die Dreh: Are UU! und 


Die Axe des Anfangs » Gegen s Paared Q mit einander bilden, . 


und fein Moment m’! ober m? ift gegeben durch die Gleichung 
sind 
— 
waͤhrend oͤ der Winkel iſt, welchen die Are des Anfangs : Ge 
gens Paares mit der Dreb-Are TU!’ madıt. 

In diefer Beziehung kann man alfo fagen, „daß dag ge 
„ſuchte Eentrifugal:Gegen:-Paar, feiner Ebene und 
„feinem Momente nad, durch dag Parallelogramm 
„vorgeftellt ift, welches die Anfangs:-Dreb-Are von 
nder Länge ber Winfel-Gefhwindigfeit w!, und die 
„Are des Anfangs: Gegen: Paares Q mit einander 
„machen, wenn legtere von der Länge Q genommen 
„wird *).“ 


m, = m” = o” = Qu’ ind; 


X 


C.). — Daher iſt die Summe der ſtatiſchen Momente derſelben Dreh⸗ 
Kräfte auf irgend eine, auf der letztern ſenkrechte Ebene, z. B. auf Y’SZ’ 
projieirt, der Null gleich; d. 5. es it (nach $. 37.) w’.Z(x’z/.dM) = 0. 
— Ferner findet fich die Summe der ſtatifchen Momente aller DrehsKräfte 
ro-dM auf die Ebene X’SZ’, welche mit der Ebene der größten Momen⸗ 
tens Summe den Winkel 90’— 3 macht (nach IL Th. 6. 34.) 
= 0.c0s(M’ — 8) = Qrsind, 

fo daß (nach $. 37.) 

j u.3(y'z/.dM) = Qrsind 
ſeyn muß. 

*) Man muß jeboch nicht überfehen, daß Qw’-sind dad Moment bes 
Eentrifugals Gegen s Paares nur dann ik, wenn die Druc! Einheit zu Grunde 


gelegt wird. Will man daher folches mit Q vergleichen,’ bei welchem die _ 


Stoß⸗ Einheit ($. 10.) zu Grunde gelegt ik, fo muß man erſteres durch 
Qu»sin dedt ausdrüden, fo daß eben deshalb das‘ Eentrifugal. Segen» Paar 


4, 
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II. Vgreinigt man beide Segen: Paare Q und Qu!-sind-dt, 
deren Ebenen anf einander fenfrecht ftehen, in ein einziges, fo 
ift folches feinem. Momente Q! nad) 

— V0?+0%.o%.sin dd? = Q-Vi-+ol:sin dd? = Q, 
fobald man bie unendlich Fleinen Glieder der zweiten Ordnung 
außer Acht laͤßt *). Die Formeln für die Kofinus ber Winkel, 
welche diefes neue Gegen⸗Paar mit dem alten macht, geben 
bezüglich O und 1, fo daß alfo diefed neue Gegen: Paar feinem 
Momente und feiner Lage im abfoluten Raume nad), mit dem 


"Anfangs: Gegen: Paar genau zufarnmenfält. Gegen den Körper 


wird aber das neue Gegen⸗Paar eine andere Lage haben ale 
Anfangs, weil ſich der Körper um feine augenblidliche Dreb- 
Are gedreht hat, ehe das Eentrifugal- Gegen: Paar hinzutrat. — 
Diefed neue Gegen: Paar Q! (oder Q) würde aber dem, in der 
neuen Lage ruhenden Körper durch feinen Stoß dieſelbe 
Bewegung geben, welche der Körper im zweiten Moment wirk⸗ 
lich hat. 

. II Hat man die Ebene und bas Moment des Centrifu⸗ 
gal— Gegen: Paares gefunden, und beachtet man, daß feine Ebene 
durch die augenblickliche Umdrehungs- Are UU’ und durch bie 
Projektion der Ießtern auf die Ebene des Anfangs +» Gegen- Paa- 
red Q gegeben ift, und dag UU! ein der Ebene des Anfangs⸗ 
Gegen: Paares @ zugeordneter Durchmefler des zu dem Punfte 


S S gehörigen Central⸗Ellipſoids ift, fo folgt, daß dieſes Gegen: 


Paar m, eine (unendlich-Eleine) Drehung mit der leicht zu be 
rechnenden Winkel-Gefchtwindigfeit dw hervorbringen wird, um 
eine Dreh⸗Axe WW (Fig. 16.), melche ein, der Ebene dee 
Gegen: Paares m, sugeorbneter Durchmeffer des Central: Elip 


ſoids iſt Tnach $ 88. IL), und daher in der durch ben 


feinem Momente nach unendlich Hein ſich jeigt, gegen vos Anfange-Gegen— 
Paar. 

*) Dieſes Weglaſſen der unendlich Kleinen der zweiten und höhern 
Ordnungen ift da, wo unendlich Kleine der erfien Ordnung mit einander 
verglichen werden, keine Annäherung, fondern eine unerläßliche Bedingung 
der vollkändigen Genauigkeit (ost L Ch. Analyf. Kap. IL). 
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Punkt s gehenden Ebene des Anfangs⸗Gegen⸗Paa⸗ 
res Q felbft liegt (nach $. 80. IL). — 

IV. Vereinigt man nun beide Drehungen um UU’ und 
WW! (Sig 16.), welche die Winkel: Sefchwindigfeiten w! und 
do haben, mittelft des Parallelogramms der Drebungen, in die 
neue Drehung um VV’, indem man auf UU’ erſt SU = of, 
auf WW! aber SW = dw abträgt, und das Parallelogramm 
SUWV augzieht, deſſen Diagonale SV der Größe und Rich⸗ 
tung nad) bie neue gefuchte Winkel» Gefchtwindigkeit und Die 
neue gefuchte Dreh: Are giebt, — fo ift bie eine Seite SW 
dieſes Parallelogramms SUWYV in der, durch den Punkt S’ges 
Dachten Ebene des Anfangs » Gegens Paares Q, daher Die andere 
Seite UV. deſſelben Parallelogramms parallel mit der Ebene des 
Gegen; Paares; folglich ficht der End⸗Punkt V der Diagonale 
SV von der Ebene des Anfangs-Gegen-Paared eben fo weit 
ab, als der End: Punkt U ber Seite dieſes Parallelogramme. 

V. Denken wir und die Ebene SWUV verlängert, fo ſchnei⸗ 
det fie das Eentral-Elipfoid in einer Ellipfe, und in dieſer Er 
lipfe find (nach $. 80. L.) SWB und SUU, zufammengehörige 
Durchmeſſer (ober vielmehr Halbmeſſer) und. deshalb ift, wenn 
“ man dur) U, mit SW eine Parallele U,V, legt, welche ber 
verlängerten SV in V, ‘begegnet, UV, eine Tangente diefer 
Ellipſe. Weil aber U,V, unenblich:Elein ift gegen SU,, fo ift 
diefe Tangente U,V, ein unendlich: Hleined Element- des ellipti- 
schen Bogen, und SV, ein Halbmeſſer der Elipfe, daher auch) 
ein Halbmeffer des Ellipſoids. Und meil in den ähnlichen Drei- 
een SUV und SU,V, die Seiten proportinal find, fo ver⸗ 
halten ſich Die alte und die neue Winkel⸗Geſchwin— 
digkeit (d. h. SU und SV) zu einander, wie die Halb: 
meffer SU, und SV, des Ellipfoidgs, welche den Po— 
len U, und V, der augenblidlihen Umdrehungs— 
Axen auf dem Eentral-Ellipfoid, zufommen. 

VI. Um nun bie Lage biefer neuen Dreh: Are SV, im ab: 
foluten Raume zu befiimmen, bedenke man zunächft, daß bie 
Lage diefes Halbmeſſers SV, eine andere feyn muß als anfäng- 


. 


/ 
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lich, (weil ſich der Körper im erfien Moment um SU, gedreht 
bat), daß aber V, von der Ebene bed Gegen: Paares jegt ge: 
rade eben fo weit abliegt ald U, (nad) I.) Da nun (nach 
11.) der Körper aus ber Ruhe in biefelbe Bewegung verfegt 
wird, die er im zweiten Momente gerabe bat, wenn auf den 
ruhenden Körper in ber Lage, welche er zu Ende bes erfien 
Moments einnimmt, ein GegensPaar von Stößen wirft, wel 
ches feiner Ebene und feinem Momente nach von dem An- 
fange: Gegens Paar nicht verfchieden if; — fo folgt (nach $. 
88. IL und IIE.), daß die Berührungs- Ebene des Central: E 
lipſoids an den Punft V, wieberum mit der Ebene des Anfangs; 
Gegen: Paares Parallel ift, und daß deshalb, weil V, und U, 
von letzterer Ebene gleichtweit abliegen (nach IV.), die Berübs 
rungs⸗Ebene an V, in ihrer neuen Lage, mit der Berührungss 
Ebene an. U, in der Anfange: Lage des Körpers (und bes Cen- 
tral⸗Ellipſoids) genau zufammenfälle Denkt man fich 
daher die erftere Berührungs: Ebene an U, im Raume abfolut 
feft, fo dreht fich der Körper fo lange um U,, big ejner ber 
um U, nächft herumliegenden Punkte im biefe fefte Ebene als 
der erfte hineintritt; biefer ift dann der Punkt V,, welcher bie 
augenblicfliche Dreh⸗Axe SV, im nächften Momente beftimmt. 


$. 9. - 


Weil aber jebe augenblickliche Umdrehung um irgend eine 
durch S gehende Dreb-Are (nach $. 86.) als aus der Ruhe 
mittelft des Stoßes irgend eined Gegen: Paares hervorgehend ans 
gefehen werden kann, fo gilt der Uebergang ($. 89. IN.— VL) 
vom erften Augenblicke zum zweiten, nothwendig auch von je 
dem Augenblicke der Drehung zu dem nächft folgenden; und «8 
ftellen fich alfo für die ganze Dauer. der Drehung um ben fe 
ſten Punkt S (oder um den nicht feften aber in Ruhe bleiben 
den Schwer⸗Punkt S) folgende Wahrheiten heraus: 

1) Der Körper dreht ſich um den als unbetveglich gedach- 
ten Punkt S dergeflalt, daß das zu diefem Punkte S gehörige 
Central⸗Ellipſoid beftänbig eine und biefelbe feſte Ebene, twelche 
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mit der Ebene des Anfangs» Gegen» Paares paraliel läuft, be 
rührt, im Allgemeinen aber jebegmal mit einem andern Punkte 
feiner Oberfläche, und auch an einem andern Punkte der felten 
Ebene. 

2) Zu jeder Zeit der Bewegung bed Körperd um biefen 
als unbeweglich gedachten Punkt S, iſt die Bewegung fo, daß 
der Körper in feiner augenbliflihen Lage gegen bie 
gedachte fefie Ebene aus der Ruhe fogleich. wieder in 
Diefelbe Bewegung verfeht werden würde, wenn ein Gegen⸗Paar 
von Kräften ftoßen wollte, welches dem Momente und ber Lage 
im abfoluten Raume nach, genau wieder mit dem Anfangs 
Gegen: Paar zufammenfällt, twelches daher nur gegen den Koͤr⸗ 
per zu jeder andern Zeit eine andere Lage haben wuͤrde. 

3) Dee Körper dreht ſich dabei beftändig um die durch den 
Beruͤhrungs⸗ Punkt mit der oben gedachten feſten Ebene, und 
durch den Mittels Punkt S des Central⸗Ellipſoids gegebene au⸗ 
genblickfiche Dreh⸗Axe, und mit einer ‚augenbliclichen Winkel: 
&efchwinbigfeit, welche mit dem durch diefe augenblickliche Dreh⸗ 
‚ Are gebildeten Halbmeſſer des Central⸗Ellipſoids proportional ifl. 


4) Während der ganzen Dauer der Bewegung rollt ao 


dag Central: ENipfoib auf der mit der Ebene des Anfangs: &e- 
gen Paares parallelen feften Ebene ohne auf ihr zu gleiten, 
während jedoch in jebem Augenblicke die zum Abrollen nöthige 
Drehung mit beftimmter Winkel⸗Geſchwindigkeit flatt 
hat *). 


Denn da bie ganze Bewegung darin befteht, daß das Gentral-Ellipfoid 


um ben augenblicklichen Pol fich mit gegebener Winkel - Gefchwindigkeit 
dreht, bis die Oberfläche des EentralsElipfoids an einem jmeiten nächſt 


"anliegenden Punkte mit der feſten Ebene in Berührung tritt, und dann 


eine Drehung um diefen zweiten Berührungs- Punkt mit der neuen Win- 
kel⸗Geſchwindigkeit erfolgt, u. f. m. f., fo llegt die vorſtehende Behauptung 
außer Zweifel. 





*) Das Abrollen giebt daher nur die geometriſche Bewegung des 
Körpers, während die Winkel⸗Geſchwindigkeiten der augenblicklichen Umdre⸗ 
hungen erſt die dyna miſche Bewegung deſſelben beſimmen. 


\ 
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. 5) Es fann aber Fälle geben, two fein zweiter Punkt ber 
Oberfläche des Central» Ellipfoids mit der gedachten feſten Ebene 
in Berührung kommt. — Diefer Fall tritt allemal ein, wenn 
die fefte Ebene auf ber Dreh: Are fenkrecht ſteht, und dies ift 
wieder nur dann der Fall, wenn die Drehung um eine der, zu 
dem Punfte S gehörigen brei Haupt: Dreh -Aren beginnt. In 
diefem Falle muß die Ebene des Anfangs: Gegen: Paares auf 
der Haupt: Dreh+ Are -fenkrecht geweſen ſeyn unb in demſelben 
Falle drehe fich der Körper fortwährend um diefelbe Dreh» Are 
‚ mit immer einer und berfelben Winkel: Sefchwindigfeit. — Dies 
ift ung aber ſchon (aus $. 61. XI.) befannt. 

6) indem man alfo, diefe Ausnahme: Fälle abgerechnet, Die 
Kurve auf der Oberfläche des Eentral-Elipfoidd, und die an- 
dere auf der feſten Ebene fucht, welche bei dem Rollen deg Een: 
tral⸗Ellipſoids auf der feften Ebene un ben unbeweglichen Mit 
tel⸗Punkt des erfiern, von den jedesmaligen Beruͤhrungs⸗ Punk⸗ 
ten gebildet werden, hat man die geometriſche Bewegung 
des Körpers (mit welchem das Central⸗Ellipſoid feſt verbunden 
ft). — Die erftere dieſer Kurven ift aber offenbar die (im $. 
83. näher beſtimmte) Poloide, während die andere allemal bie 
(im $. 84. näher betrachtete) Serpoloide ift. 

Und indem man weiß, daß der Körper um jeden folchen 
Pol mit einer Winkel: Sefchtwindigfeit ſich dreht, . welche mit 
dem Halbmeffer dieſes Pols proportional ift, fo Fennt man zu 
gleicher Zeit auch die dynamifche Bewegung des Körpers. 

7) Denkt man ſich die augenblicklichen Dreh⸗Axen durch 
diefe beiden Kurven geführt, fo hat man zwei Kegel: Zlächen, 
von denen bie eine.im Körper, die andere im abfoluten Raume 
feft ift. Diefe bringen bie eben gebachte geometrifche Bewegung 
des Körpers ebenfalls hervor, wenn die erfterg Kegel: Zläche auf 
der andern abrollt, ohne zı gleiten. Gefchieht died Rollen mit 
verfchiebener Geſchwindigkeit, ſo daß an jedem Paare zuſammen⸗ 
fallender Seiten der beiden Kegel⸗Flaͤchen die Winkel⸗Geſchwin⸗ 
digkeit der Drehung um dieſe Seite die (in 3.) beſtimmte iſt, 


\ 
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fo hat man gu gleicher Zeit auch wieder bie dynamiſche Bewe⸗ 
gung des Koͤrpers. 

Der im Koͤrper feſte Kegel iſt ein gemeiner mit kreisformi⸗ 
gem oder elliptiſchem Querſchnitt, d. h. eine Flaͤche der zweiten 


Ordnung (dgl. $. 92. II.); der im Ranme feſte dagegen hat 


die Serpoloide zur Grundfläche, iſt daher: ein tranſcendenter. 
Im Allgemeinen erfcheint die Oberfläche des letztern länge feiner 
Seiten nach den Wellen der Serpoloide- gefurcht (kanellirt). 

Iſt die Bewegung des Körpers gegeben, fo find dadurch diefe 
beiden Kegel, die Gefchtwindigfeit des Abrollens und die Win- 
kel⸗Geſchwindigkeit an jeber Seite mit gegeben. Sind aber von 
den Iettern vier Stücen ‚drei gegeben, fo ift das vierte mit 
und bie ganze Bewegung gegeben. 

Es verftcht ſich dabei, daß in Ausnahms⸗Faͤllen 

a) der Körper fortwährend fich um eine, in ihm fefte und nur 

im Raume um den ruhenden Punkt S herum bemegliche 

- Are drehen kann, fo daß der im Körper fefte Kegel ver: 
ſchwindet; 

b) der Koͤrper um eine in ihm bewegliche, aber im Raume 
feſte Axe ſich drehen kann, ſo daß der im Raume feſte 
Kegel verſchwindet; 

c) die Dreh⸗Axe ſowohl im Körper als im Raume ſeſt ſeyn 
kann, ſo daß beide Kegel verſchwinden. 

Ob aber, und wann jeder der beiden Ausnahms-Faͤlle (a) 
oder (b) eintreten werde und koͤnne, ergiebt ſich vorzuͤglich aus 
der Betrachtung der allgemeinen Formeln, welche jedoch erſt 
in der zweiten Abtheilung dieſes Kapitels vollſtaͤndig zu fin⸗ 
den ſind. 

8) Sind in dem Körper zwei der drei Haupt: Traͤgheits⸗ 
Momente A, B, € einander gleich, fo daB das Cenkral⸗Ellip⸗ 
ſoid ein Umdrehungs: Körper und entweder a —= b>c, ober 
b= c<a wird, fo werden Poloide und Serpoloide gewoͤhn⸗ 
liche Kreislinien; — und ftehen die Längen diefer Kreislinien in 
einem incommenfurablen Verhältniß zu einander, fo kehrt derfelbe 


’ 


+ 
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auf welchen er einmal geweſen ift, zuruͤck. — Weil aber dann 
alle zu den Punkten der Poloide bingehenden Halbmefier des 
Central⸗Ellipſoids einander. gleich find, fo ift nicht bloß der 
Winkel fonftant, welchen die augenblickliche Dreb>Axe mit SZ, 
macht, fondern auch die Winkel⸗Geſchwindigkeit felbft immer 
fonftant. 

9). Sind. die Haupt. Trägheitd - Momente A, Bd, € alle 
drei einander gleich, fo ift das Central⸗Ellipſoid eine Kugel, 
und Poloide nebft .Serpoloide rebueiren ſich auf einen bloßen 
Punkt. Der Körper dreht ſich alfo in diefem Falle fortwährend 
um diefelbe im Raume und im Körper feſte Dreh⸗ Axe. — In 
diefem Falle ift aber auch jeder Ducchmefler eine Haupt: Dreh: 
Are des s Koͤrpers. 


§. 91. 

Um nun unſer Problem gaͤnzlich geloͤſt zu ſehen, duͤrfen wir 
nur noch die Winkel⸗-Geſchwindigkeit w, oder w,; wie ſie zu Ende 
irgend giner Zeit t feyn wird, als Funktion der Zeit t herftellen. 

‚I Zu dem Ende denfe man ſich diefe Winkel-Geſchwindig⸗ 
feit o in bie drei Winfel- Sefchwindigfeiten p, q, r um bie 
Haupt» Dreh: Upen SX,, SY,,. SZ, zerlegt, fo bag p, q, r wie 
o, gefuchte Funktionen von t, die Werthe p!, q’, r!, w! des 
($. 86.) dagegen die Anfangs-Werthe derfelben (für t = 0) 
find. Verſteht man nun unter SU bie augenblickliche Dreh: Are 
zu Ende der Zeit t, fo hat man zunaͤchſt 


* 


1) es VUSX, +, cosUSY, = —, cosUSZ, = * 


Sind aber 2,, A und v, die Winkel, welche die Are des Au⸗ 
fange» Gegen⸗ Paares Q mit ben Haupt» Dreh» Aren SX,, SY, 
und SZ, macht, fo find auch biefe Winkel Sunktionen von t, 
während die Al, u, vi des ($. 86.) deren Anfangs » Werthe 
(für t = 0) ſeyn werben» 

I. Da nun ber Körper, wenn man ihn in der Lage, in 


= 
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der er zu Ende ber Zeit ſich befinde, ruhend fich denft, aus 
der Ruhe in’ diefelbe augenblickliche Drehung, wie folche zu Ende 
der Zeit t it (mach $. 89. IE) durch den Stoß eines Gegen- 
Paares verfegt werben kann, welches feiner Ebene, feiner Rich⸗ 
tung und feinem Momente nach mit dem Anfangs +» Cegen-Paare 
sıfammenfält, fo hat man (nach $. 86. II.) 

2) p= 2 ah, g= Q Ba r- Q Er 
woraus | 5 

3) cosı, = ne cos, = ne co8Y, = — 
ſogleich hervorgeht. 

III. Nun iſt das Centrifugal⸗Gegen⸗Paar, weiches zu Ende 
der Zeit t hinzutrift und die Winkel⸗Geſchwindigkeiten p, q, r 
bezüglich’ um dp, dq, dr, d. h. um dp,dt, dq. dt und ör,.dt 
ändert, (nach $. 89. 1.) feinem Momente nad) 

4) = Q-wssinördt, 
wenn 5 der Winkel ift, welchen bie augenblickliche Dreh⸗ Axe 
SU mit der Are des Anfangs⸗Gegen-⸗-Paares bildet. Die Ebene 
diefes Centrifugal: Gegen: Paares ift zugleich die des Winkels d. 
Trennen, wir nun a’, A, zu (gerade wie im $. 89. I.) bie 
MWinfel, welche die pofitive Seite der Age (SX') dieſes Eentri- 
fugals Segen: Paares (die immer. in der Ebene des Anfangs: 
Gegen: Paares liegt) mit den drei Haupt» Dreh-Aren SX,, SY, 


und SZ, macht, fo bat man allemal, weil fie auf, der Are deg 


Anfangs: Gegen» Paares ſenkrecht ſteht: 
5)  cosallecosi, cos B'.cosu, -F-cosy!!-cosv, = 0; 


zugleich aber auch, weil fie auf ber augenblicklichen Dreh⸗Axe 
SU ebenfalls ſenkrecht ſteht; 


cos all.cosUSX, -+-cos Bll.cosUSY, + casy!!.cos USZ, — 0, 
d. 5. (wegen der Gleichungen 1.) 
6) p-cos al! 4-q.cos Bll-Fr-eosyll =6; 


während die Gleichung (5.) wenn man in ihr die Werthe aus 
(3.) ſubſituirt, in | 


— 
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7) Ap-cos all --Bq-00s Bll-Er-cosyl! = 0 

übergeht. u 

IV. PVermöge des Verfahrens des ($. 86. I.) hat man 
aber, in fo fern dp-dt, dgedt, Ordt (wo alle runden d fich 
auf t beziehen) die durch das Centrifugal-Gegen-Paar QOw-sind-dt 
bervorgebrachten Winfel: Sefchwindigfeiten find, wenn man ben 
gemeinfchaftlichen Faktor de weg dividirt, die drei (Differenzial-) 
Gleichungen Ä 

3 I Lu | 


w-sin decos u 
= ——— 


dr — Qu»sin d-gosy!! 
u ul, 


oder a | . 
8) Y-dp = Quesind-cosall; | | 
9). B.ög = Qw-sind-cos Pll; 

10) €.dr = Qwersind-cosyli. 


In fo fern nun aus den Gleichungen (6. u. 7.), in Berbindung 
mit der Gleichung 
cos a? + cos Pf? + — — 1 
die drei Koſinuſſe cos all, cos fl!, cos yu in p, q, r ſich finden 
laſſen, in fo fern o = —— iſt, und in fo fern end- 
lich auch sind nur von p, q, r abhängen kann, ſo ſind die 
Gleichungen. (;— 10.) diejenigen, aus welchen p, q, r alſo 
dann auch w, in t ‘ausgedrückt, fich. finden laſſen muͤſſen. — 
Daher wollen wir nun folche zu integriren verfuchen. 

- Man multiplicire zu dem Ende die drei Gleichungen (8. bie 
10.) bezüglich mit p, q, r und abddire die Nefultate, fo erhält 
man (Weges Pr. 6.) 

Ap-Op +Bg-dg Er · dr =0; 
alfo, wenn man infegrirt, 
11) Apꝰ Bqꝰ CEr = be, 


two h? eine noch unbeftimmte aber poſitive Konſtante iſt, welche 
je⸗ 


$.91.VL Drehung um einen feſten Punkt. u 241 


jedoch aus den Anfangs: Werthen pl, q’, r! von p, % r ihre 
Beftimmung erhält, nämlich 
h? = Up"? +-Bqg?+Er!?, ' 
Multiplicirt man. dieſelben drei Gleichungen (8. — 10.) be 
zuͤglich mit Ap, Bq, Er, und addirt man abermals de Rehul. 
tate, ſo ergiebt ſich ſogleich (wegen dee 7.) 
Yp-dp+B’q-dg-+C’rär = 0. 
Diele Gleichung, integritt, giebt aber 
Pp+BQ+ Er — k2, 
wo k? ebenfalls eine noch zu beſtimmende aber poſitive Kon. 
fiente ift. ' 
Die Gleichung 


008 ,? + c08p,?-F.c0sY ,? HR Ver 
giebt aber (vermöge der 3.) noch viel ſchneller im  muzma.. . 


-.. 0.0. 
[u 2 22 zu 


12) Ap 24Bꝛeꝙ Cr = 0%," 
fo daß. man das vorftehende Integral gar nicht braucht, ober, 
wenn man es nimmt, kK? = Q? findet. — NN 


VI. Wenn aber num die Gleichungen al. u. 12) bereite 
zwei Integral⸗Gleichungen find zwiſchen p, q und r, fo fehlt 
jest nur noch bie dritte. „Am biefe letztere zu erhalten, muß man 
enblich. dach. sind, fo wie cosal, cosfl!,. cosy! in-,p. q, r 
auszudruͤcken ſuchen. Man hat aber (nach J. Th. Geom. 3. J. 

VL 7.) 
cosö = cosA,-cos USX,-Fcos ur·cos USY, Han, coUsz, 


d. h. (wegen I. u. 3. und zuletzt wegen 11) 
2) m wege rn 
Diefe Steichung giebt ſogleich 


14) | ov⸗cos o >=. emo g | 
und dieſe letztere laͤßt ſehen, daß wenn man die Winkel⸗Ge⸗ 
ſchwindigkeit w, ober d in drei zerlegt, um drei auf einander 
ſen wechte Die, Aren, von denen bie, eine, nämlich w-cogd, tie 
Ä [16] 


N . 
! 
ot ee 


— 


n 
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ner Drehung um bie Ape des Anfangs⸗Segen⸗Paares angehoͤrt, 
diefe immer und gu allen Zeiten Eonftant, nämlich 5 feyn wird. 


VIE Aus der (14.) folge aber nun leicht 

15) Qussind = VQ’o—h = VO + Hr) —h*; 
oder auch, wenn man flatt Q? und h? oder h* ihre Werthe 
fegt (aus 11. u. 12.) Ä 

16) Qu-sind = — 


oder 


17) Qu-sind = W*), 
wenn man durch) W den Wurzel: Ausdruck zur Rechten in (16.) 
bezeichnet. 


Auf der andern Seite geben die Gleichungen (6. u. 7.) in 
Verbindung mit der Gleichung 


cos cos Bl? cosyl! — 1, 
augenblicklich 
18) cosal! = em, ; cosfll — „Ar, 
cosy!! = 1 8- od, 


wo entweder alle ++ Zeichen, oder le — Zeichen genommen 
werden muͤſſen, je nachdem die Richtung von 8X genommen 


iſt, d. h. je nachdem die poſitive Richtung ber Drehungen ges 
dacht iſt. 


Subſtituirt man aber dieſe Werihe (aus 17. u. 18.) in die 
Gleichungen (8.—10.), fo gehen ſolche über in die nachſtehen⸗ 
den, nämlich 


19) BdgE(E— Nırp= 0 \(+) oder alle (—) 


N.öp&(®—)-gr = 0 P mo entweder alle | 
€ Ir E(U— B)pg = 0 | Zeichen gelten. 


Dies ſind aber genau die von Euler gegebenen Gleichungen. 


*) Sur man in (15.) Ä 
= br = RA HB HER), 


fo erhält man auch noch 


Qusins [— 


(19.), nachdem felbige vorher in 
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ViII. Findet man nun aus den Gleichungen 11.0.1233 
_ O-Sh’HB-EEr’ ‚_ -ANHU-OE? | 
BET WITT 
und fubftituirt man. biefe Werthe in die dritte der Gleichungen 
= => — — 
G-)q 
unaeformnt iſt, fo ehem. ein 
— TR 
Die Integral: gehört zu den elliptiſchen Tranſcendenten/ 


21) dt, 





und : führt noch eine Konſtante ein, welche dadurch beßinmt 


wird, daß man für t = O den (Anfangs⸗) Werth r! vanır. 
kennt. Hat man aus- biefer Gleichunger in. C’gefunden, ſo ges 


ben die Gleichungen (20.) ſogleich noch p und q:dep8, waͤh⸗ 


nd zulezgßt wo Vpi gt + 7° ebenſalls ohne weiteres in 
t ausgedruͤckt gefunden werden kann. 

IX. Man kann aber: auch die Difſerentlal⸗ Gleichmng zwi⸗ 
fchen t und « direkt fiaiden. Zu dem Ende verbindet man bie 
drei Sleichungen _ 

Apꝰ Bqꝰ Erꝰ = h?, (11.) 
Aꝛpꝰ Bꝰq⸗ Cr ze Q°;: (42). f 


und p qꝰ 41 =. . 
mit einander. ı findet aus ihnen p, q, r in “ tg na⸗ 
mentlich | | 
3) Pa Q? _ 8 +9 +2C. u 
(€ --VB— U) F 
2 b. u. | 
a AZBE—3) 


Pe 
= A-9HS-9 ° 
und bilder ih aus u 
w == p’-rq? +? -i{ 
durch Differenziiren die Gleichung 
o· d. = p —— 
[16* 


‘ 
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woraus, Wen man bier herein ‚Hart KL au, Ir dee Kirche 

(aus 19. ) fabisnir | 
26) I, = aa age 

a BEE -%) par 

dh. (wegen 238. — 25.). re 

2) t* 


| 13€ der 

—5 *). * Integral gehoͤrt wieberum zu 
ſchen Tranſcendenten und giebt t in w, oder -w-in t direkt. Die 
Konſtante, welche: die: Integration einführt, wird dadurch bes 
ſtimmt, daß man für. = 0 den. Tome a4 von w 
femnt.: 
: Anmerk. Dieſes Antegrit in. Verbindung mie. dem. .der 
Serpolotbe Iäßt nun die Aufgabe Holftändig, fo daß ſie fich auf 
zwei elliptiſche Tranſcendẽnten zuruͤckzieht, deren Yrstwerchung 

die einzige Schwierigkeit der Rechnung genannt werden. kann. 
Wir wollen aber jetzt noch einige Unterſuchungen anſtellen, 
welche ſich unnuttelhax an das Vorſtehende anreihen.3 
9. 92. 6. 
I. Bezeichnet man durch I; die: Länge des von der augen⸗ 
blicklichen Dreh⸗Axe zu Ende der Zeit, gebildeten Durchmeffers 
des Central: Eitipfdidd, ſo Hat’ man, wenn f die Entfernung dee 
Punktes S von der feften Ebene vorftelt, auf welcher während 
der Drehung des Körpers das Central⸗ Elipſoid fertrole (vgl. 

$. 90. Nr. 1.): 


1) 4 = Hreoss, — 
in fo fern oͤ der Winlel “ 1 eigen bie mugastidtige Drei 





*) DaffelbeXefultat pätte m man natürlich auch aus dt, .r Sr, erhalten, 


wenn man (aus 26.) r, und durch: Differentiation diefer Gleichung auch 
Ir, in w ausgedrückt gefunden, den Werth von r aber in. den. Ausbrud 


' dt, (in 22.) ſtatt r. ſubſtituirt hätte: zn 
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Axe mit der Are. des Anfanges Gegen + Paggrd, macht. Nach 
($. 81. Nr. 4.) findet fich aber diefe Entfernung f fo, nämlich: 
f = VIl.cosi,? + Brlcosa, + -1.cosv,?; 
alfo auch; wenn man flatt cosA,; Kosui, vos», ihre: Werthe 

aus —9— 91. Br. ſubſtituirt 


3* VEFSTFET, 
d. h. (nach $. 91. Nu 1.) on: 0 
2) Er oder b — 


Berenft man nun, dba a, b, c bie drei halben. HapoRırd 

meffer - des Central» Ehipfoibg: vorſiellen und daß 

2— 2 — + 2 1. y — 
3) a yr- und J 

iſt, ſo hat man ſogleich noch 


4) Q— A = Kap) 


im 


6) Hr — Sn, 


6) O— = —* ’—P). 


Hiefe Formeln (4.—6.) laſſen ſehen, daß die brei Ausdrücke 
Q?— Ah’, Q?— Bh?, Q?— Eh? nie alle drei zugleich poſitiv, 
auch nie alle drei zugleich negativ ſeyn können, weil, wenn 
A<B<E alſo a>b>c 
gedacht wird, dann £ immer zwifchen a und c liegen muß. 
Man finder ferner (aus $ 78. IV. Nr. 14.) 
,— ar 2.0081 B2. cos u? + En), 

FF YrLcos 1? Dos u? +&-!-cosv,’ 
Subftituirt man nun bier herein ftatt cosA,, cos ik, 008%, ihre 
Merthe (aus $.. 91. Nr, 3.), fo ergiebt ſich 

1 — —————— 

= a 2. 
d. h. (wegen $. 91. Nr. 11.) 


7) W=ien ($ M. Ne. 3.), 
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⸗ 


waͤhrend man (aus der Gleichung Nr. 14. des — 91. 2“ 
8)' cond =. - =— 


bat. Iſt alfe: @ in t-audgebrüdt, fo. hat man auch fi unb ing- 
befondere cosd, d. h. den Winkel oͤ, welchen bie augenblisfliche 
Dreh: Are mit der Are des Anfange. Segen Paares macht, in 
die Zeit t ausgedruͤckt. | 
IH. Beftimmen wir nun bie Gleichung bes Kegels, welchen 
die augenblickliche Dreh⸗Axe nach und nach in unſerm beweg⸗ 
ten Koͤrper beſchreibt. 
Es ſeyen zu bem Ende x, Yı, 2 bie auf die Koordinaten: 
ren SX,, SY,, SZ, bezogenen Koordinaten» Wertbe eines bes 


liebigen Punktes der qugenblicklichen Dreh⸗Axe, und u ſey die . 


Entfernung biefed Punktes von S, ſo hat man 


r 
9) xi — 2; yı = ca und 1, = — 


in ſo fern B. 4 —, — die Koſinuſſe der Winkel find, welche 


10] 

die augenblicliche Dreh » Are mit den Axen SX,, SY,, SZ, 
macht. Subftituirt man bier herein die Werthe von p, q inr 
und eliminirt man suleßt r und u, fo hat man die gefuchte Ölei- 
hung. Diele Elimination bewerkſtelligt fi aber dadurch am 
einfachften, daß man von den beiden Gleichungen ($. 91. NN. 
11. 12.) ausgeht, nämlich von ben’ Gleichungen 

Apr DdgQ?+Er = h? 
und | oe ya +er — = ® 


folche mit. * 





IT , —* ſogleich ihre Werthe x, yı, PR (aus 9.) ſubſti⸗ 
tuirt. Diet giebt nämlich die Heiden Gleichungen 


*) Die Gleichungen (7. und 8.) ſtimmen mit der (1.) genau überein. 
Man hätte daher I, Bürger aus der (1.) in Berbindung mit der (Ver. 14. 


des 6. 9. ) ableiten können. 


7 


iſt. Die Poloide iR aber dann Peine Kreislinie. 
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| R 
A ’+dy’+&2’ = bh 


N 3 
und Ps? +By? +7? = — 0. 


— man nachgehends noch aus dieſen beiden Gleichungen | 


FL fo erhält man fogleich | 
10) AQ-U2).2,748(Q°-3b?)-y14EQ’-EhYz = 0; 
und dies ift die Gleichung des gedachten Kegels, welcher, wie 
man nun fieht und wie oben ($. 83. VI. und $. 90. Nr. 7.) 


behauptet wurde, eine’ Zläche der zweiten Ordnung ift. — Setzt 
man in dieſe Gleichung ftatt h ſeiwen Werh 9 ſo wie ſtatt 


A, B, €, bezüglich ihre Werthe * > 5 und — 5. ſo ſchreibt | 


fich die Gleichung deffelben Kegels auch ok fo, nämlich: 


a? - b?’—f? »_f2 
11) = x.+ Br Yrt- —1, —=d. 











Sucht man bie Kurve, in welcher diefe Kegel: Fläche das 


Central: Elliipfoib fchneidet, fo findet fich natürlich die Poloide 
wieder. Auch geht dieſe Gleichung der Kegel» Släche in die Glei⸗ 
chungen zweier: Ebenen über, fo oft unter der Vorausſetzung, 


daß A<SB<E, d. 5. a>b>c iſt, die Entfernung f=b- 
- wird. Gie giebt bloß die Gerade SX,, wenn. f = a, oder 
bloß die Gerade SZ,, wenn f = o werben follte. Denkt man 


ſich endlich zwei der drei Koefficienten von x,?, y,? und z,? in 
dieſer Gleichung einander gleich, fo iſt der Kegel ein Umdrehungs⸗ 
Kegel *). 


/ 


*) Diefer Hall tritt ein, fo oft wei der drei Haupt-Trägheitö:Momente, 


d. 5. zwei der drei Haupt-Durchmeffer des Central⸗Ellipſoids einander gleich 
werden, und die Poloide ift dann eine Kreislinie. Er tritt aber auch au⸗ 
Berdem noch ein. Wenn z. 2. 

2__ 

— = er 
geſetzt wird, fo if Biefen Gleichungen zwar durch A— B oder » — b ger 
wügt, aber auch noch wenn f oder Q fo genommen werden, daß 


(HP = ab der = (AH RE= I 
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II. Die Gleichung der Kegel: Släche, welche die Serpos 
loide zur Grundfläche hat, wird zu tranfcendent, um fie bier 
entwickeln gu mollen. 

Dagegen läßt fich leicht bie Gleichung einer britten Regel: 
Släche finden, nämlich Berjenigen, welche bie Axe des Anfangs: 
Gegen: Paares bei der Drehung bes ‚Körpers im Körper bes 
ſchreibt. 

Sind nämlich x/, y!, z! die auf SX,, sY,, SZ, bezogenen 
Koordinaten: Werthe eines beliebigen Punktes dieſer unbewegli⸗ 
chen Are des Anfangs: Gegen: Paares, deffen Entfernung von 
S mir durch uw! bezeichnen wollen, fo find wieber 
j x ı und z 

u’ w u 
die Kofinuffe der Winkel a Kı, 9ı, fo daß man nach $. 91. 
Nr. 3.) bat 


X! _b !" _d m 1 
TO WwTQ Q 


Findet man hieraus die Werthe von p, q, rund ſubſtituirt man 
ſolche in die Gleichungen 

Apꝰ Bqꝰ 4 Cr? = h?’ 
und ArpꝰBꝰqꝰ 4E 
fo erhält man | 


.. x" + + — bn 
arstre 0? 
und PryrHrZR— uR*), 


Wird nun aus dieſen beiden Gleichungen noch u! eliminiet, ſo 
hat man zuletzt 
—E E ” Din , LI 


x - ı? = 0 


12) ‚) oder 


(aꝰ - P)x?(b? - P)y? +? —P)zR 0. 


*) Da dieſe Bleihung aus den Elementen ber Koorbinaten «Theorie 
ſich von ſelbſt verſteht, M hätte man bier das zweite ber Integrale entbeh⸗ 
ren konnen. 
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Dies ft. alfo die Gleichung ber Kegel⸗Flaͤche, welche bie 
Are bed Anfangs: Gegen: Baared während ber Bewegung des 
Körpers, im-Körper beſchreibt. Auch bdiefer Kegel ift, twie man 
fieht ein. gewöhnlicher Kegel mit elliptifchem ober Kreis: Quer 
fchnitt. Auch er wird ein. Umbrehungs» Kegel, fo oft: zwei ber 
drei Koefficienten von x’, y!2, 2? einander gleich werben. Diefer 
legtere Fall tritt aber nur dann und dann auch allemal «in, 
wenn zwei ber drei Haupt⸗Traͤgheits⸗ Momente, oder zwei ber . 
drei Haupts Durchmeffer des Eentral: Elipfoids einander gleich 
werben. | Ä J 

IV. Betrachten wir noch die in jedem Augenblicke der Be⸗ 
wegung in den einzelnen Maſſen⸗Elementen dM des Körpers 
vorhandenen „Groͤßen ber Bewegung" und „lebendigen Kräfte. 

Zuvor_jeboch wollen wir die Gefchmwindigfeit v eines Maf 
fen» Elementcheng dM ihrer Größe und Richtung nad) beftims 
men. Weil aber jedes Elementchen dM, deſſen Koordinaten» 
Werthe x,, Yı, Zı.feyn mögen (wenn. man fle auf die Koordis 
naten⸗Axen SX,, SYı, SZ, bezieht), zu Ende der Zeit t bie 
drei Winfel: Sefchwindigfeiten p, q, r bat, fo hat bdaffelbe bie 
drei wahren Gefchwinbigkeiten (in der Richtung ber Tangenten 
der Bahnen) | 

13) p/yP+z2, q-Ys?-+2°, Vs? +yı, 
in fo fen Vy?+z?, Vx?-+z,? und Vx?-+yı? bezüglich, bie 
drei Entfernungen des Elementchens dM von ben drei Haupt 
Dreh-Aren find. Zerlegt man dieſe wahren Gefchtwinbdigfeiten 
nach den drei Aren SX,, SY, und SZ, (mach Anleitung des 
$. 37), fo erhält man (wenn p, q, r ald pofitiv voraugges 
fett werden, fo oft die Drehung von SY, nach SX,, von SX,. 
nach SZ, und von SZ, nah SY, bin erfolgt): 


“nah. SX, nad SY, nach SZ, 
von der erfirn? O (Nu), Hp und —pyı;. 
von der andern: —q2, O Ru) und Fan; 


von der dritten: ryr, — rx und O (Mull). 
Die Summen der parallel mit einer und derſelben Axe wirken⸗ 
den Geſchwindigkeiten, geben nun bie Seiten-⸗-Geſchwindigkeiten 


! 
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vr, Va, Ya, in welche die gefuchte Geſchwindigkeit v nach den 
Aren SX,, SY,, SZ, zerlegt werben kann, nämlich 
14) „=ry— gg; y =pı —rx, und v. =gn —Pyı. 

Die Geſchwindigkeit v des Elementchens dM findet fich nun 
der Größe und Nichtung nach aus biefen Sciten⸗Geſchwindig⸗ 
feiten v,, va und v, ohne Weiteres, jedoch ihrer Richtung nach 
nur gegen die felbft noch beweglichen Haupt« Dreh: Aren. 

V. Die Probufte v,-dM, v,dM, v,„dM find nun bie in 
jedem Augenblicke, d. 5. zu Ende der Zeit t in den Elementen 
vorhandenen „Größen ber Bewegung, !! nach den Aren SX,, 
SY, und SZ, zerlegt. " Begeichnet man durch N,, M,, L. bie 
Summe der ftatifchen Momente Diefer „Größen der Bewegung,“ 
in Bezug auf: die Momenten Aren SX,, SY, und SZ,, fo fin 
det fich fogleich nn 
N, = Fuv,—yır,)-dM, 

M, = 2G,1, —2,v,).dM, 
und . 0. L, = 3Myvm —xv)dM. 
Denkt man aber baran, daß SX,, SY, und SZ, bie zu dem 
Punkte S gehörigen Haupt: Dreh» Aren find, daß alfo . 
=(&yı.dM) = Z(xz,dM) = Z(y,z.dM) = 0 
und 
Sa? +yı)dM = €, S>+22-dM — B 
ſo wie Sy?+2”).dM = 4 | 
iſt, — fo gehen, wenn man ſtatt v,, va, vs Ihre obigen Werthe 
fegt, die letztern Gleichungen über in | 
15) N, = Ap, M, = Bq, L, = €. 

Die. Produkte Ap, Bq und Er ſtellen alſo die Summe der 
ſtatiſchen Momente vor von allen, zu Ende der Zeit t in den 
einzelnen Maffen » Elementchen dM vorhandenen „Größen ber 
Bewegung, in Bezug auf die Momenten-Aren SX,,SY,, S2.. 

Diefelben Produkte Ap, Bq und Er ftellen aber auch (nad) 
$. 91. Nr. 3.) die Momente der drei Gegen» Paare vor, in 
welche fich) das Anfangs» Gegen-Paar Q fenkrecht auf Die drei 
Haupt: Dreh: Agen SX,, SY,, SZ, zerlegt. 
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Berner iſt auch (nach II. Th. $. 34.) Die. größefie Momen⸗ 
tens Summe -derfelben „Größen der Bewegung !! 

- VFWHN = VD FRTFON, 
‚alfo auch (nad) $. 91. Nr. 12.) 


2 
und bie Kofinuffe der Winkel, welche die Axe dieſes Haupt: 
Momentes mit SX,, SY,, SZ, macht, find bezüglich 
er az und oder J. | 
Alfo faͤllt die Haupt: Ebene, d. h. die Ebene der größeften 

Momenten Summe (I. Th. $. 34.) der vorhandenen Größen 
ber Bewegung, genau mit der Ebene bes Anfangs: Gegen:-Pan- 
res zufammen (nad) $. 91. Nr. 3,), und bie größte Momens 
ten» Summe felbft (aller „Größen ber Bewegung!) ift genau 
dem Momente Q des Anfangs: Gegen: Paares gleich. 

VI Die Summe aller zu Ende ber Zeit t im Körper vor: 
bandenen „lebendigen Kräfte! ($. 15.) ift ' 

= 3(v°dM) = &(v?-+v,?-Fv,?).dM. 

Subftituirt man aber hier herein ſtatt v,, va, v, Ihre Werthe 

(aus 14.), und denkt man baren, daß 
- &(x,yı-dM) = Z(x,z,.dM) = &(y,z,.dM) = 0_ 
ift, fo erhält man diefelbe Summe der lebendigen Kräfte 
= Apꝰ Bq? 4Crꝰ; 
alſo auch (nach $. 91. Nr. 11.) 
= h?, oder auch = PQ? 

($. 92. Wr. 2.). 

Die Summe der lebendigen arifte im Koͤrper iſt alſo zu 
allen Zeiten eine und dieſelbe, übrigens von der Größe und Lage 
des Anfangs- Gegen: Paares abhängig, nämlich = h? = L?Q?. 


9. 


Nach dieſen Bemerkungen, welche die Natur der Bewegung 
bes Körpers um den feſten Punkt S (oder um den freien aber 
ruhenden Schwer -Bunkt S) immer mehr zu veranfchaulichen ges 
eignet find, tollen wir noch bie Bewegung ber drei Haupt: 
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Dreh⸗Axen des Körpers etwas näher in's Auge faffen und zwar 
gegen bie, durch ben Punkt S und im abfoluten Raume unbes 
tweglich gedachte Ebene des Anfangs⸗Gegen⸗ Paares. 

Zu dem Ende lege man durch S in der Ebene des Anfangs⸗ 
. Gegen: Paares zwei auf einander fenfrechte Koordinaten - Aren 

SX und SY, und laffe SZ mit der pofltiven Seite der Are bes 
Anfangss Gegen» Paares zufammenfallen. Iſt nun. 6 der Win: 
fel, unter welchem die Ebenen X,SY, und XSY fich fchnei- 
den (die Neigung der beiden Ebenen) und SD bie Durchſchnitts⸗ 
Linie (Knoten: Linie); if ferner W. XSD = 9 und W. DSZX, 
= (ganz fo gedacht, wie wir dies im I. Th. Geom. $. 3. 
angenommen haben), fo daß ꝙ die Lage der. Knoten: Linie in 
der Ebene XSY, w aber bie Lage der Are SX, gegen bie Kno⸗ 
ten= Linie in der Ebene X,SY, vorftelen, fo bat man, weil 
A, Kı, 9, die Winfel ZSX,, ZSY, und 252, find (nad I. 
Th. Geom. $. 3.) fogieich 

1) cos, = sinw-sind; _ cosu, = cosı-eind; 

. 08V, —= c080; 


d. h. vermoͤge der een ($. 91. Nr. 3.) 


2). ya = n 3 3) cos ysind = — n 
und | 
4) cos 0 =7- 


Die letztere giebt fogleich die Neigung 0 in r, alfo aud) in 
t ausgebrüdt. Dividirt man aber bie (2.) durch die (3.), fo 
giebt dies fogleich noch Ä 

5) (g y= 3 
fo daß auch vw in p und q, alfo auch in t ausgebruͤckt ſich 


ſieht. Es bleibt alfo jet bloß der Winkel ꝙ noch zu beftim- . 


men übrig, der in ben Gleichungen (2.—4.) nicht vorkommt, 
fo daß man zu einer neuen Gleichung feine Zuflucht nehmen muß. 

In dem nad) t folgenden unendlich. Kleinen Zeit: Theilchen 
“ de, waͤchſt aber 6 um d0, p um dg, und y um da, ſo je 


\ 
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Boch, daß d0 — 39,.dt, dp — dy..dt und dy — dy..dt iſt. 


Nun ift die Winkel: Gefchwinbigfeit r nichts weiter ale die Wins 
kel⸗Geſchwindigkeit der Are SX, in der Ebene X,SY, und zwar 
in der Richtung von SY, nach) SX, bin gezaͤhlt. Denkt man 
ſich alfo einen Punkt in SX, der von S um die Längen-Einheit 
entferne ift, und nennt man w, oder w. ben Weg dieſes Punks 


tes in der Zeit t und in der Ebene X,SY,, fo ift (nach $$. 1. 4.) 


dr 
= 7 

"Der in der. unmittelbar nach t folgenden unendlich Kleinen 
Zeit At befchriebene Weg dw befteht aber 1) aus dem Wege 
cosd-dp ber Knoten⸗Linie in der Ebene X,SY,, welcher mit 
w in derfelben Richtung gedacht ift, und 2) aus dem unendlich 
fleinen Zuwachs dıv, um welchen w, d. 5. bie Lage der Are 
SX, gegen bie Knoten⸗Linie ſich ändert, und um welchen (nach 
der von ung, dem I. Th. Geom. $. 3. gemäß angenommenen 
Lage der Aren SX, und SY,) ber erfiere Theil cosd-dp ſich 
vermindert. Man bat daher 

| r— dw __cosd.dp—dy 

- du = dt ? 
d. h. 
6) r= 000.Ip—, ' 
wo ſich alle d auf t beziehen. Diefe Gleichung (6.) giebt nun 
noch den gefuchten Winkel p in bie "Zeit t ausgedruͤckt, und 
zwar mittelſt der nachſtehenden Rechnung. 
Man differenziirt die Gleichung (5.), fo daß man 

7) 9. %,49p—p-dg 

- cosy? 8 q? 


— 


erhaͤlt, und eliminirt nun (aus 5. 6. u. 7.) ſogleich und du. 


Weil aber (aus 5. und wegen $.-91. Nr. 12.) 

“ B’q 2 B?q 2. 
Aꝰpꝰ +-BqQ Ser 
ſich finder, r giebt die (7.) fogleich 

8) — „AB-(g-dp—p-g) 


cosy? = 


‘ 
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oder, wenn man dp und dq mittel der Gleichungen ($. 91s 
Nr. 19.) eliminirt, 


a ASP) — AP+-Bg?) 
Oy =r 3 r —— 


Q— 2r2 

d. h. (wegen $. 91. Nr. 11. u. 12.) 
_ (C— Q’r 

9) Op — Q?— Er? . 


Nun folgt aber (aus 6.) 
1.) y-Ttr=-y=t er 





c08 0 

Weil endlih dp, = dp, * — d9-Ödt, iſt, fo folgt hieraus 
und aus ($. 91. Nr. 22.) 
1 9=Q Si +CVAB-(h?’-Er).dr 

(O-Er >) -V-[P-Bh’+B- GER ][LV-AHHA-GErT 
wo bie binjutretenbe unbeſtimmte Konftante durch die Anfangs⸗ 
Werthe g' und r! von ꝙ und r fofort ihre Beſtimmung ers 
haͤlt. Auch dieſes Integral gehoͤrt zu den elliptiſchen Tran⸗ 
ſcendenten. Iſt' aber ſolches ausgewerthet, fo ſieht ſich ꝙ, 
und 6 in t ausgedruͤckt, fo daß man zu jeder Zeit t die Lage 
der drei Haupt» Dreh: Aren SX,, SY, und SZ, gegen bie im 
Raume fefte Ebene XSY des Anfangs: Gegen Paares berechnen 
fann. 

Anmerk. 1. Iſt die Anfangs: ‚Betvegung durch einen Stoß 
entſtanden, welchen eine Maſſe m mit ber Geſchwindigkeit v 
in ber beftimmten Richtung AB ihres Schwer: Punktes ausübt, 
während m an dem gefloßenen Körper hängen bleibt, fo daß 
bie Richtung AB zu gleicher Zeit. die Richtung bed Stoßes ift, 
fo beftimmen (nach II. Th. $. 23.) die Richtung AB und der 
fefte Punkt S die Ebene ded Anfangs + Gegen: Paares, und das 
Produft mv/f! das Moment Q deffelben, wenn F! die Entfers 
nung der Richtung AB von S vorſtellt. — Sind nun A', u, vi 
‚bie Anfangs: Werthe der Winkel A,, u, 9., d. h. der Winfel 
ZSX,, ZSY, und ZSZ,, fo find 


Q-cos 4! Q- „cos ul —8 
I [U] — — — I [U . 
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die Anfangs » Werthe ter Winkel» Sefchwinbigfeitn p, q, r 
Der Anfangs: Werth gp! von Y dagegen hängt von ber An- 
nahme der Are SX ab,-welche gegen die Anfangs: Lage der Kno⸗ 
ten« Linie SD (die man berechnen fann, fobald nur die Haupts 
Dreh :Aren im Körper befannt find) ganz "beliebig genommen 
werben fann. 

Anmerk. 2. Man könnte ſich auch noch fragen: 1) Mit 
welcher Geſchwindigkeit ber Pol der augenblicklichen-Umbrehungs; 
Are fid) vom Mittel Punkte S entfernt? (Diefe wird offenbar 
mit dem. Differential» Koefficienten des Radius, Vektor, d. 5. 
der Winkel⸗Geſchwindigkeit proportional) — 2) Wie groß ift bie 
Geſchwindigkeit, mit welcher bderfelbe Pol die Poloide und 3) 
die Serpoloide durchläuft? — Enblih: 4) Wie groß iſt die 
Winkel: Sefchtwindigfeit deffelben Pols um die Are dei Anfangs; 
Gegen⸗Paares? U. dgl. m. — Weil aber diefe Fragen einer: 
ſeits geringeres Intereſſe haben, und andererfeits, feinen weiteren 
Schwierigkeiten ber Rechnung unterliegen, fo müffen wir ung 
wegen Mangeld an Raum enthalten, diefe Rechnungen hier wie» 
ber zu geben. Wir wollen daher in dem nächften Paragraphen 
bloß noch einige Betrachtungen anſteilen I. über die Geſchwin⸗ 
digfeiten, mit welcher bie End: Punkte ber drei Haupt: Durchs 
meffer des Central⸗Ellipſoids 1) um die Are bed Anfangs: Ges 
gen: Paares Freifen, 2) von ber durch den Mittel⸗Punkt S ges 
dachten Ebene bed Anfangs + Gegen» Paares fich entfernen oder 
fih ihr nähern; endlich IL. über die Kurven, welche ihre 
Projektionen auf ber Ebene ded Anfangs » Gegen » Paares ber 
fchreiben. 


$. 9. 


‚ Zu den Ende gehen wir abermals von den beiden utegra⸗ 
len (8. 91. NRr. 11. u. 12.) aug, nämlich von 

1) Apꝰ 4 Bqꝰ Cr = h?, 

2) Up +%3’q +er’ = — Q?, 
und verbinden damit die drei Sleichungen 


\ 
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3) cosZSX, =  cosh, = siny- no = * 
4) u c0sZSY, = cos, = cos. sind — 2 

5) c0825Z, = cos, = cd I 
fo wie noch die Gleichung ($. 93. Nr. 10.) 

6)  9= gr 


fo werden wir beliebig viele neue Gleichungen erhalten, von des 
ren jeder wir ihre geometrifche Bedeutung im Eentral: Efipfoid 
auffuchen -fönnen, fobald mir nicht aus den Augen laffen, dag 
die drei halben Haupt » Durchmeffer des leztern gegeben ſind 
durch die Gleichungen 

‚ns; 9b gr und : 9) 2 e-!. 

I. Aus der Gleichung (5.) folgt zunaͤchſt 
‚10) ind = VG -ER, | 


seede 


während grein © die Srojeftion ift, einer beliebigen, , von s aus 
auf SZ, genommenen Länge o, auf die Ebene. bes s Anfangs: 
Gegen: Paares (XSY). Nun tft aber 

30%sinO?.dp oder z0*:sind?-dp dt 
ein unendlich Kleiner Sektor, welchen diefe Projektion o-sind 
in ber Zeit dt, welche unmittelbar nad) t folgt, auf der Ebene 
des Anfangs Segen: Paares befchreibt; alfo ift 


10? J sinO?. Op edt, 

% 

der in der Zeit t von der Projektion o-sind auf der Ebene 
XSV befchriebene Sektor. Derfelbe Sektor ift alfo auch (mad) 
6. u. 10.) 


... 2 . — of U) 

11) — (h?-€r?) dt 10%. ‚(m Je at). 
Nimmt man aber auf den beiden andern Haupt»Dreh: Axen 
ebenfalls bie Länge 0, fo find die von ben Projektionen dieſer 

Eins 
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Längen in derſelben Zeit t auf derfelben Ebene des Anfangs: 
Gegen⸗Paares befchriebenen Sektoren bezüglich: 





und far). — 
t.—0 . 
Addirt man nun- biefe drei Sektoren, fo erhält man ihre, 
Summe —1ı ° (ah — far Bq Ey⸗· at) 
tS0 
d. h. (nad 1.) 
= eh’, 
— | , Q 


Folglich ift die Summe diefer drei Sektoren mit 
der Zeit t proportional. 

II. Nehmen wir ſtatt o auf den drei Axen SZ,, SY,, SX, 
bezuͤglich die Längen o-YE, 0. B, o-VA*), fo find die von 
den Projektionen biefer Längen auf die Ebene des Anfangs: Ge: 
gen: Paares in Tegterer Ebene und in der Zeit t beſchriebenen 
drei Sektoren bezuͤglich 


— (arı- J era) 


5 (Bi (Bart) 


10 
Fe gi Yapt.dt 
(mi fa). | 
Folglich iſt die Summe dieſer drei Seftoren (nad) 2.) 
.-. I4HarB+0 0) 


alfo wicherum mit der Zeit t proportional. 


*) D. h. beüglich 


m. | [17) 
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IM. Da sinZ,SZ, alfo &-sin® auch bier. Ent⸗ 
fernmg bes dritten Haupt: Pols des Centrab⸗Ellipſoids von der 


| | ‘ 
Axe des Anfangs- Gegen: Paares ift, und da man noch "= 


bat, fo ift das Quadrat dieſer Entfernung (cꝰ.Sin 0?) (nach 5. 
oder 10.) 

ı Crꝰ 

u Fa Q* 
Daher find die Quadrate der Entfernungen, der beiden andern 
Haupt⸗ Pole von der Are des Anfangs⸗Gegen⸗ Paares bezüglich 


IS nd — — W', 
3 0 4 0Q° 
folglich ift nie Summe aller Da Auadrate, 
1 1 — 4 2 ı_ 9 
=gt+5+7- gr bite P. 


Die Summe diefer drei Duadrate if alfo kon— 
ſtant, de 6. zu jeder Zeit t eine und dieſelbe. 
IV. Multiplicirt man aber jedes dieſer Quadrate aaic 


mit C, B und YA, d.h. bezüglich hit * ji ud u (b.ift 


die Summe diefer drei Produfte 
=. Wenger un 2, 
- alfo ebenfalls konſtant. 
Dieſes letztere Refultat läge‘ fi ch übrigens auch) fo fchreiben: 
sin ZSX +sinZSY ?+sin ZSZ? = 2, 
und folgt freilich aus der Gleichung 
cos ZSX ,?-+-c0sZSY, -+c0s2SZ,? = 1 
fchnel genug und felbft dann, wenn SZ eine ganz beliebig ge: 
dachte Gerade ift, und nicht . eben die Are des Anfangs-Gegen— 
Paares. 

V. Sucht man den Inhalt der Durchſchnitts⸗ Euipſe, welche 
die durch den Mittel- Punkt S gedachte Ebene des Anfangs: 
Gegen» Paares mit dem Central: -Eipfoid in jedem Argenblice 
macht, ſo findet ſich ſolcher 
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\ | __ abe \ 

s = y” 
Diefer Inhalt ift alfo in. jeder Lage des Körpers von ber Zeit 
t unabhängig, obgleich die Form diefer Durchſchnitts⸗ Ellipſe 
zu den verſchiedenen Zeiten verſchieden iſt *). 

VI. Sucht man die Kurve, welche die Projektion des drit- 
ten Haupt: Vols auf die Ebene des Anfangs: Gegen: Paares in: 
diefer Ebene befchreibt, fo iſt, wenn o den Radius⸗ Vektor von 
S aus genommen bedeutet, | 


. | Cẽer 
0 = csin = Aylı- O3 er) I 
Da nun @ der Winfel ift, welchen diefer Radius: Veltor obe . 
schreibt, fo bat man die Gleichung der gefuchten Kurve zwiſchen 
den Polar: Koordinaten ꝙ und. p, wenn man die. horfichenbe 
Gleichung mit der Gleichung naͤmlich mt 
— Er? En 
_— ER ı u ’ 
‘und mit der Gleichung im rund t ($. 91. Nr. 22.)- 


naͤmlich | 
| | E-VAB | 

—[k’—2h’+(3-E) Er?) [k?— Ah? +(U-€) €r?] 
durch Elimination von t und r mit einander verbindet. Man’ 
nimmt zu dem Ende 

Ip, = : 3p,Öl,- dr, 
fubftituire rechts ſtatt or und dt, „ ie vorſtehenden et 
bildet aus | . 


Er =) bie Gleichung Co? kr _ - Gert, 


dp, = — kn 











\ıı 





N 
— VI 1— 
em year 
und daraus, wenn man die le&tere nach o aifferenzitr, 
0o= — &r.dr,, 


*) Die Refultate II. u. V. laſſen fich als geomekriſche Eigenfchaf- 
ten eines jeden Ellipfoids anfehen, mie wir folche im (5. 85.) hingeſtellt 


haben. 
[17*] 


n 2 
6 


[ 


I) 
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findet fo r und dr, in o ausgedrückt, und erhält alfo 
‚d9,=F,. mithin ꝙ = SF de | 

al8 Gleichung ber gefuchten Kurve. — Was aber von dem drit: 
ten Haupt»Pol, fo eben, gefagt worden iſt, gilt natürlich mu- 
tatis mutandis für jeden der beiden andern ebenfalls. 

Daraus ergiebt fich aber, wenn man die hier angebeuteten 
Rechnungen wirklich ausführt, daß bie von den Projektionen der 
Haupt⸗Pole des Eentral- Ellipfoidg auf die Ebene des Anfangs: 


Gegen⸗Paares befchriebenen Kurven von derfelben Gattung find, 
wie bie Serpoloide — In dem befondern alle jedoch wo die 


Serpoloide eine Spirale wird, werden zwar biefe Kurven eben- 
falls Spiralen, aber von einer andern Art, denn fie halten fich 


immer zwiſchen zweien concentrifchen Kreifen, welche gleichfam 


ihre Aſymptoten find, während, mie wir (aus $. 84.) wiflen, 
bei der Spirale, in welche die Serpoloide übergeht, der zweite 
Kreis ein bloßer Punkt wird, der gleichfam als Afymptote bie: 


fer Spirale angefehen werben kann. ‚ 


$. 9. 


"Bon der Stabilität der Drehung um eine der drei Haupt-Dreb-Aren. 


1. Wirkt das zu Anfang ftoßende Gegen-Paar von Kräf: 
ten in einer Ebene, die fenfrecht ſteht auf die eine oder die an⸗ 
dere derjenigen beiden Haupt » Dreh » Aren, deren zugehörige 


> Haupt» Momente der Trägheit A oder C dag kleinſte oder dag 


größte ift,, fo daß der mit diefen Haupt: Dreh: Aren der Nich- 
tung nach zufammenfallende halbe Haupt» Durchmefler a oder c 
bezüglich ber größte oder der Eleinfte ift, fo entſteht eine Dre 
bung um biefe Haupt: Dreb-Are, twelche immerfort dauert mit 
derfelben Winkel s Gefchwindigfeit, während bie Dreh⸗Axe im 
Raume und im Körper unverändert bleibt ($. 90. Nr. 5.). — 
Wird dann bie. Bewegung durch ein von außen new hinzutreten⸗ 
des aber fehr kleines Gegen⸗Paar von Kräften abgeändert, 
fo wird bie Dreh⸗Axe wiederum die Poloide und bie Serpo- 
leide befchreiben, während fich die Poloide um die Haupt⸗Dreh⸗ 
Are gleichfam wie um einen Mittel» Punkt herumlegt. Es wird 


— 
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alfe num bie augenblickliche Dreb-Are um biefe Haupts Dreh: 
Axe fich herumbewoigen, und von der gebachten Haupt: Dreh: 
Are entiweber immer nur fehr wenig fich entfernen, oder doch 
periodifch im Körper fehr nahe an die Haupts Dreh: Are zurück: - 
fommen. Daher nennt man die Drehung um eine von diefen 
beiden Haupt: Dreb-Aren ftabil. 

I. Ganz anders iſt e aber, wenn das Anfangs- Gegen- 


Paar fenkrecht ſteht auf derjenigen. Haupt: Dreh-Are, welche _ 


mit dem mittleren halben Haupt: Durchmeffer b des Eentral- 


Ellipſoids zuſammenfaͤllt. Die um diefe Haupt» Dreh-Are ber 


ginnende Drehung dauert zwar ebenfalls mit conftanter Geſchwin⸗ 
digkeit fort, während die Dreh-Are im Raume wie im Körper 
biefelbe bleibt. Wird aber Die Bewegung durch irgend ein noch 
fo kleines von außen neu hinzutretendes Gegen :Paar von Kräf: 
ten um noch fo wenig geändert, fo legt fich die Poloide, welche 
jet von ber augenbliclichen Dreh: Are beichrieben wird, entwe⸗ 
der um den größeften a ober um ben Eleinften c der Haupt: 


Durchmeffer de Eentral: Elipfoide herum, oder fie ift die Ellipſe, 


welche durch die Pole des mittlern. Haupt: Durchmeffer8 b hin⸗ 
durchgeht; und zwar tritt der erftere oder der andere oder der 


dritte biefer drei Fälle ein, je nachdem die Tangenfial» Ebene an 


dem Pol der zunächft entfiehenden augenbliklichen Dreh: Are, 
von dem Mittel- Punkt S der Drehung meiter abliegt, ober ihm 
näher Liegt, ober eben fo weit von biefem Mittel⸗Punkte ab ” 
bleibt, als fie es anfänglich war (naͤmlich um die Länge b). — 
Fett entfernt fich alfo die augenblickliche Dreh⸗Axe nach und 
nad) fehr weit von der anfänglichen SY ober b, und legt ſich 
auch nicht fo um die gebachte Haupt: Dreh:Are herum, daß ſie 


- perlobifch auf beiden Seiten dahin oder in die Nähe derſelben 


zuruͤckkehrte, und in dieſer Beziehung ſagt man „die Drehung 


num die mittlere Haupt: Dreh- Age wäre nicht ſtabil.“ 


Es ift aber in dem Falle, wo die Entfernung ber Tangen- 
tial: Ebene vom Mittel: Punkte, nach ber von außen hinzugetre: 
tenen fehr Eleinen Aenderung, doch noch diefelbe bleibt, wo alfo 
bie Poloide eine Efipfe wird (d. h. eine von zwei Elipfen, des 


‘ 


ee 
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ven Ebenen ſich in dem mittleren Haupt⸗Durchmeſſer SY ober 
b ſchneiden) doch noch zu unterfcheiden, ob der Pol der neuen 
augendlicklichen Dreh: Are auf die eine Hälfte biefer Ellipfe ge⸗ 
rückt äft, oder auf die andere Hälfte Wenn nämlich der Pol 
der augenblicklichen Dreh⸗Axe in dem erftern Falle immer wei⸗ 
ter von dem Pole der Anfangs: Dreh :Are SY abrüuͤckt, bis er 
endlich nah unendlich vielen Umdrehungen bes Körpers (vgl. 
6. 84. II.) ‚mit dem enfgegengefeßten Pole des mittlern Haupt: 
Durchmeſſers 2b zufammenfallen will, — wird im andern Falle 
der Pol der augenblicklichen Umdrehungs⸗Axe auf der andern 
- Hälfte derfelben Ellipſe in derfelden Richtung fortfchreiten, daher 
fogleich mieber, wenn auch abermals erft nach unendlich vielen 
Drehungen, in feine alte Eage (d. h. in den End: Punkt von b) 
fo nahe ald man nur immer will zurückkehren. In diefem letz⸗ 
tern Falle entfernt ſich alfo die augenblickliche Dreh⸗Axe tie 
derum nur fehr wenig von dem mittleren Haupt: Durdyneffer, 
um den anfänglich die Fonftante Drehung flatt gefunden hat, 
naͤmlich nur um fd viel, als die von außen ſtatt gefundene Eins 
. wirkung fie entfernt hat, und fommt ihr nachgehends immer 
näher. 

IT. Die beiden Ellipfen, in welche die Yoloiden ausnahms⸗ 
weiſe übergehen, wenn die Entfernung f der Tangential:Cbene, 
welcher die Poloiden ihre Entflehung verdanken, vom Mittel: 
Punkte S, dem mitflern halben Haupt: Durchmefler b des Cen⸗ 
tral⸗Ellipſoids gleich iſt, — zertheilen die ganze Oberflaͤche des 
Ellipſoids in vier Lappen, von denen je zwei einander gegenuͤber 
ſtehende einander congruent ſind, ſo daß bloß zwei derſelben zu 
betrachten bleiben. 

Bringt nun irgend ein ſtoßendes Gegen:Paar den Koͤrper 
- am den Punkt S berum in drebende Bewegung, und befindet 
ſich der Pol der augenblicklichen Dreh: Are in dem einen ober 
in dem andern dieſer Lappen, fo gebt er aus felbigerh nie her: 
aus, fondern die ganze Poloide, welche er im Laufe der Dre 
bung des Körpers befchreibt, bleibt in demfelben Lappen und 
legt fih um feinen mittlern Punkt herum. Liegt aber der Pol 
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Der augenblicklichen Umbrehungs + Are einmal in einer ber Grenz 
Eflipfen diefer Lappen, fo tritt er auch aus diefer nicht beraug, 
fondern er: bleibe. immer in felbiger, fo baß eben diefe Grenz 
Ellipſe, zum Theil ober halb, die von ihm während der Dre: 
Hung des Körpers befchriebene Poloide ift. 
Iſt nun a>b>c, aber a von b, oder b von c nur fehr 
wenig verfchieden;, fo ift-der eine dieſer beiden Lappen fehr fchmal. 
Dreht fich. daher der Körper konſtant um den Mittel: Punkt 


dieſes fehr kleinen Lappens, mag letzterer ber Pol des groͤßten 


oder des kleinſten Haupt⸗Durchmeſſers des Ellipſoids ſeyn, fo 
kann ein ſehr kleines von außen noch hinzutretendes Gegen⸗Paar 
von Kraͤften den Pol der augenblicklichen Dreh⸗Axe doch leicht 
aus dem ſehr kleinen Lappen heraus und entweder in die Grenz⸗ 
Ellipſe oder in den andern Lappen hinein treiben, und in ſo 
fern iſt alſo auch die in (1.) behauptete Stabilitaͤt der Dre⸗ 
hung um den groͤßten oder um den kleinſten Haupt⸗Durchmeſſer 
als Dreh⸗Axe deſto geringer, je weniger dieſer Haupt⸗Durch⸗ 
meſſer von dem mittlern Haupt: Durchmefler verſchieden iſt. 


Ja ſelbſt dann, wenn der Pol der augenblicklichen Dreh⸗ 


Axe in dem ſehr kleinen, aber dann nur ſehr ſchmalen, dagegen 
immer von einem Pol zu dem entgegengeſetzten des mittlern 
Haupt⸗Durchmeſſers reichenden Lappen bleibt, ſo kann er doch 
um ben Mittel⸗Punkt des Lappens eine ſehr lange Poloide be- 
ſchreiben, ſo daß ſich die augenblickliche Dreh⸗Axe vdn dem 
groͤßten oder kleinſten Haupt⸗Durchmeſſer (um welchen die kon⸗ 
ſtante Drehung ſtatt gefunden hat, ehe das ſehr kleine Gegen⸗ 
Paar von außen noch hinzugetreten iſt) doch ſehr weit entfer⸗ 
nen; welcher letztere Umſtand jedoch der Stabilitaͤt der Drehung 
um SY, feinen Eintrag thun würde, wenn man unter Stabili⸗ 
tät der Drehung die Bewegung der augenblicklichen Dreh-Are um 
die Haupt-Drehs Are berum und bie periodifche Wieder: 
kehr in die Nähe diefer Haupt: Dreh» Are verfteht. 
In den Körpern alfo, wo Das Eleinfte oder größte Haupt: 
Moment der Trägheit von dem mittlern nur fehr wenig verfchie: 


den iſt, und wo folglich das zu dem Mittel: Punkte der Drehung 
I 


\ 
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gehörige Central: Elipfoib febr nahe ein Umdrehungs⸗Ellipſoid 
if, if die Drehung nur um diejenige Haupt: Dreb-Are ‚ftabil 
zu nennen, mit welcher derjenige ber beiden andern Haupt: Durd)- 
; meffer, welcher von dem mittlern am meiften verfchieben ift *), 
zuſammenfaͤllt. 

Anmerk. Wir haben in den bisherigen Unterſuchungen zur 
Auffindung der Winkels Gefchtwindigfeiten p, q, r, d und Der 
Lage der Haupt: Dreh: Aren (d. h. von , y, 0) ale Sunfe 
tionen der Zeit, immer den allgemeinften Fall vor Augen ge 

° Habt, in welchem bie drei Haupt⸗Traͤgheits ⸗ Momente, alfo bie 
drei Haupt: Durchmeffer 2a, 2b, 2c alle drei von einander ver: 
ſchieden fi find, und in welchem auch f von a, b, c noch verſchie⸗ 
den, d. h. keine der drei Differenzen 

Q? — Ah}, Q?—— Bh?, Ch, 


> der Null gleich if. In diefem allgemeinen Sale kommt man, 


tie wir gefehen haben, zu den beiden elliptifchen Tranfcenden- 
ten für r und ꝙ (in t), von deren Auswerthung dag ganze 
Problem zuletzt abhängt. 

Betrachten wir nun einige der beſonderen Faͤlle, wo dieſe 
End⸗Integrationen einfacher werben und ſich wit Leichtigkeit 
ducchführen laffen. 


6. 96. 
. Betrahtung einiger beſondern Fälle der Aufgabe. 


J. Nehmen wir zunächft an, daß in einem befondern Sale _ 


eine ber drei Differenzen 
Q’— Ah, Q?—8h, .Q?— Eh? 
der Null gleich fey; fegen wir 4. 3. voraus 
1) Qq Bh⸗ —=0, oder f=b, 
, wo b ein beliebiger ber drei Haupt⸗Durchmeſſer des Central⸗ 
Ellipſoids iſt, und wo f bie Entfernung des Mittel⸗Punktes S 


*) Dies iſt 4. DB. der Fall mit der Erde, deren Drehung um ihre wirk⸗ 

liche (Erd⸗ ) Are ſehr ſtabil iſt; dagegen es nicht ſeyn würde, in Bezug 

. auf eine Umdrehung um den dritten Haupt⸗Durchmeſſer derſelben, welcher 

wie man weiß, bei der Erde, von dem mittlern nur unbedeutend ober gar 
nicht verfchieden iſt. 


‘ 
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von ber feſten Ebene, auf welchen das Eentral: Efiipfoid hinrollt, 
vorſtellt. 


In dieſem beſonderen Ball geben bie Sintegrale ($.91. —* 
II. 12.) ſogleich 


__ (B-HOE VE-W+E- OT“ 
= ————— ya) MIT yo 

Subſtituirt man dieſe Werthe ſtatt p und q in bie dritte ber 

Gleichungen ($. 91. Nr. 19.), fo erhält man jur Sehimmung > 

von r in t, die Gleichung 

VENEN DNE NE 





L 
— 0, 


3) nn TVaBE 
woraus fogleich 

HYVABE-dr 

4 Mi t == u en) 

) rV®— sr? 


folgt, fobald man 

5) (C--B)(B— Ah? = 0? und (E—B)(E NE == R 
ſetzt. Wenn nun r nicht Null ift (mo dann auch p = 0 feyn 
müßte, und q fonftant), fo muß 3, der Größe nach, immer 
zwiſchen A und € liegen, weil fonft p imagindr feyn würde, 
alfo muß, wenn nit p = r = 0 (Null) if, b der mittlere 
der drei halben Haupt» Durchmeffer ſeyn; folglich find dann 
(wenn nit p—= r = 0 iſt) 0? und e? immer poſitiv, fo daß 
man auch co und e felbft pofitiv nehmen kann. Das Integral 
der Sleihung (4.) giebt daher i 


555 V- 
6) team = DE 7 —— 


Aus dieſer Gleichung folgt nun noch, wenn fie nach r aufgeloͤſt 
wird, 


+ 


einmal r=0. 
2n 
Ce“ Ce 


7) und noch r = 


’ 


wenn der Kürze wegen 





J 
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EBXS- MI _ 0 _,/&-h 
) age =v( WBE )=° ound =y ne) ” 


geſetzt wird, wo auch 0 und n pofitiv gend find. 
Zur Beftimmung der Konftante C hat man, wenn r! den ' 

Anfangs- Werth von r vorftellt, 
2n , 


9) 0 
woraus ſich C mittelſt einer quadratiſchen Gleichung beſtimmt, 


naͤmlich 
— VV., 
10). —. Ce Ber 


Welcher diefer beiden Werthe flatt C genommen werden muß, 
bleibt noch zu beftimmen. 
Wird aber von diefen beiden Werthen von C der eine ftatt 


C genommen, fo ift der andere allemal der Werth von * — 


Beide Werthe von C find poſitiv, wenn r poſitiv, dagegen ne; 
gatio, wenn r! negativ iſt. — Iſt alfo r! poſitiv, fo.ift r im⸗ 


merfort pofitiv; iſt aber r’ negativ, fo iſt r immerfore negativ. 


Die zweite der Gleichungen (7.) läßt fehen daß wenn auch 
r anfänglich ( alfo r!) beliebig , groß gegeben ſeyn follte, doch 
mit der Zeit dieſelbe Winkel: Sefchmwindigfeit r immerfort kleiner 
wird und der Null zuletzt immer naͤher ruͤckt, ohne ſie je errei⸗ 
chen zu koͤnnen. In dieſem Sinne kann man ſagen, daß nach 
unendlicher Zeit (in dieſem beſonderen Falle, wo f = b iſt) r 


- und fomit auch p (aus 2.) der Null gleich werben, daß alfo 


nach unendlicher Zeit die augenblickliche Dreh: Are mit dem mitt: 

lern. Haupt: Durchmefler b oder SY zuſammenfallen, und dann 

die Winkel: Sefchwindigfeit — Eq und wegen 
Aꝰpꝰ Bꝰꝰ Cr = Q?, 

Q 


auch a= *q * F 
wird. 

Sucht man den Werth‘t von t, für welchen Ar, = 0 wird 
und r demnäch feinen größten Werth erreicht / ſo findet man zu⸗ 
naͤchſt (aus 7.) | 


/ 
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1 
F2 
dann, wenn man biefe Sleichung differenziirt und zugleich 0 
ſtatt Ör,, fo wie £ flatt t fegt, 


er — 0 oder C.et = CC”, 


— ri ze O-tert ); 








woraus , 
et Crpe'—- tl'= + 
und 
1) to ee 0) — Y.jog (+) 


folgt, wo die -+Zeichen gelten, wenn C pofitiv, die (—) da⸗ 
gegen, wenn C negativ iſt, ſo daß der kogarithmand allemal po⸗ 
ſitiv wird. 


Iſt alſo 402* 1, demnach —— er fo wird t negativ, 


und dieſer Wiederſpruch zeigt an, — nun der Werth von r 
fein größter mehr wird, fondern ohne Aufhören immerfort ab: 


nimmt: Iſt aber +41, alfo +7>1, fo wird t pofitiv 


unb r zeigt fich für diefen Werth von t wirklich als ein Maris 
mum, fo daß r anfänglich waͤchſt und dann erſt ohne Aufhoͤren 
abnimmt. 

Da nun, wie wir wiſſen, in bieſem Sale, wo f= b und 
doch nicht r', alfo auch nicht r, der Null gleich if, der Pol 


der augenblicklichen Dreh⸗Axe die Poloide durchläuft, twelche dag: ° 


mal eine durch SY gehende Ellipfe ift, fo folgt, dag man flatt 
=C denjenigen ber beiden Werthe (aus 10.) nehmen müffe, 
welcher <1 ift, wenn bie Anfangslage ber augenblicklichen Dreh: 
Are fo vorausgefegt wird, bag die augenblickliche Dreh: Are erft 


durch die Ebene X,SZ, (wo r den größten Werth bat) Hin: 


durchgehen muß, che fie mit SY, oder deren Verlängerung zufam: 
menfällt; daß-aber ftatt ==C der andere Werth genommen werden 
muß, welcher dann allemal >1 iſt, — fo oft die Anfangs⸗Lage 
der augenblicklichen Dreh Are To gedacht ift, daß die Poloide 


. 


Im 


⸗ 
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bis an SY, oder deren Verlängerung hin beſchrieben wird, ohne 
daß die augenblickliche Dreh: Are durch bie Ebene X,SZ, Hin 
durch muß. 
Dadurch iſt aber die Konſtante C erft vollkommen beſtimmt. 
II. Hr = 0 vorausgefegt, fo iſt auch r = 0 immer 


‚fort; folglich) au) (aus 2.) p = 0 immerfert, und 


. Ä g-+®@_n 


B 
fo daß n poſitiv, auch negativ ſeyn kann. Die augenblickliche 
Drebs Are fällt nun fortwährend mit. SY, zufammen, und bie 


Winkels Sefchwindigfeit w der Drehung iſt immer fonftant und 


= 2. - Dabei kann jetzt B das groͤßte, mittelſte oder kleinſte 


der be Haupt s Trägheitd- Momente feyn, d. h. der halbe Haupt: 
Durchmeffer b kann den größten, den mittleren ober ben klein⸗ 
fien der drei halben Haupt» Durchmeffer des Central» Ellipfoide 
vorftellen, weil der Grund, warum in (L) B gerade bag mit: 
telfte der brei Haupts Trägheitd-Momente feyn mußte (in fo 
fern nämlich fonft p imagindr wurde) jegt wo p = 0 if, nicht 
mehr eriftirt. 

III. Betrachten wir jest einen andern befonderen Fall, wo 
f wiederum ganz beliebig gebacht ift, mo aber zwei ber brei 
Haupt » Trägheitd » Momente einander gleich borausgefegt find, 
z. B. A— B. 

In dieſem Falle nennen wir die Ebene X,SY, ben Yequa 
tor des Central: Elipfeide, in fo fern a = b iſt, letzteres alfo 
‚ein Umdrehunge: Ellipfoid wird. Die Are SZ, heißt dann auch 
ſchlechtweg die Are der Figur. Endlich ift in demfelben Falle 
jeder Halbmeffer des Aequators eine Haupt: Dreb-Are, fo daf 
nun SX, und SY, zwei ganz beliebige auf einander fenfrechte 
KHalbmefier des Aequators der Figur find. 

Die drei Gleichungen der Bewegung ($. 91. Nr. 19.) wer 
ben jeßt fo: 

1) C.dr = 0, alfo r = const = r', 

2) Agr(C —Arp = 0, 
3) AP Ng=0. 


J 


\ 
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Um biefe beiden letztern zu integriren, eliminire man q aus bei⸗ 
den (d. 5. man differenziire bie 3. und eliminire dann q und 
dq), und man chat n ‘ 

4) p+ = a p=D. 
Diefe lineäre hung giebt (nad) I. Th. Analyf. $. 50.) in⸗ 
tegrirt, wenn man der Kuͤrze wegen 

22/23 

! 5) —— \ 7 —n 
feßt, fo daß man n immer pofitiv und negativ zugleich nehmen 
kann; 

6) p* = esin(nt-FL), 
mo e und 5 zwei noch unbeſtimmte Konſtanten find. Subſti⸗ 
tuirt man dieſen Werth von p in die Gleichung (3.), ſo findet 
ſich q ohne neue Integration ſogleich dazu, naͤmlich 

7) q = »cos(nt+L), 

wo e umd 5 diefelden Konftanten find, wie in (6.). 

Zur Beſtimmung biefer beiden Konftanten e und 5 hat man, 
wenn p! und q’ die Anfangs: Werthen von p und q vorſtellen, 
(aus 6. und 7. für t = 0) 

8) p! = #sint und 9) qg! = ecost; 
und daraus finder fih 

10) s= pr md 11) Win * | 
‘Die Gleichungen (6. und 7.) geben mun 

12) Mn de al ud ui 
fo daß, während p und q Funktionen von t find, doch bie Summe 
der Quadrate dieſer beiden Winkel - Geſchwindigkeiten konſtant 
wird. se folgt dann 


13) 2* pP ’+-+r = J— 
fo daß auch w immer konſtant iſt. Und toeil — — der Kofinug 
des Winkels USZ, iſt, welchen die augenblieffihe Dreh: Are 
SU mit ber Are SZ, der Figur macht, fo folgt, daß auch die 
fer Winfel USZ, konſtant ift, während bie beiden andern Wins _ 


{ 
Sn 





— 


/ 
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fel USY, und USX, Zunftionen von t mit periobifch wieder⸗ 
fehrenben Werthen find *). 
Das integral ($. 93. Nr. 10.) giebt aber basmal 


14) g= a7 


wenn g! der Anfangs: Werth von 9 if. Der Weg. der Kno⸗ 
ten=inie ift alfo mit der Zeit t proportional, d. h. bie Knoten⸗ 
Linie durchläuft ihren Weg auf der Ebene bes Anfangs: Gegen: 
Paares gleichfoͤrmis. Ferner iſt auch noch 


15) co = © 

alſo ift auch die Neigung des Aequators ‚gegen die Ebene bes 
Anfangs : Gegen » Paares während der ganzen Dauer der Bes 
wegung fonftant. Zulegt nm fi) noch - 
| gyV = 7 = g(ot+L), 
. folglich J 

16) v= nt-+3, 
fo daß & der Anfangs: Werth von w if. 

HE endlich in dieſem befondern Falle, wo man A— B hat, 

gu gleicher Zeit 


= — +1, alfo cos — #1, 


fo fällt der Uequator fortwährend mit der Ebene des Anfangs⸗ 
Gegen» Paares zuſammen; die Formel, welche ꝙ geben fol, be⸗ 
fommt die Nul im Nenner, und dies zeigt an, daß ſie dasmal 
zur Beſtimmung von 9 nicht dient; und in der That exiſtirt 
dasmal Feine Knoten: Linie. Der Körper dreht fi) nun fort 


— 


*) Daß die Winkels Gefchtwindigkeit » und der Winkel USZ, konſtant 
find, folgt auch unmittelbar aus dem Umſtande, daß die augenblickliche Dreh⸗ 
Are die Poloide durchläuft und daß die Winkels Gefchwindigkeit » mit dem 
jedesmaligen Durchmeſſer des Genträl: Eipfoibs proportional if. Die Po⸗ 
loide jſt nämlich dasmal, wo A B, alſo auch a —=_b if, augenfällig eine 
Kreislinie um SZ, herum, und alle Halbmeſſer, melche durch diefe Poloide 
gehen, find eben fo augenfällig einander gleich. (Mal. $. 90. Nr. 7.) 


J 


— 





N 
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waͤhrend mit der konſtanten Winkel⸗ SGeſchwindigkeit 4 uin die 
Axe SZ,. der Figur. — Diefer Fall tritt aber nur dann ein, 
‘ wenn das Anfangs - Gegen Paar fenkrecht auf bie Upe SZ, de ' 
Figur gewirkt hat. U 
| Anmerk. Man muß bei allen dieſen fpegiellen Unterfuchun 
gen, wie bei den allgemeinen nicht überfehen: 

1) daß bie Anfangs » Winkel» Gefchtwindigfeiten p, q', r! 
(nach $. 86.) aus dem Anfangs» Gegen: Paare Q, wenn folches 
feinem Montente, feiner Ebene’ und feiner Richtung nach gegen 

den Körper und namentlich gegen die drei Haupt Dreh-Aren - 
defjelben beftimmt und gegeben ift, augenblickich ihre Beſtim⸗ 
mung finden; 

2) daß jedoch auch bie Anfangs⸗ Werthe wi, 01 von w und 
0, mit den Anfangs: Werthen :p/, q’, r! mittelft der Gleichun⸗ 
gen ($. 93. NN. 2.—4.) jufammenhängen ,. ‚namlich mittelft 
der Gleichungen 


—* cos plain Öl = um = 
(0 daß p1, q’ und r! aus Q, w! und O' fogleich .fich finden 
laffen ; | 

3) daß ber Anfangs⸗Werth 9 von 9 allemal bloß von ber 
willtüprlichen Annahme der Are 8X in der Ebene des Anfangs- 
Gegen⸗Paares (gegen die Anfangs⸗Knoten⸗Linie) abhängt; endlich 

45) daß vermöge derfelben Gleichungen ($. 93. Nr. 2.—4.) 
für .jebe Zeit t gedacht; ‚nämlich, vermöge der Gleichungen 

a cos «sin O = So und cos0 = Br 
die Winkel⸗Gechwindigkeiten p, q, r und daher auch w zu je 
der Zeit t befannt find, fo oft man zu derfelben Zeit t die Mei: 

gung 6 und den Winfel  fennt, welchen Die Knoten⸗Linie mit 
dee Haupt⸗Dreh⸗Axe SX, macht. — Umgekehrt läge fich aus 
denfelben Gleichungen y und 6 (aber nicht 9) finden, menn 
zu Ende irgend einer Zeit t die Winkel» Sefchtwindigfeiten p, q, r 
bereits befannt find. ' | 


sin ·ſsin — 


sinw-sinO = 


— 
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5) &o wie endlich bie Richtung des ſtoßenden Gegen⸗Paa⸗ 


res Q in bie entgegengeſetzte übergeht, fo aͤnbern p, q und r 


N 


In 


alle drei zugleich ihre Vorzeichen, d. 5. Ießtere werden negativ, 
wenn fie pofitio geweſen find, ober fie werben pofitio, wenn fie 


negativ geweſen find. 
$. 97. 
Belchäftigen wir und noch damit, unter der Vorausfegung, 


daß die drei Haupts Trägheitd:- Momente beliebig von einander 


verfchieden find, die Bedingungen aufzufuchen, unter denen p 
und q fortwährend fehr Hein bleiben, und wenn "fie gefunden 
find, das Problem der Umdrehung unter biefer Vorausfegung 
näberungsmweife, zu löfen. 
Weil aber die Gleichungen ($..91. Nr. 19, ), nämlich) 

App HB— gr = 0 

1) . B-dg+(E  Yrp = 0 

E-dr +HA—B)pg—0, 


in In Verbindung mit den Gleichungen ($. 93. NN. 4. —6.) 


nämlich 


2) ot ° 3 3) gy = nn u. 4) Ken dp2y 


das ganze Problem löfen, fo darf man nur zufehen, was dieſe 
Bleichungen liefern, wenn man p und q fortwährend fo klein 
voraugfegt, daß p?, q? und pq gegen Glieder der erfien Di: 
menfion, alfo" auch gegen dp, dq, dr verfchtwinden. — Die 
dritte Der Gleichungen (1.) giebt aber fogleich (unter biefer Bor: 
augfegung) _ 
5) I — 0, alſo r=r, 

wo r! die Anfangs⸗Winkel⸗Geſchwindigkeit iſt, fo daß ſogleich 
r!, alfo r, völlig beftimmt ift, fo oft man ben Anfangs Werth 
0! von 9, d. 5. von ZSZ, fennt. 

Die beiden andern der Gleichungen (1.) werden ferner, wenn 
man den fonftanten Werth r! ftatt r ſetzt; jegt: 
6) Adp(B-Orq = 0; 

7) Bögr(t Hrp = 0. 


Di 


S 
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Differenziirt man nun die erſtere dieſer Gleichungen und elimi⸗ 
nirt man dann q und dg, fo erhält man 
8) WBB. dp (C-A) (C— Br?p = 0. 


Setzt man aber, der Bequemlichkeit wegen, 


(C-A)(C—B) __ 
9) — 8 
ſo wird die vorſtehende lineare Differenzial⸗Gleichung ſo geſchrie⸗ 
ben werden koͤnnen, naͤmlich 
10) ’p-+mw’r?p = 0, oder d’p— mr’p = 0. 

Diefe Gleichung fann nun fogleich (nad) I. Th. Analyf. $. 50.) 
integrirt werden. Man erhält ein Integral mit zwei noch zu 
beftimmenden Konftanten. . Set .man dann diefen Werth von 
p, oder vielmehr den daraus hergeleiteten Werth von Op, in 
die Gleichung (6.), fo giebt folche fogleih q ohne neue Inte⸗ 
gration (alfo mit denſelben beiden Konftanten) noch dazu. — 
Man muß aber dabei, um nicht imagindre Formen zu bekom⸗ 
men, zwei Fälle unterfcheiden, nämlich einmal, wenn m? nega; 


— m —mi, 


tiv, alſo m/? poſitiv, folglich m imaginaͤr, dagegen m’ reell — 


und dann, wenn m? poſitiv, alſo m’? negativ, mithin m reell 
und m! imagindr if. Der, erfiere Fall tritt allemal ein , wenn 
C das mittlere der drei Haupt: Trägheitd: Momente ift; der an⸗ 
dere Fall dagegen finder allemal ftatt, fo oft C dag größte ober 
das Eleinfte derfelben drei Haupt: Trägheit8: Momente vorftellt. 

1. Es fey zuerft C das mittelfte der drei Haupt⸗Traͤgheits⸗ 
Momente, folglich m! reell (und m imagindr). Das Integral 
der Gleihung (10.), nämlich der Gleichung 

9°p— mr?.p =0, 


wird jegt | 
1) p = ver Le", 
Dieß giebt 
| %p = enirl.e""* — ömirle=='"t; 
und ſubſtituirt man folchen Ber von Op, in die Gleichung 
(6.), fo erhält man Ä 4 





12) q — z(: . ew’rt — 5. e -n rt ). 
III. | [ 18 } 
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Im bie Konſtanten e und 5 zu beſtimmen, ſetze man in (11. 
4 und 12.) t = 0 und p! ftaft p, fo wie qi fiatt q, und man 
erhält 
C—B 
13) p hr 14) — * — :—L, 
woraus 


5) 2=p+ en, und 16) {= p/— 


. wo m’ — „E28 -WO- =), alfo SO —2 ve iſt. 
Die Werthe von p und q ( aus 11. u. 12.) werden alfo mit 
der Zeit t immer größer und größer; folglich ftehen fie mit der 
Borausfegung im Widerfpruch (fo oft t nur einigermaßen groß 
ift), melche zu biefen Gleichungen geführt hat; einen einzi⸗ 
gen Fall ausgenommen, nämlich wenn e = 0 ſeyn 
follte, d. h. (nach 15.) wenn 
17) A(C — Wp?+BC— gr — —=0 
ſeyn folte. Aus diefer Gleichung (17.) folge aber (vermöge ber 
Bleihungen $. 91. NNr. 11. 12., welche auch noch gelten, 
wenn p', q’, r! ſtatt p, q, r geſetzt werden): 
18) Q—Ch =0, d.h. to 
Diefer Ausnahmsfall -ift alfo offenbar derjenige der beiden Fälle | 
bes ($. 96. I.), in welchem p und q immerfort ffeiner werden, ’ 
während die augenblickliche Dreh⸗Axe zu Anfange in derjenigen 
Poloide fich befindet, welche eine Elipfe ift, und melche als 
folche für £ = c hervorgeht (unter ber Vorausfegung, daß € 
dag mittlere der Trägheitd- Momente U, B, € — daß alfo c der 
mittlere der drei halben Haupt» Durchmeffer des Gentral > cuip⸗ 
ſoids iſt) *). 
Dieſen Ausnahms⸗Fall abgerechnet, koͤnnen alſo nicht p > und 
q fortwährend ſehr Elein bleiben, wenn € das mittlere der drei 


*) Man mird nicht überfehen, daß hier SZ, und € und c fiehen, wo 
dort (im S. 96. L.) SY, und B und b zu finden find. Man wird alſo 
dort C mit B, desgleichen ce mit b, und noch SZ, mit SY,, fo wie r mit 
A vertaufchen müflen, wenn man jene Nefultate mit den hiefigen verglei- 

en will. 








c— 3, 
mi I: | 
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Haupt» Zrägheitd : Momente ift, d. h. bie augenblickliche Dreh⸗ 
Are kann (mit Ausnahme dieſes einzigen Falles) nicht fortwaͤh⸗ 
rend in der Nähe des mittlern ber drei Haupt: Durchnefier bed - 
Central⸗Ellipſoids verweilen, wenn ſie auch anfaͤnglich in deſſen 
Nähe ſich befindet *). 

U. Sf aber € nicht dag mittlere der drei Trägheitd: Mo: 
mente, fo ift m reell, und dag integral der Gleichung (10.) kann 
nun fo gefchriebet werben, naͤmlich 

11’) p = ecos(rit-+L). 
Dieß liefert N 
Op = — sur'sin(mrit-+L), 
fo daß bie Gleichung (6.) fogleich 





12°) q= 2 ersin (mit 4-6) 
dazu giebt. Bu 
Weil Pi 


U = — _ VA(C—N) 
BIE-—B)/  VAE-—D) 
it, fo * man den Ausdruͤcken fuͤr p und q eine mehr ſym⸗ 
metriſche Form geben, wenn man flatt &, welches noch beſtimmt 
werben muß, durchgehends VEDBE-B) fchreibt, wo das 
(-+) Zeichen gilt, wenn EB, wo aber da8 (— Zeichen ger 
nommen werden muß, im Sale E<B fen follte. Die Glei⸗ 
Hungen (11. und 12'.) nehmen dann die Form an 
13’). p = eV =B(E-B)-cos (mrit+L) 
und 
14) qg= VENEN sin (urit+L). 
Zur Beltimmung der Konflanten bat man hieraus, für 1 = 0, 
5) p= eVEHE-B).cost, 
16) qm eVENE-N-sint; 
aus welchen 


" * 


*) Auch hieraus könnte die Nichts Stabilität der Drehung um den mitt⸗ 
lern Haupt⸗Durchmeſſer gefolgert werben. (Vgl. 6. 95. IL.) 
‚ CAs*] 


4 


A 


276 Dynamik. fefter Körper. Rap. VII. $.97.IEL 


PPÜKE-W+F’DC-2) _.g! (BE-8) 
ven | un al lem 
hervorgeht, wo alle Wurzeln reell. gebacht find: Dadurch geben 

aber die Sfeichungen (13°. und 141.) über in 
AS-A+gq?B(C-B 
17) p= en — _)xcostmrt+2) 


und 





25 — 2 — 
18) q— Er  )xein(at+D. 

Diefe Werthe von p und q bleiben immer fehr Klein, fo 
lange keine der beiden Differenzen E-B oder C—A, 
als abfolute Zahl gedacht, Fehr klein ift, d. h. fo lange nicht 
C— B fehr Klein ift, wenn B das mittlere der drei Trägheite- 
Momente vorſtellt. Es wird alfo bie augenblicliche Dreh⸗Axe 
fortwährend fehr nahe bei dem Haupt: Durchmeffer 2c verwei⸗ 
len (ed mag folcher der größte ober ber kleinſte feyn), fo lange 
folcher nicht allzumenig von dem mittlern Haupt: 
Durchmeffer 2b verfchieden it*. 

III. Beſtimmen wir nun unter der Vorausſetzung (der II. 
und) dag p und q immer fehr Flein bleiben, die Winfel ꝙ, w, 
9 noch dazu, welche die Lage bes Körpers geben zu jeder Zeit t. 
Zu dem Ende nimmt man bie Sleichungen (des $. 93. nämlid):) 


4) sinwsind — a 2) cos yrsin 6 = S 
und | 3) cd = &. " 
Da nun 

4) Aꝰpꝰ +9? Q?-+-Er? — — Q° \ 


if (nach $. 91. Nr. 12.), fo ift weil p? und q? fehr Flein, von 
der 2ten Dimenfion find, fehr nahe Er? — Q?, alfo cos d fehr 


— 


*) Hieraus folgt wieder die Stabilität ber Drehung um den größten oder 
um den kleinſten Haupt⸗Durchmeſſer des Central⸗Ellipſoids, wie folche (im 
$. 95.) ausgefprochen worden if, mit derfelben dort bemerkten Ausnahme. 
— In den den Vfr. bekannten Lehrbüchern find biefe Ausnahmen unerwähnt 
geblieben. 
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nahe = EI, d. h. der Winkel 0 ober ZOZ, muß fortwaͤh⸗ 
rend ſehr klein ſeyn, alſo auch zu Anfange ſchon ſehr klein ge⸗ 
weſen ſeyn. Mt alſo dieſer Winkel 6 zu Anfange bekannt, fo 
iſt er waͤhrend der ganzen Drehung des Koͤrpers fortwaͤhrend be⸗ 
kannt, weil er (unter unſerer Vorausſetzung) fortwaͤhrend der⸗ 
ſelbe ſehr kleine Winkel bleibt. — Setzt man in die Gleichun⸗ 
gen (1. und 2.) ſtatt p und q ihre Werthe Yaus 17! u. 184) 
und dann noch t = 0, fo geben dieſe Gleichungen, wenn p’ 
und q’ bekannt feyn follten, die Anfangs-Wertbe w' und 0' 
von y und 9 dazu, oder, wenn biefe. Anfangs» Werthe ı! und 


0! gegeben feyn follten, die Anfangs - Winkel» Sefchtwinbigfeiten - 


p' und q’ dazu. — Die Gleichung (4.), da fie fich (bei Ver 
nachläffigung der Eleinen Glieder der zweiten Dimenfion) auf 


Er? —= Q? reducirt, giebt = +2, fo daß auch r’ befannt 
iſt. — Die Gleichung | 
6) gy = = = (SG) Xeots art) 


giebt den Winkel 39 zu jeder Zeit t; und die Gleichung. (93. - 


a. 6.) nämlich 
r! = 008 0.Ip — dy 
giebt zulegt, weil ceos = 1— 30’... if, wenn man fie 
integrirt, und 6? außer Acht läßt, 
rt = P—1y-4-const, oder 
6) p =.rıt+y-rconst*). 


Anmerf. Mir machen übrigeng am GSchluffe diefer Ab: 
theilung noch einmal darauf aufmerkfam 


1) daß wir bier ‚abfichtlich nur_den Kal der Umdrehung eis 
nes Körperd um einen Punkt S. betrachtet haben, in wel⸗ 
chem Feine befchleunigenden, Kräfte binzutreten; und 


*) Die Gleichungen ($. 93. Nr. 10. oder 11.), weiche eigentlich ꝙ 
liefern müſſen, Eönnen hier deshalb nicht benust werden, weil fie in Wefem 
Falle Null im Nenner haben. Darum mußte bier 2 aud den dazu ber 
ſtimmten Gleichungen direkt gefunden werben. 


278 - Dynamif feſter Körper. Kap. VO. . 97. III. 


® daß in diefem Falle, wenn. der Punkt S der Schwer Bunfe 
ift, folcher nicht feft zu fenn braucht, während er doch in 
Ruhe bleibt und der Körper fi) um ihn herumdreht, wie 
wenn er feft wäre; vorauggefegt nämlich, daß Anfangs 
ein Gegen: Paar von Kräften gewirkt hat, beffen Moment 
= O gedacht wird. | 
Die jet folgende zweite Abtheilung dieſes Kapiteld mag 
mm bie Drehung eines Körpers um- einen feften Punkt noch 
einmal betrachten, aber aus dem allgemeinern Stand » Punfte, 
auf welchen das d Alembertſche Princip ung verfegt, und wos 
bei die (immer nur fingirten) Eentrifugal: Kräfte nicht 
befonderd in Rechnung gebracht werben dürfen, während auch 
fietig wirkende Cbefchleunigende Kräfte) noch hinzutreten fönnen. 


Zweite Abtheilung. 


Allgemeine Behandlung der Drehung eines feften Körpers 
um einen unbeweglihen Punft. 


Borerinn erung. 


Ohne auf die vorfiehenden, mehr ſpnthetiſchen Betrachtuns 
gen Rückſicht zu nehmen, erledigt fich das Problem diefer Drebung 
augenblicklich, wenn man zu Ende irgend einer Zeit t alle verlorenen 
‚ Kräfte auffucht (d. h. die in diefem Augenblicke vielleicht neu hinzutreten 

den befchleunigenden, und die in den einzelnen Maffen» Elementen hervor⸗ 
gebrachten Aenderungen der „Größen der Bewegung”, letztere in entgegen: 
gefetster Richtung genommen) und diefe verlorenen Kräfte, nach dem 
D’Alembertfchen Principe, in's Gleichgewicht ſtellt. — Zür das Gleichge⸗ 
wicht um einen fetten Punkt bekommt man drei Gleichungen (nämlich bie 
Summe der flatifchen Momente aller verlorenen Kräfte, in Bezug auf jede 
von drei durch den feften Punkt S gehende MomentensAren, der Null 
gleich); und dieſe drei Gleichungen find daher die Gleichungen der Bes 
wegung, melche alle Umftände diefer Drehung ausfprechen, und welche man 
nur noch auf analytifchem Wege behandeln (namentlich integriren) muß, 
nm Me Einzelnheiten der Bewegung herusrheben zu Eönnen. — Damit 
aber diefe Rechnungen bequemer werden, ſchicken wir eine Anahl Formeln 
voraus. 

ö— \ 


x 


598.1 Allg. Aufl. d. Probl, d, Drehg. umeinen dit. 279 


$. 98 
Allgemeine Formeln ohne Nüdfiht auf die wirfenden Kräfte 


I. Um das Problem der Drehung eined Körpers um einen 
feften oder unbetweglichen Punkt S volftändig analytiſch zu ldſen, 
an man damit, dag man durch den unbeweglichen Punkt 

S Iwei Syſteme rechtwinklicher Koordinaten: Aren legt, von des 
neh bag eine SX, SY, SZ im abfoluten Raume fell, dag an 
dere SX,, SY,, SZ, dagegen im Körper feſt und mie dem Koͤr⸗ 
per zugleich beweglich ift, fo daß die 9 Minfel | 

_X,SX, Y,SX, 2,5: X,SY, Y,SY, Z,SY; X,SZ, Y,SZ, Z,SZ, 
deren Kofinuffe wir in Rechnung bringen und bezüglich durch 
a, al, all; ß, PN; IF Zur ur 
begeichnen wollen, im Allgemeinen Sunftionen der Zeit t feyn wer⸗ 
den. Weil jedoch jedes biefer beiden Syſteme von Koordinatens 
Aren rechtwinklich ift und bleibt, fo hat man fogleich noch Gleis 
ungen zwifchen dieſen Kofinuffen, namentlich: 
aa HAB yır! 0, ++ el, 
all O 2) ta + el, 
ala Pl Al yN—0, RAR, 
und ihre Differenzial: Gleichungen, d. 5. 
| (ade! + 8:88! 4 7871) Hal da + BlOB+ y1dy) = 0, 
) 


1) 





(dal AOL YOy)-Hallda +RIDR +y!.dy) = 0, 
al BENENNEN DEAN) =0, 
und 


da + B-Bß+y-dy 2 0; alda! +RNOA Hy By! = 0; 
* 4) all. dat AUDAU HYDE 2 0 *), 
wo ſich alle Differenzial⸗Koefficienten auf die Zeit t beziehen. 


*) Es if auch noch 

aß-+- aß u Hg — =(, 

ayt.a'y ta Hy 7] = 0 

Br tP'y HR"y ji = 
AHA? =, 

Pte, 

- „ty? +, MUB zum 1, 

welche auch noch analoge Differensial- Gleichungen liefern. 


N 


und 


J/ 





[4 
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II. Betrachtet man nun zu Ende irgend einer Zeit t ein 
Element dM des Körpers, und bezeichnet man feine, auf SX, 
SY, SZ bezogenen Koordinaten Werthe durch x, y, 2, während 
X, Yı, 2ı die Koordinaten: Werthe deffelben Elementes dM auf 
bie im Körper feften Koordinaten: Aren SX,, SY,, SZ, bejo 
gen vorfielen, — fo find x,, yı, 21 (nach t) Eonftant, dage⸗ 
gen x, y, z (nach I. Th. Geom. pag. 161.) nachfichende Funf: 
tionen ber Zelt t, nämlich: 


x ax, raly, real, 

y= Ps ty ud AL Ve 

zı = yıtr Yy-tYy!'a; 

fo daß, wenn mian nach allem t differenzürt, 

%x = x da-+-y de -z dell, 

= 1 OPHLyrOArzZ OP", 

%z = x OY+yrrdyl 2 Hy 

wird; immer unter der Vorausſetzung, daß fich alle 8 auf die 
Zeit t beziehen. 


IM. Das Element dM bat zu Ende irgend einer Zeit t 
eine beftimmte augenblickliche Dreh:Are SU, fo daß im Alige 
meinen die Winkel | 

USX,, USY,, USZ, und USX, USY, USZ 
alle fechfe, Funktionen der Zeit t feyn werben, von welchen Die . 
drei erftern die Lage der augenblicklichen Dreh Are im Körper, 
die drei andern die augenblickliche Rage derfelben im abfoluten 
Naume angeben. Stellt nun wo, oder w die Winkel: Gefchtwin- 
digkeit der augenblicklichen Drehung um SU vor, und find 
Pr Ge Tu oder p, q, r die Winkel» Gefchwindigfeiten der drei 
gleichzeitigen Drehungen um SX,, SY,, SZ,, in welche die ers 


5). 





6) 





flere (nach $. 66.) fich zerlegen läßt, fo hat man \ 
7). = Ptetr 
und 


8) cosUSX, -=+; cosUSY, I; cosUSZ, = 
Weil aber (nach I. Th. Geom. $. 1. VIL 7.) 


5 —— — — — — 


+ 
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esUSX = = cosUSX,-cosXSX, +eos USY.-cosX8Y, +cosUSZ,-00sXSZ, 
ift, — und analoge Gleichungen für cosUSY und cos USZ 
ftatt finden, — fo folgt hieraus fogleich noch 

pe&-+ ga! -+retl 


cosusx = II, 
9) cosUSY = PBHgB He" 
@ 
| avi pi! 
.. cos US2 — —— 


fo daß die Zähler zur Rechten die Winkel⸗-Geſchwindigkeiten der 
Drei gleichzeitigen Drebungen um SX,-SY, SZ find, in welche fid) 
Die augenblickliche Drehung um SU ebenfallg zerlegt (nad) $. 66.). 

IV. Man fann die Lage der augenblicklichen Dreh: Are auch) 


dadurch finden, daß man die Punfte x,, Yı, 21 im Körper ſucht, 


welche augenblicklich die Gefchtwindigfeit Nul haben. Zu dem 


Ende muß man die Seiten: Sefchmwindigfeiten dx, dy, 9z der: 


felben, einzeln der Null gleich feten. Dies giebt (nach 6.) bie 
nachftehenden Gleichungen der augenblicklichen Dreh⸗Axe, naͤmlich: 
x. da-+-ydalrz dal — 0, 
10) x dd yrößt+z dB — 0, 
x dy-tyrödy! +Zr Ol 0, 

wo Xı, Yı, Zi bloß die Koordinaten: Werthe aller Punkte ber 
augenbliclichen Dreh: Are vorſtellen. — Diefe 3 Gleichungen 
find nicht von einander unabhängig, fondern ed muß aus je 
zweien berfelben, bie dritte durch bloße Umformung erhalten wer: 
den fönnen. Dies beftätigt fi) auch. Eliminirt man nämlich 
aus ihnen nad) und nach x,, Yı, Zı (dadurch daß man diefels 
ben bezüglich mit &, A, y multiplicirt und addirt, dabei aber 
die Formeln 4. anwendet; dann diefelben mit a!, A}, y! multi: 
plicirt und addirt; zulegt aber dieſelben mit a, AN, yı multiplis 
girt und addirt) fo erhält man 
. (dat HBBß! + yöyı) Yard +RBRN + yayı).z,=0, 
11) \(w!-da +AB8P + YIdy)x, Hal dal Arzt, 

(BERND IX Hal daB) yı=D. 

In biefen legtern drei Gleichungen, find immer (nach den For: 
meln 3.) je zweie der Koefficienten einander gleich und enge 
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gengefegt. Sekt man baher, um biefen Gleichungen . (welche 

Die ber Projektionen der augenblicklichen Dreh⸗Axe auf die drei 

im Körper feſten Koordinaten: Cbennm Y,SZ,, X,SZ,, X,SYı 

find) "eine ſymmetriſche Form zu geben 

N — all Je) = —— —— 2 

12) —(a-dall HAAR ydy) = all dr HAAR yNdy = —35 
(—(alda RBB . ) = ade HB-OPI dry! =C; 

fo werden biefelben drei Gleichungen (11.) jeßt diefe Form ans 


nehmen: 
13): Cy,-B- 2,=0; A- 1,0 ‘x, =0; Bxr,—Ay,=0. 

Nun überfieht man leicht, daß wenn bie erfiere' mit A, Die 
zweite mit B, die britte mit C multiplicire wird, und wenn 
dann alle brei Nefultate abdire werden, daß dann genau O0 = 0 
ſich ergiebt. Alſo laͤßt fich leicht jede diefer 3 Gleichungen aus 
den übrigen beiden algebraifch ableiten. 

Nimmt man von diefen Gleichungen nur die beiden legtern, 
während x,, Yı, Z, noch immer bloß den Punkten der augen: 
blicklihen Dreh⸗Axe angehören, fo findet man 


I“ _ c B 
21 = za und y= 5 
daher finder fich jetzt fogleich wieder 
Vx?’-+-y?r2? V®?+-B’+C? 
B 
0sUSY, — ⸗ —— —, 
14) u \ Vı?+y? +2? VA+BR+C 
C 


cosUSZ, = — — ⸗ — —. 
Ve+ry?-+2° VA? +B?+-C? 

V. Vergleicht man nun die Reſultate (8. und 14.) mit 
einander, ſo findet man Nogleich , daß die Winkel⸗Geſchwindig⸗ 
feiten p, q, r, mit den Ausdrüden A, B, C (aus 12.) pro 
portional find. — Will man aber bie Winfel: Gefchwindigfeit 
o felbft finden, in A, B, Causgedruͤckt, fo thılt man am bes 
ften, irgend einen Bunte im Körper zu nehmen, für ihn bie 
Seiten: Sefchwindigfeiten dx, dy, dz, und feine Entfernung von 
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der Augenblicklichen Dreh⸗Axe zu berechnen, unb die wahre Ges 
fchmwindigfeit, nämlich VAx?-+-dy?-+&2? durch diefe Entfernung 
zu bividiren, weil biefer Duotient die Winkel» Gefchwindigfeit 
feyn muß. 

Betrachten wir daher, um die Rechnungen zu erleichtern, eis 
nen Punkt in SZ,, und zwar den, für welchen 

sy, =0, y=Pd, zu =1*) 
ift, fo findet fi) (nach) 6.) für diefen Punft 
%x — dl; dy— All; u —dyli; 

folglich if die wahre Geſchwindigkeit dieſes Punktes 

— VER F+öP VRR zögRByR, 

Die Entfernung diefed Punfted von der augenblicklichen Dreh⸗ 
Are ift nichts anders ald, sin USZ,, und biefer findet ſich (aus 14.) 

_ _VYA’+B’ 
VP+-B’+C? 

Deshalb findet fih nun, wenn man bividirt, Die Winkel⸗ 

Geſchwindigkeit », nämlich 
= — * +B’+-C". 

Wenn man aber flatt A und B ihre Werthe fegt (aus 12.), 
nämlich: 


\ 


alda AAN Ye öyl ftatt A 
und — (0.dall 2 BdpN -+r.öy1) ftatt B, 
und wenn man 1— al? flatt a’ +al?, ferner — alu ſtatt 
aß rap! ſchreibt, u. ſ. w., fo findet fich 
AB’ = (1— al?).dal? (1 — gua).ägun 
+(1— YR). Hy — Zadar. dgl 
— 2a BaN By — ZANZIRDFNDyU 
— daR IHN LIyYR— (gl. le 2 Du 5 0 07 
— HEN IHR Ay (wegen 4.). 


*) Man überſehe nicht, daß jegt wieder x,, y, und z, allen Punkten 
im -Körper angehören, und daß nur in den Gleichungen der augenblicklichen 
Dreh⸗Axe in (IV.) die x,, Yı, =, bloß den Punkten biefer letztern anges- 
hören follten. 


284 Dynamil feſter Körper. Rap. VII. $.98. VL VI. 


Daher geht obige Gleichung für w über in 

15) o = V®?+B’+C; \ 
und deshalb folgt auch noch (aus ber Wergleichung von 8. u. 
14.) | | 

16) p=A, q=B, r=(C '‘ 


VL. Will man die wahre Geſchwindigkeit v = d 
des durch x, y, z oder x,, Yı, Zı gegebenen, übrigens beliebi⸗ 
gen Elementes dM, nad) den drei im Körper feften Axen SX, 
SY,, SZ, zerlegen, fo darf man nur bie drei Seiten⸗Geſchwin⸗ 
digfeiten dx, Ay, dz nach benfelben drei Aren zerlegen und ad» 
‚ biren. Nennt man biefe drei gefuchten Seiten: Gefchtwindigfeiten 
parallel mit SX,, SY,, SZ,, bezüglich vi, Va, Vs, fo finder ſich 
für fie augenblicklich 

v = ad +fdy -+ydz, 

v;, = clöx +Plöy -+y'-dz, 

vs = alldx + Plldy-+rll.dz. 
Subſtituirt man aber bier herein flatt 9x, Oy, dz die Werthe 
(au 6.), und rebucirt man wie gewöhnlich, fo findet fich 
bieraug 


v = CGy—Bz = ty —qa; 
17) = Ayu—Cxı = pri — x; 
-\V, = Bez, — A.y, — gX, - DPYi *). 


Und ſucht man jetzt noch einmal die Punkte, fuͤr welche dieſe 
Geſchwindigkeiten Null ſind, ſo bekommt man die Gleichungen 
(13.) fuͤr die augenblickliche Dreh⸗Axe wieder. 

vo. Will man 5°’x, dey, 5’z finden in x,, Yı, Zı aus⸗ 
gedrückt, fo ftehen dazu mehrere Wege offen. Man kann nas 
mentlich aus den fo eben gefundenen Seitens Gefchwinbdigfeiten 
Vir, Ya, Vs wiederum bie Seiten: Gefchwindigfeiten dx, Dy, dz 
ableiten, indem man hat 


/ 1 
*) Dies find dieſelben Nefultate, wie wir fie bereits (im $. 92. IV.) 
sefunden haben. 
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x = av, ralv-pallv,, 
dy = Pv flv les, 
%z = yvıtrylva-tr vs, 
oder . 
%x = (try, —gz)+e'(pz, —Tz,)ral.(gg, —pyı), 
18) <dy = PAıyı — ga) + P(pz Ir) + Plan —PYı) 
I = yY-(ty, — 2) Fr -(pz, — rz,) Y. ¶qx, —pyı). 
Differenziirt man nun bier nach allem t, fo erhält man fo: 
gleich 8°x, d”y, 322, in x,, Yı, 21 ausgedrückt, nämlich 
8° = a-(yör—z,dg) +ra’-(z,dp—x,ör) +0’ -(x,ög-yıdp) 
+(ty 2) «dat (pzı-rx,)-da’+ (gx,-pyı)® du” ; 
19) ’y = A-(yör—z,dg) + P- (z,dp-x,ör) + P- «(x,ög-yıöp) 
+(ryı=qz,) Op+ (pzı-rz,) 86 * (qx,—py )* Op"; ; 
Oz = y-(y1ör—2,dg) + y-(zdp—x,dr) +7”-(x,dg-yıdp) 
+(ry1-q2,)- + „‚(pa-rz,) 8 + (qx,—pYı) Hy. 
Bekanntlich find 8%, d2y, 8°z die (auf die Druck⸗Ein⸗ 
‚heit bezogenen) Zuwachſe, welche die Gefchwindigfeiten dx, 
Dy, dz in dem, nach t unmittelbar folgenden Zeittheilchen dt 
erleiden. Denke man fich diefe Zumwachfe nach den im Körper 
feften Axen SX,, SY,, SZ, zerlegt, und bie Summen berfelben 
in jeder diefer drei Richtungen durch Pı, Qi, ri Dezeichnet, fo 
‚erhält man 
p=adr + Hyd, qu— PURE SEFR RN DEFBORR.N PER 
\ nal Plld%y h ylld%z; 
und daher auch (aus 19., vermöge der Formeln 1.— 4.) 
n. = (yIr— z,0g)-+-(pzı — 1x.) r— (gu - py vg, 
20) = (z,dp —x,dr) ++ (gX, — PYı)- P—(Iyı — gH)T, 
N = (1,99 — yıdp)+ (try, — a) —(PZı— I8)P» 
Diefe Werthe für p,, gı, rı fielen alfo bie (in dem unmit⸗ 
telbar nach t folgenden Zeittheilchen dt) erworbenen Zumachfe ' 
der Seiten: Sefchwindigfeiten dx, dy, öz, parallel mit SX,, 
SY,, SZ, zerlegt, vor. 
VII. Da zu Ende ber Zeit t das Element dM nach den 
Axen SX,, SY,, SZ, die Geſchwindigkeiten 


Y = Ty—445, VY = piIX, V = QX—PYı 


\ 
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alfo die Größen der Berdegung . 

(y—qz)dM; (pri —ımı)dM; (X —pyl)-dM 
bat, fo ift es auch leicht, die Summen ber flatiihen Momente 
L,, M,, N, biefer „Größen der Bewegung‘! bezüglich auf Die 
Momenten» Aren SZ,, SY,, SX, zu finden. Es ift nämlich) 

L = Yy — q14)Yı (pz, —ız,)x, ]-dM, 
21) M= Sg, —Ppyı)1ı— (ryı — 92,)-Z, ]-dM, 
N = <[(pz, — 1X,)2, — (X, — PYı)'YıJ-dM. 

Sind jedoch die im Körper feften Aren SX,, SY, 
SZ, zu gleicher Zeit bie zu dem Punkte S gehörigen 
Haupt⸗Dreh⸗Axen, und find A, B, €, die drei Haupt 
Trägheitd: Momente, fo daß man hat 
22) Z(yzz,.dM)=0, I(x,2,.dM) = =0, Z(x,y-dM) = 0; 
23) SyPrz’)dM=N, Zc’+z)dM = B, 

Z(x?-+-y2).dM = €, 
fo reduciren fich dieſe Ausdruͤcke für L,, M,, Nı bebeutenb, 
und fie werden: 

24) L,L=€%, M=%, N = up 3 

wo L,, M,, N, bie Summen der ſtatiſchen Momente der zu 
Ende der Zeit t in allen Elementen dM bes Körpers vorhan⸗ 
denen „Größen der Bewegung '! vorftellen, die bezüglich zu den 
Momenten⸗Axen SZ,, SY,, SX, gehören. 

IX. Diefe „Größen der Bewegung‘! (ry\— qz,)-dM, 
(pz,—rx,)-dM und (qx, —pyı)-dM ale Kräfte angefehen, fann 
man in eine einzige Kraft vereinigen und in ein zugehoͤriges 
Gegen⸗Paar, deſſen Ebene ſenkrecht darauf ſteht. Dieſe Ebene 
wird: dann (nach IE. Th. $. 34.) die dieſen Kräften ent: 
fprehende Haupts&bene genannt; auch iſt fie die Ebene 
der größten Momenten s Summe berfelben Kräfte, und das Mo⸗ 
ment biefes Gegen: Paares ift biefe größte Momenten: Summe 
ſelbſt (alles nach II. TH. $. 34.). Iſt num H, dieſes Moment 


*) Diefelben Defultate find ($. 92. V. Nr. 15.) auch ſchon gefunden 


worden. 
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ober biefe größte Momenten Summe, ſo bat man belanntlich 
(nad U. Th. $$. 23. —34.) 
H = L’+-M’+N}); 
alfo Hier (wegen der Gleichungen 24.) 
25) H, = VO +YPHEN. 
Wenn nun Sm beffen Are ift, und zwar bie pofitive Scite 
derfelben, fo findet ſich noch 
26) cosmSX, = nu ; cosmSY, = Dq. 
1 
‚€ 
cosmSZ, = m; 
‚woraus dann wieder ' 
H,-cosmSX = Xp- Er Brain, 
27) H,-cosmSY = Yp-?+dg- Pl Erf, 
H,-coemSZ = Apr +Bgy!+Erery!! 


hervorgeht. Diefe letztern Ausdrücke zur Rechten (in 27.) find 
alfo (nad) II. Th. $. 34.) die Summen der flatifchen Momente 
derfelben, zu Ende der Zeit t in den eingelnen Elementen vor; 
bandenen „Größen der Bewegung’! aber in Bezug auf die Mo: 
menten⸗Axen SX, SY, SZ genommen. — Es iſt aber in bie 
fer Nummer, fo wie in dem Folgenden nun vorausgefeht, daß 
die im Körper als fet gedachten Koordinaten: Aren SX,, SY,, 
SZ, allemal die zu S gehörigen Haupt» Dreh-Aren find. 


X. Beſtimmt man bie Lage der beiden Koordinaten: Aren- 
Spfteme zu einander durch bie Winfel 6, p, w, von denen der 
eine (0) die Neigung der beiden Ebenen X,SY, und XSY zu 
einander, bie beiden andern aber die Lage der Knoten-Linie (der 
Durchfchnitt8- Linie diefer Ebenen) SD gegen die Roordinaten- 
Aren SX und SX, bedeuten, fo find ꝙ, w, 0 ebenfalls Funk⸗ 
tionen ber Zeit t, in welche a, a’, el, A, A, A und y, yl, ylı 
ausgedruͤckt werben koͤnnen, nämlich (nach I. Th. Geom. $. 3.) 
wie folgt: 
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© =  cosp.cosı $ sing+sinw-cos( ; 
BP == —sing-cosy eos p-sinYy +c080; 
y_ sinw- sind; 
al = — cos ꝙ- sin V-ain ꝙ· cos v. cos 6; 
28) pl= ein yein VCcos ꝙ. cos . cos0; 
= cosvsin; 
ell— — sing-sinO; 
38* — cos 5 Sin 05 
il c080. 


Vermoͤge dieſer Gleichungen (28.) kann man nun auch die 
Winkel⸗Geſchwindigkeiten p, q, r in ꝙ, w und 6 audruͤcken. 
Man bat nämlich (nad) 12. und 16.) 

p= ade AO rear, | 
29) q= — adl. 9% fl. 9ß . dy, | 
r = da POP rd. 
Weil aber (nad) 28.) &, P, yı al, Al, yl, all, Al, yı, Funk⸗ 
tionen von 9, , 6 find, fo bat man z3. B. 
dal! — du! dp + dell dp dell..80 
u. f. w. fe Dadurch) werden die Gleichungen (29.) die nad): 
ſtehenden: 
:p — (al dell, + P-öpl, 4 —— 
(al. Duft, + p' ap, + yl. art Oy 
Ha! -Baltg + BI dp, + y1-dylg)-00; 
q — (all.dm, + P.Oß, + y'.dy,)-Op 
(a! «da, + BN.8ß, + yil«dy,)- du 
+(all.da, + B.dB, + yi. «8y,)-00; 


r= (a dal, + Pa, +7: 871.) 39 

+H(a : du „rat, 47. 8) wo 

la «da +P- 1, + y + 37',)-80. 
Differenzürt man nun die Gleichungen (28.) nach allem ꝙ, nach 
allem und nach allem 9, und fubftieuirt man bie 27 Werthe 
die man erhält, in bie vorfiehenden-brei Gleichungen, fo ergeben 


ſich 
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fih nad) allen Reduktionen die nachſtehenden in der Folge ſo 
wichtigen Formeln, naͤmlich*) 
pP = sinyrsin · p — cosyrd0, 
0 . q= cos ıy-sin 0:dp+ sin w-d0, 
r = c080.dp — dp. 

Diefe Gleichungen geben auch 2, Y, 0, ſobald man vorher 
pP, g, r in t ausgedruͤckt hat **). Dagegen bedeuten jegt p, 
g, r die drei Winkels Gefchtwindigfeiten um die zu dem feften 
Punkte S gehörigen Haupt:Dreb-Aren -SX,, SY, und SZ. 

Daß in biefen Sleihungen (CO) der Winfel’p felbft nicht 
vorkommt, war voraudsufehen, weil die Winkel⸗Geſchwindigkei⸗ 
ten p, q, r offenbar biefelben bleiben müffen, wenn man den 
Winkel ꝙ um irgend eine Konftante vergsößert, d. 5. wenn man | 
die Are SX etwas weiter zurück ober vorwärts legt. 

XI. Schließlich wollen wir noch auf einige Relationen auf: 
merkfam machen, welche zwifchen p, q, r und den Koſinuſſen 
a,a, al, B, A, Pl, y,y, rl ſtatt finden. Diefe find 
naͤmlich: | 

(de =alg-eir; dA. =Plig-Pir; dy =yllgyir; 
'30) | dal =ar-elp; pl =Ar-Pp; dr =yıp; 
dall=alp-ag; N =Pp-Pg; Yı=rp-rg 

*) Dan erleichterdſich dieſe Rechnungen ſehr, wenn man bemerkt, daß 


2 de zer MEZ = 
⸗ * y=% ; OB" == 6, . ap. ya 0, 
* ‚= _ singre0s, Op’, = —cospeosd, —- ind, 
= f, . 0, = — Yo, 
—* mar. Bym—hı:.: Iym-—y 
= 5:7 = —a,.' = 0, 
* By =; yy=r 


ih, fo daß 3. ©. fogleih | 
ale Prag rt a! 0 
und 

a adult, RBB, + very. = —a J = _ı 
ſich findet; u. del. m. : 

*) Die dritte biefer Gleichungen ift genau die im ($. 93. Nr. 6.) ge 
fundene, nur daß fie hier in fo fern etwas allgemeiner if, als dort XSY 
die Ebene des Anfangs⸗Gegen⸗Paars, bier aber eine ganz beliebige Ebene if. 

IM. [19] 
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Man finder Diefe Relationen auf ſplgendem we: 
Dan nimmt (aus 29. 3. 4.) 
a'da-+ B8R-+ yıdy = —r, 
ABO rg, 
dar Br 0, 
multiplieirt ſolche bezüglich mit a’, a’, a und addirt; multiplieirt folche 
bezüglich mit #‘, 8”, 4 und addirt; multiplieirt endlich folche mit 4, 7, r 
und addirtz und man wird die drei. erfiern diefer Melationen haben, ſobald 
man die Gleichungen (3. u. 2.) anmenbet. 
Geht man eben ſo von 
a’! Bu’ p". pr". By = —p, 
| —— Pr ya —r, 
Bu at Od et, 
—* ſo erhalt man bald die folgenden drei der Belatisgen (30.). Und geht 
man zulegt von den Bleichungen 
ade GO ya —g,. 
u Ba’ ORT —* mn #+p; 
a N 0 
aus, fo erhält man auf gan; analoge Weife. die letztern drei der gen Her 
Intionen. 


Aus den neun GBleichungen (30.) folgt dann noch unmit⸗ 
telbar 
p-dx + g-dalI-r-dall = 0, 
31) PöSHgöR Fr 0; 
u Pör gdy ri 0, 


⸗26 


Aumertk. In allen dieſen Formeln iſt von den wirkenden 
Kräften ‚wicht die Mede, weder von ‚denen, welche bie. Anfangs: 
Bewegung hervorgebracht haben, noch von denen, welche fleckig 
noch hinzutreten und die Bewegung ändern; ſondern biefe For⸗ 
meln drücken nur den Zufammenhang aus, der zwiſchen Den, bei 
jeber Bewegung um einen unbeweglichen Punkt S zu Ende ir⸗ 
gend einer Zeit t vorkommenden Größen ſtatt finder:  Diefer 
ganze Paragraph if daher nur alg Einleitung anzufehen in 
das wirkliche Problem (der Drehung des Körpers um einen fer 
ften Punkt, ivenn beliebig gegebene Stöße zu Anfange gewirkt 
haben, und beliebige Kraͤfte ſtetig noch hinzutreten). Dieſes 
Problem ſelbſt wird aber nun unmittelbar durch das d' Alem⸗ 
ber tſche Princip ohne weiteres geloͤßt. 


s.28A. Ag Probl.d. Drebg.umeisen Pit. 291 


‚ . 6. 99. 

Ein: beliebiger Körper, welcher um einen feften Punkt S be 
liebig fidy drehen Fan, wird burch beliebige gleichzeitige Stäße 
ans der Ruhe in Bewegung gebracht. Außerdem wirken: zu 
Ende einer jeden Zeit t, auf jebed Element dM des Körpers 
die, parallel mit den im Körper feſtgedachten Roordineten · Axen 
SX,, SY,, $2, wirkenden Kräfte 

, XdMedt; ° Yı-dM-dt; . Z,.dMedt. 

ober, wenn man iehtere auf die Druck⸗ Einheit bezieht, die 


Kräfte, N 
X -dM; Y, .dM; 7,-dM x), 


Man fol bie Drehung des Körpers. um „den Punkt Ss näher 
beftimmen. 

I. Man führe alles fo ein, mie folches im vorhergehenden 
Poragraphen befchrieben morben ift, fo find pı, qui, rı ($. 98. 
VII. 20.) die Sumachfe der. Gefchtwindigfeiten, alſo p,-dM, 
q,.dM, r,-dM die Zuwachſe der „Größen der Bewegung’, 
welche das Element dM unmittelbar nach t; id dem Zeittheil- 
chen dt, parallel mit SX,, SY,, SZ, erleidet; alſo find 

(Kı—pı).dM; H—g)dM; (Zi r,)-dM 
Die verlorenen Kräfte, twelche.nach.den d' Al embertſchen Prin⸗ 
cip fish um.den feſten Punkt S in Gleichgewicht halten muͤſſen. 
‚ Mun.ib aber bie Bedingungen. des. Gleichgewichts um ei⸗ 
nen feften Punkt 8, durch drei Gleichungen ausgedruͤckt, naͤm⸗ 
U die Summe der ſtatiſchen Momente der verlorenen Kraͤfte 
dreimal (um drei verfchiedene Momenten: Aren) der Ruf gleich 
Dies ihr die Gleichungen 
1X —pı)> Yyı-Yı-q)x,jdM = 0, 
1) t ZZ, — X — &, —pı)2,)-9M =o6, 
ZH — 2, — (Zı —r)yıl-dM =0, 

*) Sind die fietig hinzutretenden (d. h. die befchleunigenden) Kräfte 
parallel mit den. im Raume feſten Axen 8X, SY, 82, serlegt und durch 
X-dN, Y-dM, Z-dM bezeichneg, fo hat man . > 

| XLh=eX+pY+rypZ 

Y = «X+"Y +yZ N 
Z, = a KUN ef. 
| [19* ] 


r 


N 


4 


292 Dynamik fehler Körper. Kap. VI $.99.H. 


wo fich die I jedesmal über alle Elemente der ganzen Maffe 
M des Körpers erſtrekken. Aus biefen drei Gleichungen müffen 
alfo nun die drei unbekannten Sunftionen 9, w, 6 von t, ges 
funden werden, aus welchen dann mittelft ber Formeln des vor: 
hergehenden ($. 98.) alles übrige hergeleitet wird. 


UI. Man denke fih nun, um die Nechnungen, toelche aus 
der Subftitution der Werthe von p,, gu, Tı (aus $. 98. Nr. 
20. ). hervorgehen, zu vereinfachen, daß SX,, SY,, SZ, bie zu 
dem Punkte S gehörigen Haupt» Dreh-Aren, und dag U, 3, 
€ die drei Haupt: Trägheitd: Momente des Körpers feyen, fo 
dag man 

2) I(yızı° .dM)=0, Zonim=0, Ay dM) =0 
und 
 S(y?—xn’).dM. = 1-8, | 
za? —z’.dIM=E—U u ‘ 
(2? —yı?)dM = B— € 
bat. Ferner fege man ber Kürze wegen 
| <S(yXA—xnY)dM=R, 
= (x2, — zX,)dM = Q, 
(X, —Yız)dM =P, 
fo daß P, Q, R die Summe der ftatifchen Momente der be 
fchleunigenden Kräfte X,-dM, Y-dM, Z,-dM in Bezug auf bie 
Momenten: Aren SX,,. SY,, SZ, derſicuen, waͤhrend die letz⸗ 
tern die Haupt⸗Dreh⸗Axen ſind, welche zu dem feſten Punkte 
8 gehoͤren. 

Unter dieſen Vorausſetzungen gehen die drei Gleichungen der 
Bewegung (1.) in die nachſtehenden über, nämlich in 
E-dr (A — B) ˖ pq =R, 

B.q (6-Ahrp =Q, 
Ap (B— O qr = P, 
aus weichen nun p, q, r oder 9, w, 6 gefunden werben muͤſ⸗ 
fen (in t ausgebrückt, während alle 8 ſich auf t beziehen), in 
fo fen X,, Yı, Zı Sunftionen von t, alfo in der Regel un 
mittelbare Zunftionen von ꝙ, w, 0 feyn werden, fo daß biefe 


3) 





4) 





(Or 
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Gleichungen (CT) in Verbindung mit den Gleichungen ($. 98. 
X. O) die volftändige Auflöfung des Problems liefern. Elis 
minirt man ndmlich aus biefen fech8 Gleichungen die Winkel: 
Gefchwindigfeiten dadurch, daß man vorher die Gleichungen 
$. 98. O noch einmal differenzürt, und dann aus allen neun 
Gleichungen bie ſechs Unbefannten p, q, r, Op, dq, Or auf 
algebraifchem Wege wegfchafft), fo erhält man im Allgemeinen . 
drei Differential: Steichungen ber zweiten Drdnung zwiſchen @, 
y und 6, welche dann noch der fernern integration entgegen 
feben. 

Diefe Integrätion Tann aber natürlih nur dann verſucht 
werden, wenn X,, Yı, Z, wirklich gegeben find, und in jedem 
befondern Falle, wo das leßtere ftatt finder, moird man meiſten⸗ 
theild noch die unüberfteiglichen Hinderniffe der Ausführung fin: 
den, tvelche fo häufig dag Sintegriren begleiten. 


$. 100. | ⸗ 


Wenn gar keine beſchleunigenden Kräfte wirken. 


Denkt man ſich nun zunaͤchſt wiederum den beſondern Fall 
(der erſten Abtheilung dieſes Kapitels), wo gar keine Kräfte 
ſtetig hinzutreten, wo alſo bloß ein Anfangs-Stoß ſtatt findet, 
den Koͤrper in Bewegung ſetzt und dann letzteren ſich ſelber uͤber⸗ 
laͤßt (ohne daß irgend eine Kraft, alſo auch nicht die Schwere 
weiter hinzutritt), ſo erhaͤlt man dieſe drei Gleichungen der Be⸗ 
wegung, naͤmlich 
| E-dr +A—B)pg = 0, 

(Ge Bdgr(C—Nrp = 0, 

oo. Y-dp +(B— E)qr = 0, | 
welche mit den Gleichungen ($. 98. X. O) das Problem vol: 
ftändig löfen, immer unter der Vorausſetzung, daß SX,, SY,, 
SZ, bie zu dem feften Punkte S gehörigen Haupt: Dreh>Aren 
des Körpers find. - 

Bon bdiefen Gleichungen (C,) laffen ſich aber Integrale be⸗ 
quem finden. — Multiplicirt man naͤmlich dieſe Gleichungen 
bezuͤglich mit r, q, p und addirt man fie, fo ergiebt ſich 


294 Dynamik feiter Körper. Kap. VII. $.100. 


1) &r-dr -+-Bg-dg-rAp- Ip = == 0; 
ober, wenn man integrirt, 
J. C.rꝰ B. qꝰ A · pꝰ = be, 


"wo h? eine noch unbeflimmte aber pofitive Konfante ift, welche 
‚jeboch fogleich aus den Anfangs: Werthen p', I r! von p, q, 
r ihre Befiimmung erbält, fo daß 
h? = Ap?+-Bg’?+- Er? 

PR finder. 

Multiplieirt man dieſelben Gleichungen (CT, ) berüglich mic. 
Er, Bq, Ap und addirt man ſolche dann toiederum, fo erhält 
manch ” 


2) E’r-Ir-+B? ag Wp-öp = —= (0; 
oder, wenn man integrirt 
IE Cꝰ.rꝰ 9.q? +1 pP = K?, 


two auch k? eine noch zu beftimmende Konftante ift, mähtend 
jedody auch K? nur poſitiv feyn kann. 

Findet man nun aus biefen Gleichungen (I. u. IL) ſowohl 
p als auch q, nämlic) \ 

k?—Bh? + (B—E)Cr? k?—Ah? + (A—-C)Er? 
und ſubſtituirt man diefe Werthe flatt p und 1 in die erfte der 


Gleichungen (Cı)ı ſetzt man zu gleicher Zeit zu Pat Or ( d. b. 
ftatt Or.) und läßt man das Endrefultat nach) dt, adebreiſch 
auf, fo erhaͤlt man 


€ 
4 dl —— — 
) r (€ — A)-pq ’ 
folglich 





I. t= J FM 
V-[R-3048- GERA Ger] 

- Die Sleichungen (C,) find genau die Gleichungen ($. 91. 
Ne. 19.), alfo auch die der (NN. 8.— 10, deg $. 91.); bie 
Integrale (I. II. und II.) derfelben find genau die Integrale 
(§. 9 NNr. 11. 12. und 22.), nur mit dem Unterſchiede, 
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daß dort die Konſtante k ſogleich als das Moment O ded An⸗ 
fangs⸗Gegen⸗Paars ſich auswies, während bier hiefe Konſtante 
k erft aus den Anfangs⸗Werthen p', q’ und r! vn p, q, r 
ihre Beftimmung erhalten muß. Es ift nämlich offenbar (aus IL.) 

5). KR MpR Big 
d. h. (nach $. 98. NN. 24. 25.) 
6) Ko W+M24NN = HN, 

wenn L’,, M/,, N’, und H’, daſſelbe bedeuten wie dort, aber 
su Anfange der Bewegung, two t — O ff. Denft man fich 
aber, daß zu Anfange ein Gegen: Paar geftoßen hat, beffen Mo: 
ment = Q ift, und deffen pofitive Aren: Seite mit den drei 
Koordinaten:Aren SX,, SY,, SZ, in ihrer Lage, mie folche 
zu Anfange der Bewegung geweſen ift, bie Wintd 2, a’, ah 
macht, fo muß, weil nach dem d’Alembertfchen Prikcipe auch 
im Unfange der Betvegung die verlorenen Kräfte um ben feſten 
Punkt S herum fich im Gleichgewichte halten müffen, allemal 

7) 0cos —=N!;; Q-cosul, =M!', und Q-cosv!, =L', 
feyn. Daraus geht aber fogleich, wenn man biefe drei Glei⸗ 
chungen quadrirt und addirt, | 


8)- 0 = L?+-M/’+-N?= HP, 
‚ alfo (wegen der 6.) noch) 
9) k? = OQ? 


hervor. Mithin find diefe Integrale (IL. II. III.) von denen 
($. 9. NNr. 11. 12. u. 22.) gar nicht verfchieden. 
Man findet übrigens auch hier fogleic noch (genau fo wie 
im $. 91. Nr. 27.) 
IV) t= 


ABE-w-deo 
F V-EPUB) +98] (UEEHAC EP BrE)N BE] 
wo k? = Q? ift. | 








§. 101. 


Fortgeſetzte Betrahtung des Falles, in welchem gar Feine befchleu- 
nigenden Kräfte wirfen. 


Hat man aber aus dem d'Alemb ertſchen Principe bie Glei- 
chungen der Bewegung und bie vorftehenden Integrale (L.—EV. 


= 
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des $. 100.) abgeleitet, fo if es jegt nicht fchtwer, daraus wie: 
berum bie geometrifche Bewegung des Körpers zu veranſchauli⸗ 
chen und genau dieſelben Reſultate zu erhalten, welche in ber 
erftern: Abtheilung dieſes Kapitel bereits auf dem entgegenge- 
fetten Wege erzielt morben find. \ 

A. . Denkt man fich nämlich zunaͤchſt den Körper zu Ende 
ber Zeit t plöglich in Ruhe verfeßt, in der Lage gegen die Ebene 
bes Anfangs: Gegen» Paarg, die er eben hatte, und fragt man 
‚nun nad) dem Gegen: Paare, deſſen Stoß dem Körper augen- 
blicklich diefelbe Bewegung, die er fo eben (gu Ende ber Zeit t) 
hatte, wiederum beibringen würbe, — fo bezeichne man fein 
gefuchtes Moment durch Q,, und drücke feine Ebene und Rich 
tung durch Die gefuchten Winkel A,, u, 9, aus, welche feine 
pofitive Aren» Seite mit den Haupt⸗Dreh⸗Axen SX,, SY,, SZu 
in ihrer jegigen Lage (zu Ende der Zeit t) macht, und man fin 
det, wenn L,, M,, N, und H, die Bedeutung haben, welche 
ihnen in den Nummern (VII u. IX. des $: 98.) zukommt, 
und wenn man tiederum das d'Alembertſche Princip an⸗ 
wendet, 

Q,cosv, = L, = (Cr; 
1) Q,coep, = M, = Bq; 
| Q,.cos}, = N, = Xp. 
Daraus folgt aber fogleich, wenn man quabrirt und addirt, 
2) Q. = VA +YP+Or —=H,; 
ei au (nad) $. 100. II.) 
Q=i=Q, 
d. das geſuchte Glaen Paar Q. iſt feinem Momente nad) 
von dem Anfangs: Gegen» Paare nicht verfchieben. | 

Was nun die Lage und Richtung diefes gejuchten Gegen; 
Paares betrifft, fo findet ſich ſolche aus (1.), naͤmlich aus den 
Gleichungen 


4) =; = und un 


' Dies ift aber feine Lage gegen bie Haupt » Dreh :Ypen. Sucht 
man nun feine Lage gegen bie im Naume feften Axen SX, SY, 


! i 


% 
x 
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“ SZ, b. h. die Winfel A, u, », welche feine Are mit biefen let 
tern macht, fo hat man natürlich (nach I. Th. $. 1. VII. 7.) 


[Ys 3 o I — u 
cool — Apart dgairerel = Here n 
! . . Kari «A 
5) cosu = ee 
o o l o u n 
c08V — Ap-y-+ Bgy' Herz! 7 +er-7 \ 


Diefe drei Zähler zur. Nechten geigen ſich aber, vermöge der 
Gleichungen der Bewegung ($. 100. C,) von t unabhängig. 
Multiplicire man nämlich diefe Gleichungen (C,) bezüglich mit 
all, «! und «, und addirt man die Nefultate, fo erhält man 

€-[e.dr + (pe —ge)r] +B-Lel-dg-r(re — pe')g] 
+ Lardp + (ge! — rap} = 0. 
Diefe Gleichung reducirt fich aber vermöge ber Formeln des 
($. 98. Nr. 30.) auf 
E-&ra!) >B-dga)--Y-dpe) = 0, 

und giebt, wenn man integrirt 

V. YApc-+Bga/+Crull = |, 
two I eine noch unbeftimmte Konftante ift. 

Auf gang analogem Wege findet man noch: 


VI. Ap· Bq Cr· — I 
und 
VII. Ap-y 4 Bq.yCr.y —— 1, 


wo Lund lu eben fo tie I, noch unbeftimmte Konftanten find. 


Die Gleichungen (5.) geben daher nun über in 
6) rl a 
0A —, COBUZZ—, sv — 

c / 0) cos u 0 co 


Q’ 


und dieſe "Gleichungen zeigen nun, daß dieſe Winkel gu allen 


Zeiten dieſelben, alfo auch fo wie zu Anfange der Bewegung 
find. Alſo fällt das gefuchte Gegen: Paar Q, mit dem An⸗ 
fange: Segen: Paare Q, feinem Momente, feiner Lage und feiner 
Richtung nach genau zufammen, und 1, I, I find nichts wei⸗ 
ter als die Momente,der drei Gegen: Paare in den Koordinaten- 


4 


ann ME — 
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Ebenen XSY, XSZ und YSZ, in welche das Anfangs - Gegen: 
Paar zerlegt toerden kann *). (Dies ift aber ber Sat $.89. II). 
Daher ift auch die Ebene der größten Momenten: Summe 
H,, aller zu Ende der Zeit t vorhandenen „Größen der Bewe⸗ 
gung”, fo tie dieſe größte Momenten-Summe H, felbft, zu 
allen Zeiten diefelbe, nämlich immer die Ebene und das Mo: 
ment des Anfangs: Gegen: Paares. 
B. Aus den Formeln (4.) findet man 
p=kN-lcor; q=kPB-lcosm; r = k-C-1.cosv,; 
folglich, weil = Yp’+gQyrr ift, 

7))-o = kV/NTecosi,? > DB %cosu + 2c0sr,?, 
wo Ay, Ku, 9, die Winkel find, welche die Are des Anfangs: 
Gegen: Paares mit den. (im Körper feften) Haupt: Dreh: Aren 
SX,, SY,, SZ, bilder. 

Iſt nun SU bie augenblicliche Dreh: Are zu. Ende der Zeit 
t, fo ift (vgl. a 98. IT. 8.) 
cosUSX, = — co⸗s⸗ 
 VAF:ecosh, 2, 972.c008u,+&?:cosv,? 
‚B—Iscos u, 
VO Tecoeh + Bd Trcnsp + Fear?” 
E-1.c0s9, 
— Va>.cos1 + DB2.cosu +C 2.c0sv,2 
Dies find genau Die Bleichungen ($: 86. II. 8.—10.) 
wieder, in fo fern man fich in jedem Augenblicke, d. h. zu Ende 
‚einer jeden Zeit t, die Drehung als eine eben beginnende denken 
kann, während mir bereit (in A.) gefeben haben, daß dag Ge; 
gens Paar, welches durch feinen Stoß biefe augenblickliche Be⸗ 


8) (cosUSY, = 


1. D* ie 
N 


cos USZ, = 


*) Man vergeffe nicht, daß ein Anfangs» Gegen- Paar immer vorhanden 
if. Denn melhe Stöße Anfangs (gleichzeitig) wirken, oder menn auch 
nur ein einziger Stoß wirken follte, fo werden folche parallel mit fich nad) 
dem feRen Punkte S fortgerückt gedacht und daſelbſt vernichtet, während 
dann die Gegen-Paare noch hinzutreten (nach II. Th. $. 23.), welche ſich 
in ein einziges Gegen» Paar vereinigen laffen, und dies letztere iſt dann das 
Anfangs⸗Gegen⸗Paar. 
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wegung hervorbringt, dem Momente und der Lage im abfoluten 
Raume nach, mit dem Anfangs: Gegen-Panre zufammenfällt. 
Denkt man nun an die Eigenfchaft der Ellipfoide, fo findet 
man aus den drei vorfiehenden Gleichungen fogleich wieder: 
daß Sie augenblickliche Dreh⸗Axe SU (zu Ende einer jeden 


Zeit: t) der Kage nach ein, der Ebene bes Anfangs: Gegen-Paas 


res zugeordneter Durchmeſſer desjenigen Ellipſoids iſt, deſſen 
Haupt⸗Durchmeſſer 2a, 2b, 20 der Richtung nad) mit den 
- Haupt» Dreh Agen SX,, SY,, SZ, zuſammenfallen, und in wel⸗ 
chem die Längen a, b, c der halben Haupt⸗ Durchmeflet gege⸗ 
“ben ſind durch die Gleichungen 

9) ‚?- Y-!; b? — 3-1; — C. 


Dies Ellipſoid kann man nun wieder Eentral. —— nennen. 


und obgleich dieſe Ebene des Anfangs⸗Gegen⸗Paars im ab⸗ 
foluten Raume feft liegt, fo dreht fich doch der Körper, alfo auch 


dieſes Central: Elipfoid, fo daß diefe Ebene gegen das Ellipſoid 


doch immer "eine andere und andere Sage hat, alfo daß eben 
deshalb der zugehörige Durchmeffer in jedem andern Augenblicke 
nicht bloß eine andere Lage im Körper, ſondern felbft eine an⸗ 
dere Lage gegen bie feſte und unbewegliche Ebene des Anfangs: 
Gegen: Paares hat. \ 


Daraus folgt aber wieder, daß wenn man durch die Pole | 


der augenblicklichen Dreh: Aren auf der Oberfläche des Central: 
Ellipſoids, an letzteres Tangential» Ebenen legt, folche ‚alle mit 
der im Raume feften Ebene des Anfangs» Gegen: Paares paral⸗ 
lel, alfo auch alle unter fich parallel ſeyn muͤſſen, wenn fie nicht 


in eine einzige zufammenfallen. — Um letzteres zu unterfuchen, 


muß man den Abftand f, irgend einer folchen Tangential- Ebene 


vom Mittel: Punkte des Ellipſoids beſtimmen. Man findet aber . 


diefe Entfernung f, (nad) $. 81. Nr. 4.) fo: 

10) 8 = VAr-cosi’+DB-lecos u? En1.cosv ?. 
Subftituirt man indeß hier herein ſtatt cosA,, cosu, und cosv, 
| ihre Werthe (aus 4. ı fo erhält man 


fl, = J Bqꝰ Er⸗e, 


” 
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ober (nad) $. 100.1.) 
h 
= —. 
11) 3 


Dieſe Gleichung lehrt ung, daß die Entfernung aller dieſer Tan⸗ 
gential⸗Ebenen vom Mittel⸗Punkte des Central⸗Ellipſoids, die 
wir im Allgemeinen als eine Funktion der Zeit t anſehen muß 
ten, daher durch f, bezeichneten, nach t konſtant ift, d. 5. fort 
twährend eine und diefelbe bleibt. — Alle, an den verfchiebenen 
Polen der augenblicklichen Dreh⸗Axen berührenden Tangential- 
Ebenen des Central: ENipfoids fallen daher in eine und diefelbe 
zuſammen, welche vom Mittel:PBunfte des Ellipfoids, d. h. von 


Cem feften Dreh⸗Punkte S, um 5 abſteht. 


Und ſo ſehen wir aus der gegenwaͤrtigen Rechnung beſtaͤtigt, 
was wir in der vorhergehenden Abtheilung dieſes Kapitels (80. 88. 
bis 90.) bereits gefunden haben, naͤmlich „daß das Central⸗ 
Ellipſoid fortwaͤhrend eine und dieſelbe im Raume feſte Ebene 
beruͤhrt, und daß die Beruͤhrungs⸗Punkte die Pole der augen- 
blicklichen Dreh⸗Axe ſind.“ Letztere bilden dabei auf dem Cen⸗ 
tral⸗Ellipſoid die Poloide auf der feſten Tangential⸗Ebene aber 
die Serpoloide. 


J 


§. 102. 


Fortgeſeßte Betrachtung des Falles, in welchem gar keine beſchleuni⸗ 
genden Kräfte wirken. 


Sehen wir nun an Die Integration der Gleichungen ($. 98. 


X.O), nämlic) der Gleichungen < 
| (p= sinysind-Ip— cosy-d0, 
(Od) q = cosywsind-dp+-siny-d0, 


r = c0s0.dIp — a. 
Um dies am bequemften zu beiverkftelligen, nehmen twir wiederum 
(wie im $. 93.) SX und SY in der Ebene des Anfangs: Ges 
‚gen: Paares und SZ fenfrecht darauf. Dann macht SZ mit 
SX,, SY,, SZ, die Winfel A,, u, 9, deren Koſinuſſe (im 
$. 101. Nr. 4.) bereits beftimmt worden ſind. Weil aber dieſel⸗ 
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ben Kofinuffe im ($. 98.) durch y, y, y!l bezeichnet worden 
find, fo bat man nach den jegigen Vorausfegungen | 
Up Dq U — & 
9 28 77 83 7 
« Weil aber aud) nach ($. 98. Nr. 28.) 

y— siny»sind; yı= cosw.eind und y = 0020 
ift, fo gehen die vorſtehenden Gleichungen über in 
2) sinyrein = cosysind = und = 2 
Diefe. drei Gleichungen (2.) find nur zwei von einander unab- 
bängige, weil die Summe der Quadrate der drei Ausdrücke zur 
Linfen eben fo gut = 1 ifl, als dies für die Summe ber Qua⸗ 
drate der Ausdrücke zur Nechten (nach $. 100. IL) fo gefun- 
ben wird. Hat man aber (nach $. 100.) p, q, r in die Zeit 
t ausgedrückt, . fo. geben ‚biefe Gleichungen (2.) augenblicklich 
cosd alſo 9, und dann auch. dazu, ohne daß eine neue In⸗ 
tegration nöthig wäre Es bleibt alſo nur noch * durch In⸗ 
tegration zu beſtimmen uͤbrig. 
Zu dem Ende elimihire man-86 aus den DI often 5 
Steigungen (Or), und man-erhält.- 

a ind * ———— 
worats 
en pesin ww g-chbs 

3) 0 = ——— 


hervorgeht. Multiplicirt man aber hier Zähler und Nenner mit 


sind, und fetzt man dabei flatt sin sind und cosıy-sind, (0 
wie ftatt-sin 0? ihre Werthe (aus 2.), To erhält man 
4) 39 —k- N +93g 


— &?r? 3 
alfo, wegen ($. 101. I.) 
h? — Er? 
VII. —E fen dt, 
ober noch .“ fe dt = Sif,.dt,).dr fr twegen ($. 101. Il) 


ò — — — ee — — —————— cn. 


* = VEREIN [K-N4N-GEr) 
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- Dies find aber wiederum biefelben Mefultate, welche wir be 
reitd oben (im $. 93. Mr. 10. u. 11.) gefunben haben, weil 
immer k = O0 if. 

Anmerf. Hat man aber ade Differentiäls Gleichungen und 
alle Integrale hier gerade fo, wie ( für denſelben Fall) in der 
erften- Abtheiling dieſes Kapitels gefunden, hat man ferner Die: 
ſelbe Weranfchaulichung der geometzifchen wie der dynamiſchen 
Bewegung des Koͤrpers mittelſt des Central⸗Ellipſoids bier er⸗ 
zielt „wie dort, fo gehen natuͤrlich auch alle weiteren Folgerun⸗ 
gen, wie ſolche in den ($$. 92. 94. — 90.) zu finben ſind, ohne 
alle weitere Aenderung der Rechnung hier genau eben ſo hervor 
wie dort f wesbalb wir hier dieſelben vi wederholn wollen. 


4. 108, 


Bill man in der allgemeinen Aufgabe, d. h. wenn dbeliebige 
oder wenn gar keine beſchleunigenden Kräfte wirken, ben Druck 
beſtimmen, welchen ber abfolut feſte Punft-5 zu Enbe-einer je 
‚ den Zeit t erleidet, fo muß man abermals: zu Ende der Zeitt 
die verlorenen Kräfte auffuchen, tie: folches im (3. 99%.) gefche: 
ben ift, dann aber dem gefuchten Drucke: einen eben fe großen 
Gegendruck entgegenfsgen,- ſolchen nach den im Körper feflen 
Haupt: Dreh-Aren SX,, SY,, SZ, in drei unbekannte Drucke 
u,, U, und u, zerlegen, dieſe drei Gegendrucke mit zu den ver: 
Iorenen Kräften zählen, und dann für alle dieſe verlorenen 
Kräfte bie Bebingungen des Gleichgewichts aufſuchen, unter ber 
Borausfegung, daß Der Körper ganz frei iſt. Dies giebt feche 
Gleichungen des Gleichgewichts, von denen die drei erfiern be: 
reits im ($. 99.) erhalten, and als, die Gleichungen der Bewe⸗ 
gung weiter behandelt worden fiHd. Die drei andern diefer Glei⸗ 
ungen, welche man erhält, wenn die Summe aller, nach jeber 
der drei Axen SX,, SY, und SZ;. zerlegten verlorenen „Kräfte, 
der Null gleich gefeßt wird, geben dann die Drude —u, —u, 
und —u;; welche. der. Punkt. 8 auszuhalten, Hat (gu Ende einer 
jeden Zeit 1), und welche in einen einzigen, dann ber Größe 
und Richtung nach. befannten Druck vereinigt werden Fönnen. 


. 
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Diefe drei Sleichungen find aber, wenn man bie verlorenen 
Kräfte (X, — pı)-dM, (Y,—qu)-dM und (Z,—r,).dM (aug 
$. 99.) nimmt, die nachftehenden: 
u +2(X, —pı).dM =0, 
+2 —q)dM = 0, 
Ä + 2(Z, —r)dM = 0. Ä 

Sind nun X, Yo 20 die, auf diefelben im Körper feften Axen 
bezogenen Koordinaten: Werthe des Schwer⸗Punktes, und ſtellt 
M die Maſſe des Körpers vor, fo hat man 
=(x.dM)=M:«x,, =yı. .dM) = M.y,. und I(,:dM) = M- 20 
und ſubſtituirt man hier herein ſtatt Pi, Qu Fı ihre Werthe (aus 
$. 98. Nr. 20.), fo gehen Di vorſtebenden drei Hleichungen 
uͤber, nn 
——— ned 2%, a, = = 9, 
ML -+-(pg Ir) - (PH rPIyo+tgr-+5p)2] — Z(YıdN) u 0, 
M[+(pr+dg)x + (gr— 8p)yı — (PP+q?)z0] — Z(Zı-dM)— u, = 0. 

Iſt daher der fefte Punkt S der Schwer-Punkt des Koͤr⸗ 
pers, fo daß my =pn=h= = O0 dat, fo reduitren ſi 
dieſe Gleichungen auf 
a“, <dM)+u, = 0, SEAN 40.0, SM +0; 
und dieſe Gleichungen geigen, daß, wenn S der Schwer: 
Dunft des Körpers if, und gar Feine befchleunigen: 
den Kräfte wirken (ſo daß X, — V, — 2, =0 if), dann 
der Punkt S gar keinen Druck erleidet, ſo daß die 
Bewegung um den Schwer⸗-⸗Punkt, wenn fie einmal 
begonnen hat, ungeſtoͤrt eben ſo fortdauert, ob der⸗ 
ſelbe abſolut feſt oder ganz frei iſt. — Die Bewegung 
wird aber allemal, wenn der Körper ganz frei iſt, um. den 


Schwer + Bunke beginnen, fo oft die gleichzeitig fioßenden 


Kräfte, welche: den Korper aus der Ruhe in plößliche Bewe⸗ 
gung verfegen, keine Verſammlungskraft haben, fondern in ein 
bloßes Gegen: Paar von Kräften ſich vereinigen (nad) $. 86.) 
So fehen wir alfo auch ben legten der ung aus der erfien 
Abtheilung biefed Kapitels ſchon bekannten Punkte, durch bie 
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bloße und birefte Anwendung bed 6b’ Alembert'ſchen Princips 
beſtaͤtigt. 


$. 104. 


Drehung eines Körpers um einen feſten Punkt, wenn das Gewicht def- 
ſelben noch beachtet wird, d. b. Theorie bes phofitalifhen Eentrifugak 
Pendel, ohne Reibung und ohne Widerſtand der Luft. 


Betrachten wir jegt unſre Aufgabe der Umdrehung eines 
Körpers um einen feften Punkte S unter der Vorausfegung, daß 
die Schwere g, oder dag Gewicht g-dM der einzelnen Maſſen⸗ 
Elemente dM als befchleunigende Kraft (d. b. ſtetig) noch hin⸗ 
zutritt. 

Bei dieſer Aufgabe nehmen wir die im Raume feften Axen ſo, 
daß SX, SY horizontal, SZ dagegen vertikal und mit der Rich⸗ 
tung dee Schwere zufammenfallend zu liegen kommen. Dann 
hat man, wenn bie allgemeinen Zormeln des ($. 99.) in Anwen⸗ 
dung fommen follen: _ | 

}) X, =g7; YY=py; ZL=g"; 
ferner aber, wenn M die Maffe des Körperd und x,, Yo, Ze 
die auf die im Körper feften Haupt⸗Dreh⸗Axen SX,, SY,, SZ, 
besogenen Koordinaten » Werthe ſeines Schwer s Punftes bar 
ftellen, 

2) (,.dM) = Mx,; (yedM) = M.ys;. 

<(z,.dM) = M.z,; 
folglich auch noch 
R=(yy —r'x.)Mg, 
3) 0= — — 2, )-Mg, 
\P=(% —r'"'y)Mg 
wo Mg das Gewicht bes Körpers, R, Q, P dagegen die Summen 
der ftatifchen Momente der Gewichte aller Elemente dM (alfo 
auch des Gewichtes Mg des ganzen Körpers) in Bezug auf die 
Momenten⸗Axen SZ,, SY,, SX, vorftellen, waͤhrend biefe Ic 
teen Axen bie im Körper feſten Haupt» Dreh» Aren feyn fol- 
len. Die allgemeinen Gleichungen der Bewegung ((C des $. 99.) 
geben aber dadurch über in bie nachſtehenden: 
J (C 
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Dan E-dr-+(A--B)pg = (yy, — ri, )-Meg, 
(Qı) » dg+(C-)-rp = (Y'x,—y2, )Mg, 
Ydp+(B— E-gr = (yi, —yl!yo)Mg. 
Diele, in Verbindung mit den Gleichungen 
4) y = sinwsind; yl— cos» sind und yı! = 0080 
und den Gleichungen ($. 98: X. O) geben nun 9, %, 8, p gr 
als Funktionen der Zeit t. 
Man hat bis jeßt die Sintegrationen dieſer Steichungen (C;) 
nur in ben befondern Fällen durchgeführt: 1) wenn der 


fefte Punkt S der Schwer» Punkt ift, in welchem "Sale man 


x = y — 20 = 0 bat, fo daß die Gleichungen (C.) in die 
Steihungen (C, des $. 100.) übergehen, der hiefige Fall alſo 
von dem furz vorher behandelten gar nicht oder doch nur da- 
durch verfchieben ift, daß der fefte Punkt S in jebem Augen 
blicke, außer den Drucken, bie er vermöge ber Bewegung dee 
Körpers erleidet, noch das Gewicht des Körpers felbft zu. tya⸗ 
gen hat; 2) wenn der Schwere Punkt des Körpers in ‚eine der 
su bem feften Punkte S gehörigen Hanpt - Dreb-Uren fant,. und 
zu gleicher Zeit die zu den beiden andern Haupt⸗Dreh⸗Rren ge⸗ 
hoͤrigen Traͤgheits⸗Momente einander - gleich. find, d. h. alſo, 
wenn. Her Körper ein Umdrehungs- Körper (durch Umdrehung 


"irgend einer «denen Figur um irgend eine in ihr liegende. Gerade 
entſtanden) iſt, und ber fefte Punkt S in der. Axe der Figur 


liegt, in welcher letzteren dann auch ber Schwer Puntt des 
Koͤrpers liegen muß. 

| 6. 105. 
Bewegung eines ſchweren Umdrehungs- Körpers um einen feften Punkt 


in der Are der Figur; d. h. befonderer phnfitafifher Eentrifngal- 
Pendel,. ohne Reibung und ohne Widerkand der Luft. 


Betrachten ‚wir dieſen letztern Fall bier naͤher. Wir legen 
durch den feſten Punkt S einen Querſchnitt ſenkrecht auf die Are 
der Figur, und nennen dieſen den Aequator der Figur. Wir 
nehmen in dieſem Aequator zwei ganz beliebige auf einander 
ſenkrechte Koordinaten: Aren SX,, SY,, welche allemal Haupt: 
Dreh: Aren find, und bie britte Haupt: Dreh: Are SZ, faͤllt 

m. [20] 


[4 


‘ 


/ 


1 
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\ 
I 
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dann mit der Are ber Figur zuſammen. In dieſer letzteren liege 
bann auch ber Schwer «Punkt bes ‚Körpers, in welchem bas 
Gewicht Mg deſſelben wirkſam if. Man-has daher bier 

I) u=yn=P;. 


auch nehmen wir die pofitive Geite ber Are SZ, for daß 20 


poſttiv wird; außerdem laffen wir ISY borkontal feyn, und 
SZ in der Richtung ber Schwere. Weil man aber bei der jetzi⸗ 
gen Vorausſetzung E 
2) A—B 
hat, ſo gehen bie Gleichungen (C,) nun Über in 
er —=0, 
(AH U.ög+ (E-AUrp= mo 12. Mg *— „,Mgeinysin 6, 
%- Hp—(E-Nır= yIoMg=  2,Mg-cosy-sind. 
Die erſtere dieſer Gleichungen integrirt giebt 
I. r= const — r, 
wo wir unter r! die Anfangs⸗Winkel⸗ Geſchwindigkeit um SZ, 
verſtehen. Diefes Integral täßt fehen, daB die Winkel⸗Geſchwin⸗ 
Bigfeie der Drehung parallel mit dem Yequator ber Sigur, fon- 


ſtant iſt. 


Unn ſich ein zweites Integral zu verfchaffen, multiplicire man 
die drei Gleichungen (C,) bezuͤglich mit U, y! und y, und ab⸗ 
dire die Reſultate. Da fich bei dem bien sur Rechten bie 
mit Mez, behafteten Glieder wegheben, fo erbält man offenbar 
genau daffelbe, wie wenn g = 0 wäre, d. h. wie wenn bie 
Schwere nicht wirfte, alfo bag integral ($. 101. VIE.) 

Apr + Ay Hey! = MI", 


two I eine noch unbeftimmte Konftante iſt, welche jeboch (wie 


in dem angeführten $. 101.) die Summe der flatifchen Mor 


mente aller zu Ende der Zeit t, oder gu Anfang, wo t — O iſt, 


vorhandenen „Größen der Bewegung“ um bie (vertikale) Momen⸗ 
ten: Are SZ ausdrückt — 
Diefe Gleichung laͤßt ſich nun aber, vermoͤge der leichungen 
3) ° ym=sinyeind,; yim cosıy.sind, 
und weil r = ri if, auch fo fchreiben: 
II. A sin O-(p- sin + q· cosyw)+Erl-cos6 = IN. 


v 
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Das dritte Jategral erhält man, wenn bie: beiden letztern 
ber Gleichungen (C.) besüglich mit q und p weltiplicit und 
addirt werden. Dies giebt naͤmlich zunaͤchſt 


4) Ap-dp-H g-dq) = 2,Mg-sind-(p- cosy — q- sin y). 


Verbindet man. aber damit bie Gleichungen ($. 98. X. O)ı 


"nämlich 
p = sinw sin d-dp — cos1y.d0, 
on q >= cos sin d-Idp-+-sinw-dd, 
r = 00-99 —d , 
von denen die beiden erfieen 
.5) pecos — g- siny = _30 
geben, fo erhält man (aus ber 4.) 
6) Ylp-dp-+g-ög) = — 2,Mg- sin 0-80 5 
und biefe letere giebt nun, wenn man fie integrirt, 
IM. Ap?-+q?) = 2Mgz,-cos@-+h, 
wo h eine aus den Anfangs: Werthen von p, q und 6 noch 
zu beſtimmende Konſtante iſt. 
Die Gleichungen (II. u. III.) geben p und q in 0 und 
ausgedrückt. Man muß daher jetzt noch die Sleichungen (()) 
integriren, um w,-@ und noch @ in t ausgedrückt, zu erhalten. 


Multiplicrt man aber die erftere der Gleichungen (00) mit, 


sin, bie andere mit cosw und abdirt man bie Reſultate, ſo 
finbet man: 

7) prein wi qeoosy = == sin d-dgy. 
Quadrirt und addirt man aber biefelben Gleichungen, fo ergieht 
ſich noch | 

8) pP’rg? = sin 0?. dp? 9°. 


Dadurch verwandeln fich nun bie Integrale (In. II. ) in die - 
folgenden: 
9) Er!:cos O-+Y-sin dp ; fu, 


10) . N-(sin 0-39? 4-86°) == 2Mgz,-c080 H-h.: 

Dazu kommt noch die dritte der Gleichungen (O) nämlich 

1 dıy = c0.iyp—r. 

Rift man nun biefe drei Gleichungen (9. — 11.) an die Stelle 

der drei Gleichungen (0O) treten, fo findet fich bald.t, ꝙ und 
[20*7 


Y 


4 


n 


/ 
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f 


v in:0 ausgedrückt, aber mittelſt eliptifcher Tranfcendenten. 
- Findet man nämlich aus der (9) dp, um den Werth dafür in 
die (10.) su ſubſtituiren, fo findet man zunächft on 
362 — 2Mgz,-.cosd+h" _ dl" — Cr!.cos H)% 
A Aꝰ. sin 
woraus 
A⸗sin 6. d0 


Vu tm — —— —— —— — —— 
/ VA. vin 0°(2Mgz,.cos.4 ++ h) — (l!!—Er!.cos 0)? 


| hervorgeht. — Die Gleichung (9.) ‚giebt Op oder Op. folglich 


auch, weil 99, = dg,.dt, ift, fogleich 
(1! —Erl.cosd).d$ - 
sin d-YA-sin6?(2Mgz,-cosd-+-h)— (I! — Er!ecosßy% 
Die Gleichung (11.) endlich giebt ſogleich, wenn ſie nach 
t integrirt wird, 


vVo= 


v= —rt+ RX c080-dp)-dt 
oder, weil /u · dt = Sudt,).d6 if, 
VI. y= —rt-Ff(cos 0-3p,)-d0, 


wo man zur Nechten flatt.dp, nur noch feinen Werth (aus V.) 
fubftitwiren, muß, um auch w in t und 9 zu .haben. 

Die Anfangs Lage des Körpers, alſo der Anfangs. Werth 
0! von 9, fo wie die Anfangs: Lage der Knoten⸗Linie werden 
als gegeben vorausgefeßt. Die Anfangs: Werthe von p und ap 
kann man ganz beliebig, alfo auch der Null gleich annehmen, 
in fo fern die Axen SX und SX, fo gelegt werden Können, daß 


‚fie mit der Anfangs + Lage der Knoten: Einie zufammenfallen. Da⸗ 


durch beſtimmen fich aber die drei Konftanten‘; weiche die Ins 
fegrale (IV. V. u. VI) einführen. 
Wegen der Beſtimmung der übrigen Konftanten r’, 1" und 
h muß- man zu den Anfangs: ‚Kräften fi fi) wenden. Zu ben 
Anfangs - Kräften gehört auch das Gewicht des Körpers, wel⸗ 
ches aber gegen jeden Stoß unendlich Elein ift, daher zu Au: 
fange außer Acht gelaffen werden muß, fo oft zu Anfang noch 
Stoͤße wirken. Man darf alfo nur dag zu Anfange wirfenbe 
Gegen⸗Paar von Kräften (welches allemal gefunden wird; wenn 


x — 


. 


\ 
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man nad) $. 26, d. II. TH. verſaͤhrt, die Verſammlungs⸗ Kraft 


aber durch den ſeſten Punkt S- gehen laͤßt, damit fie daſelbſt 
vernichtet werbe) herſtellen. Iſt num fein Moment = O, und 
macht feine Are mit der befannten Anfangs- Lage der drei im 
Körper feften Axen SX,, SYı, SZ, die befannten Winkel A, 
w', vi, fo iſt es leicht, diefed Anfangs: Gegen-Paar mit’ den 
zu Anfange vorhandenen „Größen, der Bewegungen“!, wenn leg: 
tere in enfgegengefeßter Richtung genommen worden, (dem d' A⸗ 
lembertfchen Principe zufolge) in's Be zu fielen. 
‚Dies giebt (mad) $. 98. Nr. 24.), wenn p’, q’, r! die An 
fangs-Werthe von p, q, r fi nd, bie drei —Se 

12) Q-cosil = Xp; Qrcosul—=Bg; Qrcosv! = Er. 
Aus dieſen Gleichungen findet man nun p/, q’, r! ohne weite 
res. Dann giebt aber die Gleichung (II.), in fo fern wir v'= 0 
angenommen haben, d. 5. in fo fern wir die Anfangs⸗Knoten⸗ 
Linie gar Are SX, genommen haben, für t = 0, 

.13) . : YUeindl.-gI+Er.cst! = U, d. h. 

14) (U = Q+(cosu!» sind! -+-cosv!.cos('), 
fo daß außer r!.(aus 12.) auch l! beſtimmt iſt. Die Gleis 
chung (III.) endlich giebt fr t—= 0 

15) Up? rg”) = 2Mgr,-cos 0!-rh, 
woran . | 

16) h = T (con AP +-cosu®) — 2Mgz,-c0s 0! 


hervorgeht. So find alfo alle durch die Integration eingeben 
den Konftanten vollig beflimmt. 

Anmerf. 1. Diefes ‚Problem enthält auch bie Theorie des 
Kreifels in dem befondern Falle in fi, mo Neibung und Wi. 
derſtand der Luft außer Acht gelaffen werden, und wenn man 
aud) noch vorausſetzt, daß er fich bloß um feine unterfte Spiße 
S ohne Reibung drehen, aber. nicht zu stecher Zeit mit dieſer 
Spitze S ſich fortbewegen kann. 

Anmerk. 2. Denkt man ſich die ganze Maſſe des Kor⸗ 
pers in dem bloßen Schwer⸗Punkte G deſſelben concentrirt, fo 
bat man ein einfaches („Centrifugal“) Pendel, und die hiefl- 
gen Formeln müffen dann in die des (I. Th. $. 51. V.) übers 





4“ 
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gehen, in fo Fern z, nun nicht Anders iſt, als die Länge des 
einfachen Pendeld. Man findet aber unter diefer Vorausſetzung 
1)  C=0 m: ,2) A— Mi 
und dadurch gehen die Gleichungen (9. 10.) über in 
3 Mz,sin (. I0 — II, 
J { Mz,?.(sin 0. I8 480°) == 2Mgz,- .c08s0+-h; 
und dieß find in der That bie Gleichungen, in welche die des 
(I h. '$. 51. V.) umgeformt werden fönnen. Hinfihtlich der 
Beſtimmung ber Konftanten wollen wir annehmen, daß dem 
Schwer: Punkte G zu Anfange eine zweifache Geſchwindigkeit k 
und k’, alfo eine zweifache „Größe ber Bewegung“ Mk und 
Mk! beigebracht worden fey, nämlich) Mk in ber Ebene 25Z, 
fenfrecht auf SZ, oder SG, und Mk’ fenfrecht auf dieſe Ebene. 
Unter diefer Vorausſetzung wirken zwei Anfangs: &egen-Paare 
gleichzeitig. Das eine hat zum Moment Mkz, und liegt in der 
Ebene 252,, fo daß feine Are mit. SX,, SY,, SZ, (gu An: 
fange) die Winfel bezuͤglich O (ober 480%) und 90° und 90° 
macht. Das andere hat das Moment Mk'z, und liegt in der 
Ebene, welche die, vorige in SZ, ſenkrecht ſchneidet; feine Are 
macht daher mit SX,, SY,, SZ, bezüglich die Winkel 90%, 0° 
(oder 180°) und 90%. Weil fih nun die nach den ren zer 
legten Momente gerade fo zufanmenfegen, wie die Kräfte, fo 


‚ ift dasmal 
Q.cosi! = 4 Mkz,.cos0 + Mktz,.c0890° = ==Mkz,, 
Q-cosu' = Mkz,-cos90%EEMk'z,.cos0 = =EMkiz,, 
O-cosv! = Mkz,-cos90° -+ Mk'z,.cos90° — 0*), 


wo in =Mkz, daß (-F) oder (—) Zeichen gilt, je nachdem 
die Geſchwindigkeit k in ber Richtung SX, ober in der entge: 
gengefeßten gedacht worden tft, während in =Mk’z, das (-+) 


*) Mir haben bier abfichtlich die allgemeine Form der Darfiellung ges 
wählt, um das Verfahren im Allgemeinen durchblicken laſſen zu Finnen. 
Sonſt war hier das eine Gegen-Paar Mk in der Ebene ZSZ,, alfo auch 
in der Ebene Y,SZ,, mährend das andere Mk’ in der Ebene X,SZ, liegt. 
Solglich mußten Mk und Nik’ bereits bie Projektionen des aus beiden zuſam⸗ 


men zu feßenden Anfangss Gegens Paares Q fenn auf die genannten Ebenen, 


und daher bezüglich mit Q.cosa’ und Q-cos u’ zufammenfallen. 
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ober (—) Zeichen gilt, je nachdem k! mit SY, einerlei ober 
entgegoſetzte Michtung hat. Wirft man biefe Zeichen auf die 
Werthe ven’k, k’ felbft, fo daß man unter k, k! pofltioe, auch 
negative Zahlen verfteht, ſo kann man — 

4) 'Q-cosAl = Mkz, und 5) Q-eosu! = Mkiz, .. 
nehmen. Die Gleichungen ($. 105. N.N. 14. u. 16.) geben nun 
6) 1! = Mk'z..sind! und 7) h=M(k?-+-kP)—2Mgz,-cos dl, 
fo daß die Gleichungen (3.), wenn man die Werthe diefer Ron: 
ſtanten fubftituiet, übergehen in - | 

sin d?.Op — kl-sin O0! 
zo. (sin 0?-O9?+80°) = k?-+-kP42gz (cos d-c08 (N). 
Die erftere dieſer Gleichungen druͤckt aus (wenn man fie mit. 
320.dt multipficirt), daß die horigontale Projeftion des Radius⸗ 
Vektor SG in der Zeit dt einen konſtanten Sektor beſchreibt, 
daß daher der in der Zeit t befchriebene Seftor mit t felbft pro: 
portional ift. In der andern der Gleichungen (8.) ift der Aus: 
druck zur Linfen das Quadrat der Gefchtwindigfeit von G zu 
Ende der Zeit 1, mährend k?-+-k? die Anfangs⸗Geſchwindig⸗ 
feit deſſelben ift, fo Daß, wenn man Die erfiere v, Die andere v 
nennt, diefe Gleichung die Sorm annimmt 

9) vꝰ - p — 2g7,(0080 — cosl!), 
wo z, bie Länge des einfachen Pendels ift, während 6 und 6! 
die Winfel vorftellen, welche die Länge z, oder SZ, ‚mit ber 
Vertikalen SZ macht, zu Ende der Zeit t und zu Anfange, wo 
t= 0 iſt. 


8) 


$ 106. | 
Betrachtung derſelben Aufgabe des 8. 105. in einem noch mede 
beſonderen Falle. 


Setzen wir noch voraus, daß in der Aufgabe des ($. 105.) 
dem Körper zu Anfange bloß eine Winkel: Gefchwindigfeit r! um 
Die Are SZ, beigebracht worden fen und bag außer dem Ge: 
toichte des Körpers feine weitere Kraft gewirkt habe, fo hat man 

1) Q-cosä! = 0, Q-cosul = 0 und Q-cosv! = Er! 
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und bie Gleichungen (14. u. 16. des $. 105. ) geben nun 
2) MH = Erlcos®! und 3) h — 2Megz,-cos d!. 
Die Gleichungen (9. w 10. des $. 105.) geben nun 
sin d’.öp — 0080 — c0s01) ” 


A 


4). 
| sin 02.2980 — Er. (000 — cos 9"). 


Elimintet man aber dp aus biefen beiden Gleichungen, ſo er⸗ 
giebt ſich 
I. sin 6°:30° — ?E [ein D?-2ß%cosß-eos0N]-(cosO-cos0N), 


wenn der Kürge wegen 
AL Errl?] 

gefet wird, wo 1 und 5? entſchieden vofitio fi find *). 

‚ Die erftereder Gleichungen (4.) nimmt zu gleicher Zeit Die 
Form an: Ä 

I. sin0?.öp = —2P: v($)xeoe0 00 


Dazu kommt wieberum.die Gleichung ($. 105. Nr. 11.) 

IH. Op = —r-4+-c080-.39; 
und dieſe Gleichungen müffen nun g, w und 6 in t geben. — 
In den unten ſtehenden zwei beſondern Faͤllen laͤßt ſich dieſe In⸗ 
tegration naͤherungsweiſe ſo durchfuͤhren, daß man endliche Aus⸗ 
druͤcke erhaͤlt. 

Die zweite ber Gleichungen (4.) läßt aber ſehen, daß cosd 


*) Denkt man fih r/ = 0, fo iſt der Pendel ein gewöhnlicher phyfi 
Falifcher Pendel, deffen Schwer» Punkt in einer auf einer unbeweglichen 
Dreh⸗Axe fenkrechten Ebene bleibt. Die Gleichung 1 giebt aber für 
diefen Sal \ 

096° = = (c089—cor 0°) 


oder 


= ‚=V) Van ’ 
und dieſe —8 laſſen ſehen, daß der in (5.) beſtimmte Werth von 
1 die Länge des einfachen Pendels if, welches mit dem Maſſen⸗ Pendel 
(wenn » = 0 vorausgefet wird) gleichzeitige Schwingungen macht. 


⸗9 


$. 106..A. Allg. Aufl, d. Probl. d. Drehung ıc. 8183 


fortwahrend groͤßer iſt als cos dt, daß daher 0 ſelbſt fortwaͤh⸗ 
rend kleiner iſt als ', es mag 60 ſpitz ober flumpf.feyn, d. h. 
der Schwer⸗Punkt mag. ſich zu Anfange unterhalb der durch 
S gehenden Horizontal⸗ «Ebene XSY befinden aber oberhalb. 

A. Denken wir ung nun den Schwer: Punkte im Anfange 
‚nicht bloß ‚unterhalb der Horigontals Ebene XSY, fonbern 0! fo 
ffein, daß man bie vierten Potenzen von 0! und 6 außer Acht 
laffen kann, fo werden bie Gleichungen (I. u. IL.) !jett fo: 
L. 080 — 8 [1-0 Pob].(0r — 0°) i 
1) 4 Ä 
1 My— —h v($)xor- 02). 

Da der Ausdruck zur Rechten in (I,.) immer poſi tiv werden 
muß, ſo iſt allemal 
AHA > POP, 
| | ß j 
al 0 0 — 
Do | > — 0, | 
fo daß alfo 6. immer swifchen 0! und — «dl fie 
Die Gleichung (I,.) giebt aber nun —* 
0 

) v($ l I)» = \ Va+ 0 — #0%].(00—9%) 
wo bag (+) oder (—) Zeichen fo genommen werden muß, 
daß dt, pofitio ‚oder negativ wird, je nachdem 9 mit t zugleich 
mwächft, oder 9 abnimmt, während t wächft. \ 

Führt man, um diefe Zunftion zu Integriren, einen neuen 
Beränderlichen u dergeflalt ein, daß 

2) 6- 02 — ORu?, alfo — 0.890, = "u 
wirb, fo erhält man aus der (1.) fogleich, weil 
dt — 9 0, 








iR, 


\ du | 
8). 5 xt = —— — —, 

) 9) Ir 
und dieſe Gleichung integrirt, giebt \ 


\ 
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4) v(&a+M))xt = * uVIFB+ const. 
Weil aber für t == 0, bereitd 9 == @! und u = 9 bekannt 
find, und —0 = arı ift, wo a irgend eine pofltive ober ne- 
gative ganze Zahl vorftellt, fo geht dies Integral über in 

5» veFar m) = nv (ern), 


Der Werth von a ift nach und nad) O, 1, 2, 3, 4 ıc. 
(und nie negativ) für die Dauer ber Dfcillationen, in denen 
0 1) von feinem größten Werthe 0° an bis zu feinem Fleinften 


Werthe = a0" Gin abninint, 2) dann wicher bis zu 0! hin 











vı 
wählt; 3) hernach wieder abnimmt, 4) dann wieder mächft; 
5) hierauf wieder abnimmt, u. f. w. f. 
Kehrt man dies Integral (5.) um, ſo erhaͤlt man 


(Ol = on [ein (E a+)))- 

Sucht man die Zeit T welche nöthig ift, damit 9 von ſei⸗ 
nem größten Werthe an bis zu feinem Fleinften hin alle Werthe 
durchlaufen babe, fo findet fich 
en(T.y(Ea+M))==1, alfe ty) = ak, 

folglich 
69 T= +) y(-——) 
\gA1+B)/ 
wo ſa — 0, 1, 2, 3, 4, ꝛxc. ꝛc. if, je nachdem 9 zum erfien 
Male, oder zum zweiten Male, oder stm, Aten, Htenzc. Male 
feinen Eleinften Werth erreicht. 

Sucht man die Zeit T!, welche verfließt, bis 0 von feinem 
größten Werth 9! an wieberum benfelben größten Werth erreicht, 
fo giebt die Gleichung (01) 
sin T' ya +) = 0, alfo r.y(&a +))=«; 
folglich 


\ 
\ 
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. a 1 | 
7), 7 any a) . 
wo ftatt a nach und nach 1, 2, 3, 3. geſetzt werden muß je 
nachdem das gedachte Ereigniß zum Iten, Aten, Zten ıc. Male 
eintritt. oo. oo 
Vergleicht man beide Reſultate (6. und 7.) für das erſte 
Mal, fo bat man “. 


1, l my — 1 .. 

T= vl * 35) nd U’ = lee A); | 

alfo iſt T! gerade das Doppei® von T; folglich Braucht der 

Pendel gerade fo lang, um 0 von feinem kleinſten Werthe wie⸗ 

derum zu feinem größten anwachſen zu laſſen, als er gebraucht 

hat, um benfelben Winkel 9 von feinem groͤßten Werthe an big 
‚zu feinem kleinſten Werthe hin abnehmen zu fehen. 

Hat man aber 9 in t gefunden, .fo giebt die Gleichung 
(II,) fogleich ꝙ dazu; nämlich nicht 

39 —= Ayl$- (1 re) | 

’ i ) — — +) 


dann durch integration 
1 
O)- = av(& _ 1 ev) 
a A 1! gg. ViHR 
Aus diefen Formeln ergeben ſich für die verfchiebenen Werthe 
rg [ 1 l 5 J | 
N = lee z,) | at, ST x. von t, die zugehörigen 
MWerthe von p bezüglich‘ 
in nm @_ _s aß 
_ Teer ’ ae ’ een ’ 
In ben gleichen Zeit Abftänden T waͤchſt alfo der Winfel ꝙ 
(in entgegengefetem Sinne, alfo rückläufig), immer um gleich- 
viel, naͤmlich um 











— — 
P+YI +) Vir 9 
/ während jeboch die Bewegung der Knoten⸗Linie in der Horigontals 


N % 
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Ebene XSY, mie die Formel (O⸗) zur Genuͤge fehen läßt, nicht 
fonftant ift, d. h. nicht in andern gleichen Zeittheilen gleiche 
Wege (im Bogen für den Radius 1 gesäßlt) durchläuft. 
Die: Gleichung (III.) endlich giebt, wenn man 0? vernach⸗ 
laͤßigt, augenblicklich 
Ode 0 Peg, 
immer unter der Vorausſetzung, dag SX und SX, mit der An- 
fangs⸗ Knoten : Linie sufammenfallen , ſo daß für t=0'aud 
9y=0 md y = 0 Mir. " 
B. Betrachten wir jegt einen andern Sal, namlich den Fall, 
wo zwar 6 beliebig groß iſt, aber immerfort von 0° fehr 
wenig verfchiebden bleibt, ſo da. wenn .man . . 
0 u, alſo 820. —1 
ſetzt, u zwar eine Funktion von t iſt, deren Zte und Höhere 
Potenzen aber außer Acht gelaſſen werden ſollen. Dann hat 
man 
sin6? — sin OR u sind! 2-+-u?-c0820!, 
cos0 —cos0! — u sind! — Au?-cosd!, 


und die Gleichung (T.) geht dadurch über in 
Zr du’ — Zu sin 0! — uꝰ · (cos 0! +4); 
fo daß fie giebt 


t — du — 
Hr 9 «sin O-uꝰ· (cos 01-4?) 
Integrirt maͤn aber wirklich, ſo erhaͤlt man 


| tV($ (0601449) = — (1— u-(cos O'H4P)\ 


sind! 
folglich, wenn man diefe Gleichung umkehrt, 
9 

((O)d)+ u= gr 1 zu 1008 — 0'+- 1m) |. 

Weil aber u immerfort fehr Flein bleiben muß, fd kann bie, 
fe8 integral nur benußt werden, wenn A fehr groß ift, d. 6. 
wenn man dem Körper eine fehr große Winkel: Sefchtwindigfeit 
r! um die Are SZ, feiner, Figur beigebracht hat. Iſt aber 4 
fo ſehr groß, ‘fo kann man diefe Formel für u noch einfacher 


! 
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machen, dadurch bag man’ ſtatt cos 0’ +4 bloß 4 fchreibt. 
Diefelbe wird dann 


u= sind“ a ()] 
db. 
(GG) ı= am in0- — M. 


Die Gleichung in) giebt ferner zu diefem Werthe von u, 
wenn man 6— u ſtatt 6 fchreibt, vorausgeſetzt, daß 6 nicht 
Null iſt, und daß man bie Quadrate von u außer Acht laͤßt 


2 dp — ZuE) x| sinpt v&)]; 


und diefe Gleichung läßt, wenn man integrirt, finden: 


(Gl 9= 4 VE) + inaay() 
Zulegt folgt aber noch aus der (III.) | 
(GG) "v= 9.0080! —rit. . 

Die drei Integrale (Cry Ca u. Cs) laſſen erkennen: 

1) Hat der Körper eine fehr große Winkel: Gefchwindigfeit 
um die Are SZ, feiner Sigur befommen, fo macht diefe Are 
mit der Vertifaln SZ nahehin immer einen und benfelben 
Winkel. 

2) Zu gleicher Zeit nimmt die Knoten⸗Linie nahehin eine 
gleichförmige Bewegung an. Wenn der Winkel 0! nicht Null 
ift, fo iſt p, alfo die Bewegung der’ Knoten: Linie, von der 
Sröße von 0' ganz unabhängig. 

3) Die Ungleichheit u der Neigung 0 bes Aequators gegen 


den Horizont, und auch die Ungleichheit a einapey($ 8) in 


der Bewegung der Knoten-Einie, find deſto weniger merflich, 
je fchneller die Umdrehung um die Are der Zigur, d. h. je groͤ⸗ 
Ber r, alſo auch je größer *) 4 if. 


Bohnenberger hat eine Maſchine angegeben, welche diefe Er- 
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4) M-09 = 0, fo ik uch. 4 = 0 und ber Körper dreht 
fi) fortwährend um feine vertifal ſtehende Are der Figur mit 
fonftanter Winkel⸗Geſchwindigkeit. 


fcheinungen getreu darſtellt. Die Winkels Gefchmwindigkeit r/ wird durch 
einen Saden hervorgebracht, welcher an einem Punkte des Aequators feft ges 
‚ gemacht und mehrere Male um den Aequator herum gewickelt ift, fo daß 
fein plögliches und fchnelles Aufziehen (mie bei einem Tafel» Kreifel) die 
ſchnelle Drehung um die Are der Figur hervorbringt. 

, [3 
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Die Dynamik fefter Körper. 


— — — 


Achtes Kapitel. 


Beliebige freie Bewegung eines beliebigen freien Körpers, 
Don ber Bewegung eines Körpers auf einer gegebenen Fläche 
oder Linie. 


.$. 107. 


Beeachten wir jetzt eine ganz willkuͤhrliche Bewegung irgend 
"eines Koͤrpers. — Im Allgemeinen wird dieſelbe in jebem ar. 
dern Augenblicke eine andere ſeyn; aber wenn wir ſie in irgend 
einem Augenblicke auffaſſen (zu Ende irgend einer Zeit t), ſo 
bat in dieſem Augenblicke jedes Maſſen⸗Elementchen dM des 
Körpers eine beſtimmte Geſchwindigkeit in einer beftinnnten Rich⸗ 
tung, folglich eine beftimmte „Größe der Bewegung”, bie, wenn 
fie als Kraft auf daffelbe, ruhend gedachte Element wirkte, dem 
Elemente diefelbe Gefchwindigfeit in derfelben Richtung geben 
würde. — Alle diefe ‚Größen ber Bewegungen! als Kräfte an« 
gefehen, . die auf bie Elemente des, ruhend gedachten Körpers 
wirfen, würden daher eine Bewegung hervorbringen, welche in 
ihrem Beginn genau mit der zu Ende ber Zeit t in der Erfcheis 
nung aufgefaßten Bewegung eine und diefelbe ift, und dies for 
gar auch dann, wenn ber Körper Fein fefter Körper wäre. Iſt 
aber der Körper ein feſter, fo laffen ſich alle dieſe unendlich vie- 
len Kräfte (nach IL Th. $. 26.) allemal in eine einzige Kraft 
P’ verwandeln, — bie durch einen beliebig gemählten (Verſamm⸗ 


. 4 
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lungs-) Punft geht, — und noch in ein zugehoͤriges Gegen: 
Paar son Kräften, welches feiner Lage, feiner Richtung und fei- 
nem Momente Q nach (dem Il. Th. $. 26 oder $. 29. zufolge) 
beftimmt wird. 

Wirkt daher diefe Kraft (P) und dieſes Segen Paar von 
Kräften (Q) auf den ruhend gedachten und feſten Körper, fo 
fommt er augenblicklich in biefelbe Bewegung, wie man fie fo 
eben, zu Ende der Zeit t, an ihm wahrgenommen hat. _ 

Jede mögliche Bewegung eines feſten Körpers, fann man 
fie) daher in jedem Augenblicke als eine eben beginnende Bewe⸗ 
gung benfen, welche einer floßenden Kraft P und einem. gleich- 
zeitig ftoßenden Gegen: Paare don Kräften Q ihre Entftehung 
verdanft. 


1 


$. 108. 


Wirken, umgefeßrt, auf einen ruhenden feften Körper beliebig 
viele Kräfte (Stöße) P,, P,, Pa. P,, fo fann man diefelben 
(nach dem IL Th. $. 26. oder 6. 29.) allemal in eine einzige 
Kraft P verwandeln, die man durch einen beliebig‘ gewählten 
(Berfammlungs:) Punkt gehen läßt, und in ein zugehoͤriges gleich: 
geitig ſtoßendes Gegen- Paar von Kräften, deſſen Moment Q 
feyn mag, und deffen Lage und Richtung fich genau beſtimmt. 
— In beſonderen Fällen kann P fehlen, — in anderen O. — 
Auch Können fich die Stöße alle. im Gleichgewichte halten, r 
: daß fie gar feine Vewegung hervorbringen. 


§. 109. 


Unterfuchen wir jeßt die Wirfung, welche eine Kraft P und 
ein zugehöriged Gegen: Paar Q! von Kräften, wenn fie auf ei: 
nen (nach $.- 107.) zu Enbe irgend einer Zeit t als ruhend ges 
dachten feften und freien Körper wirken, im erft en Augen: 
blicke betrachtet, bervorbringen. | 

J. Geht die Kraft P nicht durch den Schwer⸗Punkt S des 
Körpers, fo rücke man fie (nach Anleitung. des IL. Th. $. 283.) 
parallel mit fich fort, Bis fie durch den Schwer⸗Punkt geht, 

x füge 
> 


x 
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füge aber noch das noͤthige Gegen⸗Paar von Kräften hinzu, damit 
bie Sefammt:Wirfung unveränbert biefelbe bleibe. Dieſes letztere 
Gegen: Paar und das Gegen-Paar Q! vereinigen fich dann (nach 
1:3. $.18.) in ein einzige® Gegen: Paar, welches feinem Mo⸗ 
mente Q,: und feiner Lage und Richtung nad) genau beſtimmt iR. 
11. - Wir können eg alfo immer fo einrichten, daf die Keaft 
P durch den Schwer: Punkt bes Körpers hindurchgeht, und daß 
gleichzeitig mit ihr ein Gegen⸗Paar von Kräften wirkt, beffen 
Moment Q und defien Ebene und Richtung bekannt oder gege- 
ben. find. Iſt dies namentlich) hier vorausgeſetzt, fo wird ſich 
Bel ereignen: 
. Die Kraft P, welche den Schwer: Punft erfaßt, wird 
—8* tom des Körpers in der Richtung der Kraft, oder pa; 


rallel mit biefer Richtung, eine gemeinfchaftliche Sefchwindigfeit 


M’ 
diefer Theil der Wirkung, wird die fortfchreitende Bewe⸗ 
gung des Körpers in diefem Augenblicke, genannt. . 

IV. Hernach denkt man fich durch den Schwer: Punkt S 
die zugehörigen drei Haupt» Dreh Aren SX,, SY,, SZ, bes 
Koͤrpers gelegt (die nach $. 51. III. immer exiſtiren und immer 
auf einander ſenkrecht fieben); und dann zerlegt man das Ge⸗ 
. gen:Paar-Q in drei Gegen» Paare ‚ deren Ebinen mit den Ebe⸗ 
nen X,SY,,.X,5Z,, Y,SZ, bezüglich zufammenfallen, und weiche | 
bezüglich die pofitiven oder negativen Momente 

Q-cosv, Qrcosu und Q-cosi 
baben werden, wenn A, u, v bie Winkel ind, welche die pofl: 
tive Aren- Seite des Gegen: Paares Q mit den Iren SX,, SYu 
SZ, macht (nad) II. Th. $. 18.). 

Jedes biefer drei Gegen: Paare von Kräften bringt nun (nach 
$. 60. C.) eine freiwillige Drehung um die” auf feiner Ebene 
fenfrechte Haupt: Dreh: Ure SZ,, SY,, SX, hervor, und iwar 
mit den verſchiedenen Winkel⸗Geſchwindigkeiten 
Q-cosv Q-cosu en 
eo I 


v mittheilen, — La wenn M die Mafle des Körpers if; und 


Q.cos} 
m [ 21} a 


r= und p = 
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wenn C, DB, Adie drei Haupt⸗Traͤgheits⸗ Momente bed Körs 
pers in Bezug auf biefe. Haupt: Dreh» Aren vorftellen. 

Diefe drei. Drefungen um bie drei Haupt: Dreh«Aren vers 
einigen fich daun (nach $. 66.) in eine einzige Drehung um 
eine Dreh: Are UU!, derer. Winkel» Sefchwindigfeit durch & bes 
zeichmet ſeyn foll, während die Wirikel, welche bie Dreh Are 
UU! mit den Haupt» Dreh. Aren macht, durch eo, Ar bezeich⸗ 
net ſeyn moͤgen. 

Es findet ſich aber (nah 8:66.) 

1) so=VpP+PH? Q · VA 2.00812+8%.cos urrC%.cosv? 





| p Y-l.cosı 
2) ce —=. 5 
2 wo: Yy .co⸗ 2 + BRrcos u? 4 €-%.cosr? 
3) = I _ ——— dm — 
Zu w  VA-2.008 +DB%.cos u +-E-%.c08y° 
—, 
4) 6os8 = --- — 


—  VU%:008 1? + B2.cosu? + €2.c089?’ 
fo daß die * der Dreh⸗Axe von der Groͤße Q de8 ſtoßenden 
Gegen: Paares ganz unabhängig iſt. 
V. Das Gegen-Paar von Kräften, deffen Moment Q ift, 
alfo jebes beliebige Gegen: Paar von Kräften, bringt demnach 
bloß eine Drehung um eine, durch den Schwer» Punft gehende 
Dreh-Are UU! hervor, welche (in IV.) vonftändig' beſtimmt 
fl. — Bei jeder Drehung um irgend eine Dreh⸗Axe UU', wel 
che durch ein ſolches Gegen: Paar hervorgebracht wird iſt zu 
gleicher zeit allemal 

_Qreosd 


5). — S(r.dM) dM) 
(nach $. 53. Anmerf.) wenn 5 den Winkel bebeutet, welchen 
die Are des Toßenden Gegens Paares mit ber Dreh» Are macht, 
fo daß Qreosd die Brojektton des Momented.Q auf eine, auf 
bie Dreh⸗Axe UU! fenfrechte Ebene vorſtellt, — und menn 
&(r?.dM) das Trägheitd- Moment ded Körpers ift in Bezug 
auf diefe Dreb- Are UU'. 

VI. Alle Kräfte, nämlich der Stoß P durch ben Schwer: 
Punkt, und bag zugehörige Gegen: Paar von Stößen, deſſen 
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Moment O if, bringen babee: die? (in AIE:N. berechnete fort: 
ſchreitende und. noch bie gleichzeitige (in IV.) berechnete -dre: 
bende Bewegung hervor. — Im erſten Augenblicke der Mir⸗ 
kung, alfo (nach dem $. 107.) zu Ende einer jeden en 
jeber Bewegung), bot demnach jeder Atom zwei Geſchwindigt 
gleichzeitig, naͤmlich Die fortſchreitende v parallel mit der Rich⸗ 
tung der Kraft P (oder mit leßterer Richtung sufammenfallenb) 
und ‚dann noch die Geſchwindigkeit, welche.ihm. bie drehende Des 
wegung (role ſolche. in. IV. gefunden worden iſt) beibringt, und 
weiche — = 0, ſeyn wird, wenn r ‚feine Entfernung von der 
(durch bin Schmer'« Punkt gehenden) Dreh + Are vorftellt. — 


WVereinigt man dieſe beiden Geſchwindigkeiten v ‚und ro in. eine 
tinzige (nach "dem Kräften: Parallelogramm), ı fo hat: man bie 


wahre Geſchwindigkeit des Atoms in demſetten Augenblicke, ih⸗ 
rer Groͤße und ihrer Richtung nach. »--.. 

Anmerfk. Aus dem: vorftehenden ($. 109.) geht zugleich 
hervor; wie: der  Anfangs-Zufland tined Körpers beftimmt 
wird. Alle zu Anfange gleichzeitig fofenden Kräfte denft man 
ſich parallel mit fich nach dem Schwer⸗Punlte S fortgeriickt, 
und dafelbft in eine ‚einzige P- vereinigt.“ Dieſe beſtimmt Rich⸗ 
tung und Größe ber fortſchreitenden Bewegung zu Anfange. — 
Die in Bezug auf den Schwer⸗Punkt genommenen ftatifchen 
Momente berfelben (zu Unfange ‚gleichzeitig ftoßenden) Kraͤfte 
find dann die Momente der Gegen⸗Paare, welche in dag .eine 
Gegen: Paar Q. vereinigt werben können, welche man aber ein- 
sein fogleich nach den Ebenen X,SY,, X,SZ,, YıSZ, zerlegen 
fann, um: burch Adbition der. Projektionen :in jeber dieſer Koor- 
Binaten » Ebenen fogleich die Momente ‚Nreoev,. Q-cos u und 
Q-cosi zu erhalten (nach IL. Th. $$. 18. —21. Jr von denen 
die Anfangs. Drchung ‚abhängt. - 

$%. 110. 

Daraus ergeben fich aber fogleich noch folgende Wohrheicen: 
1) Wirkt auf einen ruhenden feſten Körper bloß ein Gegen⸗Paar 
von Stoͤßen und keine weitere Kraft, ſo iſt die Bewegung (in 

[21* ] 


a 


[ 
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Ihrem Beginne) eine bloß drehende, um eine burch den Schwer: 
Punkt gehende (nad) $. 109. W.) su berechnende Dreh⸗Axe, 
mit. beſtimmter und berechneter Winkel: Gefchmeinbigkeit. 


*. Qlefe Bewegung wird aber, auch wenn Feine neuen Kräfte hinzutreten, 
nicht fo bleiben, mweil im Momente der Drehung Eentrifugals Kräfte ent⸗ 
ſtehen, welche ſich nur zuweilen gang vernichten. (&. $.61.). Auch können 
im nächften Augenblicke. befchleunigende Kräfte hinzutreten. Wereinigt man 
aber im nächften Mugenblicke alle Eentrifugal- Kräfte und alle neu hinzu⸗ 
tretenden befchleunigenden Kräfte wiederum in eine durch den Schwer⸗Punkt 
gehende DBerfammlungssKrafe P’-dt,. und in ein ‚zugehöriges Gegen Paar 
Q’.dt, fo wird die erfiere.die fortfchreitende Bewegung des Schwer 
Punktes und ſomit aller Übrigen Atome ded Körpers, wenn auch nur uns 
endlich wenig ändern’ (im Allgemeinen der Richtung und Größe nach), wäh⸗ 
rend die andere Ne Drehung-un den Schwer Bunft (unendlich wenig) 
abändern wird, fo.daß im Allgemeinen eine neue augenblidtiche Dreh⸗Axe 
und eine neue augenblickliche Winkel⸗-Geſchwindigkeit der Drehung entſteht. 

- Ep ändert fih alfo von Augenblick gu Augenblick die fortfchreitende' Bes 
wegung des Schwer: Punkts und ſomit aller Übrigen Atome des Körpers, 
— zugleich aber auch.dic drehende Bervegung nm den Schwers Punkt; — 
dergeftalt daß die fortfchreitende Bewegung des Schwer⸗ Punktes feine eins 
zige if, die wahren Bewegungen aller Übrigen Atome aber in jedem Aus 
genblicke, mo man fle wiſſen mill, zuſammengeſetzt werden müffen, aus der 
Geſchwindigkeit, welche fie jedesmal ‚gleich und parallel. mit der Seſchwin⸗ 
digkeit des Schwer. Punkts haben, und der audern Gefchmwindigfeit, mit wel 

cher fie fih um die augenblickliche Dreh⸗Axe drehen. 


2) Wirkt dagegen auf einen ruhenden feſten und freien Koͤr⸗ 
per bloß eine einzige Kraft P und ſonſt nichts, ſo muß man 
zwei Faͤlle unterſcheiden: 

a) Geht die Kraft P durch den Schwer⸗ Punkt, ſo entſteht 
eine bloß fortſchreitende Bewegung in der Richtung der 
Kraft P „amd mit ihr parallel), welche die Geſchwindigkeit 


vo 4 bat, wenn M die Maffe des Körpers vorſtellt. 


— Dieſe Bewegung bleibt zu gleicher Zeit unverändert 
diefelbe, fo lange Feine neuen Kräfte hinzutreten; weil feine 
drehende Bewegung flatt hat, daher Centrifugal ⸗Krafte nir⸗ 
gends entſtehen koͤnnen. 

b) Geht aber bie einzige wirkende Kraft P nicht Durch den 
Schwer» Punkt des Körpers, fo muß man fie (nach II. 


* 


+‘ 


Ch. $. 23.) in eine.andere P, (= P) verwandeln, wel, 
che durch den Schwer⸗ Punkt geht; dann tritt aber auch 
allemal noch ein Gegen⸗Paar von Kraͤften hinzu, und es 


entſteht daher nun wieder die vorige fortſchreitende Bewe- 


gung, aber eine drehende Bewegung zugleich. — Und wenn 
auch feine neuen Kräfte von außen hinzutreten, fo finb 


doch jeßt wieber in jebem Augenblicke Eentrifugal-Kräfte ' 


vorhanden, welche allein fchon die drebende und die fort 
fchreitende Bewegung von. Augenblick zu Augenblick aͤu⸗ 
dern werden. 

3) Nach dem (6. 107.) in Verbindung mit. dem £$. 109.) 


ift jede mögliche Bewegung eines feften Körpers, zu Ende einer, 


jeden Zeit t, in dieſem Augenblicke doch allemal eine fortfchrei« 
tende. in beſtimniter Richtung und mit beſtimmter Geſchwindig⸗ 
keit v und gleichzeitig eine drehende, um eine durch ben Schwer 


Punkt gehende beflimmte Dreh-Are, und mit beſtimmter Wine . 
kel⸗Geſchwindigkeit w;.nur daß alle diefe Dinge Sunktionen der: 
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oo 


Zeit t feyn, d. h. in jedem andern Augenblicke anders feyn werden. . | 


Da man aber jebe Geſchwindigkeit v ‚der Größe. und Rich⸗ 


- tung nach kennt, wenn man ihre drei Seiten» Geſchwindigkeiten 


Y Vz, v5 beſtimmt hat, parallel mit den Koordinaten⸗Axen, und 
da man jebe Drehung. um eine durch den Schwer: Punkt ges 
hende Are kennt, fobald man die drei Winkel: Gefchwindigfeiten 


p, q, r kennt, in weiche ſich jene (um. die Koordinaten: Aren 


herum) zerlegt, fo kommt alles darauf an, dieſe ſechs Stücke 
%,, Ya, Ya, P, q, r gu beflimmen. 
Weil jedoch das D’Alembertfche Princip bei einem -freien 


Körper ſechs Gleichungen des Gleichgewicht$’zwifchen den verlore⸗ | 


nen . Kräften, alſo ſechs Gleichungen der Bewegung liefert, fo 
werden biefe im Allgemeinen bie ſechs Stüde v,, v., vs, p, q 
und r als Funktionen von t liefern und fomit die Bewegung 
ſelbſt zu Ende einer jeden Zeit t beſtimmen koͤnnen. 
4. 111. I 
Das fuͤr jede Bewegung eines ſreien Koͤrpers zu Ende einer 
jeden Zeit t aufgeſtellte Bild, wonach Die Bewegung allemal als 


v _ 


« 


« 
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eine mit gleicher Geſchwindigkeit in parallelen Richtungen fort⸗ 
ſchreitenbe Bewegung aller Atome des Koͤrpers, zu gleicher Zeit 
aber eine drehende Bewegung um ben Schwer: Bunft iſt, — 
IR. aber nicht dag einzige, durch welches man fich bie. verfchies 
benen Zuftände der beliebigen Bewegung eines Koͤrpers verfinn- 
ſichen kann. Bon nachftehenden zwei Vorſielungs/ Arten leiſtet 
jede daſſelbe. 

1. Da naͤmlich jede Bewegung in jedem Augenblicke eine 


I fortſchreitende und eine drehende zugleich iſt, und da man ſtatt 


der ſortſchreitenden Bewegung ein Gegen⸗Paar von Drehungen 
ſetzen kann (nach $$. 68. 69.), fo kann man jede mögliche Be⸗ 
wegung in jedem Augenblicke als eine aus drei drehenden Bes 
twegungen zufammengefegte fich benfen, von denen zwei ein Ger 
gen: Paar von Drehungen bilden *). Statt diefer. Drehung und 
dem zugehörigen Gegen⸗Paare von Drehungen kann man aber 
‚ wieberum eine andere Drehung feßen,. um. eine mit der erftern 
parallele Dreh⸗Axe mit berfelben Winkel⸗Geſchwindigkeit, — 
und einem zugehörigen Gegen Paar von Drebungen, deffen Ebene 
anf der Dreh⸗Axe ber erfiern. Drehung fenfreche. fieht (nach 
$. 75.); fo daß (mach $. 69.) eine Kortbewegung ber Dreh⸗ 
Axe in ihrer Nichtung flatt findet. — Alfo kann man jebe mög- 
liche Bewegung eines‘ Körpers ‘in jebem Augenblicke fih auch 
fo denken; ald wenn die zu diefen Drehungen gehörige Central⸗ 
Dreh: Are (die nicht nothwendig durch den Schwer: Punfa geht) 
in ihrer eigenen Dichtung ſich fortbewegte, zu gleicher Zeit aber 
der Körper um dieſe Eentral: Dreh: Are fi ch drehte; fo daß jes 
der Punft des Körpers um diefe Central⸗Axe ein unendlich-Elei- 
nes Stüd eines Schrauben: Banges befchreibt, von welchem bie 
anenblich und unbeweglich gebachte Central: Are die Spindel: 
Are ie — In jedem andern Augenblicke wird bie Lage dieſer 


*) Jede Drehung nebſt Gegen Paar son Drehungen kann man (nach 
$. 70.) in zwei Drebungen, um Aren die nicht in einer und berfelben 
Ebene liegen, verwandeln. Alfo Tann man auch jede mögliche Bewegung 
in jedem Augenblicke als eine, aus zwei drehenden Bewegungen zufammen- 
gefente,; anfehen. 
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Central⸗ Are eine andere ſeyn, ſo wie auch: bie Geſchwindigkeit 
ihrer Fortbewegung in ihrer. eigenen Richtung. und bie Winlel. 
Geſchwindigkeit bee Drehung um ſelbige. 
| Zeigt ſich in irgend einem Augenblicke die Geſchwindigkeit der. - 
Kartral»Are:in: ihrer eigenen Richtung ber Nu gleich, fo be 
Schreiben alle Punkte des Körpers unendlich⸗kleine Kreisbogen, 
ſtatt der Schrauben⸗Linien, und dieſe Are tft dann wieder eine 
freiwillige Dreh⸗Axe Caxe spontane de rotation). 

Im allgetneinen Fall ift dagegen diefe Central» Dreh: Are bie 
gleitende freiwillige Dreb- Are (axe spontane glissant), 
welche fih ung bereits (im. $. 59. E.) gezeigt hat. u 

1. Ein anbere® Bild für‘ die Bewegung eined Körpers 
iſt folgendes: Iſt D irgend ein mit dem Körper feſt verbun⸗ 
dener Punkt, und denkt man -fih) durch D, mit der burch 
den Schwer: Punkt gehenden Dreh: Are USU!, von welcher er 
um q entfernt feyn mag, eine Parallele VDV! gelegt, fo kann 
man ftatt der Drehung um USU! eine Drehung mit derfelben 
Winkel: Gefchwindigfeit o um VDV fubfituiren, fobald man 
"nur noch ein Gegen : Paar von Drebungen hinzufuͤgt, deſſen 
Moment qe tft (nad). $. 70.). Weil aber dieſes letztere Ges 
gen: Paar von Drehungen einer Kraft gleich kommt, welche auf 
. den Schwer» Punkt wirft, — der Größe nach = qo iſt, ber 
- Nichtung nach aber fenfrecht auf ber Ebene DUU', — fo laſ⸗ 
ſen ſich Diefe beiden auf ben Schwer « Punkt wirkenden Kräfte 
P und go in eine einzige P! vereinigen, welche ber Größe und 
Richtung nach von P verfchieben feyn wird. 

Statt der in jeden Augenblicke vorhandenen fortfchreitenden 
und gleichzeitig drehenden Bewegung um eine Are, die durch 
den Schwer⸗Punkt geht, kann mar baher allemal eine anbere 
fortfchreitende Bewegung des Schwer⸗Punktes und des ganzen 
_ Körpers finden (der Richtung und ber Geſchwindigkeit nad) von 
der’ vorigen verfchieden) in Verbindung mit einer drebenden Bes 
mwegung um eine Dreh⸗Axe, die durch einen beliebigen Punkt 
D Hindurchgeht, aber mit der vorigen, durch ben Schwer-Punft 
des Körpers gehenden Dreh⸗-Axe parallel läuft; während bie 


⸗ 
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Drehung ſelbſt auch jedesmal dieſelbe Winkel⸗Geſchwindigkeit o 
behaͤlt, wie ſie fuͤr denſelben Augenblick bei der andern, durch 
den Schwer⸗Punkt gehenden Dreh⸗Axe gefunden worden if. 
Jede mögliche Bewegung kann man. fi daher in jedem Au⸗ 
genblicke auch als eine fortſchreitende denken (aller Atome des 
Koͤrpers parallel mit ſich) in Verbindung mit einer gleichzeitig 
drehenden Bewegung um einen beliebigen mit dem Körper feſt 
gedachten Punkt D. Fällt aber ber beliebig gewählte Punkt D 
um welchen man fich bie ‚Drehung denkt, nicht mit dem Schwer: 
Punkte S zufammen, fo'bat. ber Schwer: Punkt in jedem Au⸗ 
genblicke eine boppelte Bewegung, einmal bie forsfchreitende und 
dann noch die drehende um die, nicht durch Ihn hindurchgehende 
Are. Setzt man biefe beiden, der Richtung und der Größe nach 
(im Allgemeinen) verfchiebenen Geſchwindigkeiten bed Schwers 
Punkts in eine einzige Geſchwindigkeit (mittelſt des Kraͤften⸗Pa⸗ 


rallelogramms) zuſammen, ſo hat man die wahre Bewegung des 


Schwer⸗Punktes. — Laͤßt man aber D mit S zuſammenfallen, 
d. h. denkt man ſich die Dreh⸗Axe ſortwaͤhrend durch den Schwer⸗ 
Punkt gehend, ſo iſt die unter dieſer Vorausſetzung erhaltene 
fortſchreitende Bewegung des Schwer⸗Punktes zum gleicher Zeit 
feine wahre Bewegung, weil er nun Feine drehende Bewegung 
mehr hat. N 

Iſt in irgend einem Augenblicke die fortfchreitende Bewegung 
des Körpers fenfrecht auf. der, durch den Schwer Punkt gehen: 
den Drebs Are ber gleichzeitigen drehenden Bewegung, und feßt 
man dann ftatt der fortfchreitenden Bewegung (nad) $. 69.) 
das ihr gleichgeltende Gegen: Paar von Drebungen, fo fann 
man (nach $$. 66. 73.) diefe brei Drehungen in eine einzige 
verwandeln. — In dieſem Sale kann man alfo bie fortfchreis 
tende Bewegung nebft der gleichzeitig drebenden um eine "Durch 
den Schwer «Punkt gehende Are, als eine bloß brebende Bewe⸗ 
gung, aber um eine mit der erfiern parallele Dreh⸗Axe (die 
nicht durch den Schwer: Punkt geht) anfehen, welche Drehung 


dieſelbe Winkel Gefchwindigfeit hat. — Und fo fieht man auch 


auf dieſem Wege bie freiwillige Dreh: Are (axe spontane 
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‚de rotation) wieber gefunden, wenn in einem Augenblicke der 
Bewegung eine folche exiſtirt. 

Anmert. Der Anfänger wird nicht überfehen, daß bie Be⸗ 
wegung des Koͤrpers immer eine und dieſelbe iſt, und daß die 
verſchiedenen Bilder, die wir bis jetzt von derſelben, wie ſie in 
irgend einem Augenblicke gefunden wird, gegeben haben, nur 
- dazu dienen, ſolche auf mannigfache Weiſe zu verſinnlichen. In 
den nun folgenden Rechnungen iſt es bequem, die wahre Be⸗ 
wegung des Schwer⸗Punktes als die fortſchreitende anzuſehen 
und die Drehung ſich fo zu denken, als wenn fie um ben als 
feft und unbeweglich gebachten Schwer Punkt flatt fände. 


% 112. 


A. Um mn nach dem d' Alemb ertſchen Principe die Glei- 
&ungen ber Bewegung eines beliebigen freien Körpers hinzuſtel⸗ 
len, denke man fich durch einen beliebigen Punkt O im abfolus 
ten Raume, drei auf einander ſenkrechte Koordinaten⸗Axen OX., 
OY', O2, welche im abfolutn Raume feft gebacht werben. 
Auf diefe Koordinaten⸗Axen bezogen, feyen x,, Yo, Z, die Koordi⸗ 
naten-Werthe des Schwer⸗Punktes S des Körpers zu irgend einer 
Zeit t, alfo Kunftionen von t; während x’, y’, z! die auf dieſelben 
Aren bezogenen Koordinaten » Werthe eines beliebigen Maſſen⸗ 
Elemented dM des Körpers vorfellen, und x,, Yı, zZ, die Koors 
dinaten⸗Werthe deffelben Elementes find, aber auf bie zu dem 
Schwer⸗Punkte S gehörigen drei Haupt: Dreb-Aren SX,, SY, 
SZ, des Körpers bezogen. Legt man nun durch S noch bie 
Koordinaten⸗Axen SX, SY, SZ parallel mit OX!, OY', OZr, 
"und nennt man x, y, 2 die auf'bie Axen SX, SY, SZ bejo⸗ 
genen Koordinaten: Werthe deſſelben Elementes, fo finden zwi⸗ 
fhen den Koordinaten: Aren SX, SY, SZ und SX,, SY,, SZ, 
alle Beziehungen gerade eben fo flatt, wie wenn S unbemeglic) 
und SX, SY, SZ bie im Raume ſeſten Axen waͤren. Außer⸗ 
dem hat man aber 

l)) x x, * —* und 2 202, 
alſo auch, wenn man nach t differenziirt 
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Or! — Its; Hylmdy,+9y und d2! = 92, +22, 
während zwifchen x, y, z und x,, Yı, zZ, alle Begiehungen und 
Sormeln ſtatt finden, welche im ($. 98.) zu finden find, wenn 
nur wieder die Kofinus der Winkel, welche die im 
Raume feften Aren mit den Haupt:Dreb-Aren ma- 
chen durch dieſelben Buchftaben bezeichnet werden. 
Sind nun X-dM, Y-dM, Z»dM bie, parallel mit den Axen SX, 
SY, SZ (zu Ende jeder Zeit t) nen binutresenben beſchleuni⸗ 
genden Kraͤfte, ſo ſind 

(X—Dd). dE, (X—dty!).dM, (Z—8%2).dM, 

die bezaͤglich mit den Axen OX’, OY!, OZ! oder SX, SY, SZ 
parallel gedachten verlorenen Kräfte, welche fich nach dem 8’: 
lembertfchen Princip am feften und freien Körper im Gleich⸗ 
gewicht halten muͤſſen. Dies giebt ſechs Gleichungen des Gleich⸗ 
gewichts, naͤmlich: die Summe ber. nach den drei Axen zerleg⸗ 
fen Kräfte einzeln = 0, d. 5. 

I. 2X-8’r)dM =0; I(Y—8’y N. .dM = 05 
und Ä KZL—I’r)dM = 0; 
und: dann noch die Summe der auf drei Koordinaten » Ebenen 
projieirten fiatifchen Momente derfelben verlorenen Kräfte der 
Null gleich, welche Icgtere Gleichungen wir nachher (in B.) 
hinſtellen wollen. 

Defrachten wir einſtweilen die drei Gleichungen und lei⸗ 
m wir aus ihnen die Bewegung des Schwer: Punftes ab. Es 
iſt nämlich) nach der Theorie vom Schwer : Punkte ü 

1) 2(x"dM) = M«x,; S(y.dM) = M.y, 

MD: . .... &(zedM) = Me... 
Differenzlirt: man num diefe Gleichungen (nach t), fo ergiebt füch 
2 Z(dx'.dM) = M.d,; I(dy-dM) = M-dy,; 

‚ Z(82'.d4M) = M-dz,, . 
wo 3x,, yo, dz, die mit OX!, OY', OZ! parallden Seiten 
Geſchwindigkeiten des Schwer⸗Punkts vorftellen, aus Denen, 
wenn man fie fennt, feine wahre Gefchwinbigkeit . 

v= Var? +8y° — 3 
hogleich gefolgert werben kann, ihrer Größe und Richtung wach. 
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— Diferemnist. man: aber bie Gleichungen ( 2:) noch einmal, 
fo erhält man noch 
43) ———— =ı Mod’, .Sö’yl aM) m; 
‚und <S(d’zl.dM) = MO. J 
Subſtituirt man aber biefe Werthe. in die Sreichungen dl ri 0 
gehen folche über in - 
4) M.d%s, = I(X.dM); M-dty, = ZW: am; 
und M-3°%, = 2(Z.dM). 
Diefe Gleichungen (4.), welche die Bewegung des Schwer 
Punktes ausdruͤcken, Iaffen fehen, 
\,,daß fich der Schwer: Punkt genau eben fo bewegt, wie wenn - 
ndie ganze Maffe M des Körper in ihm 'concentrirt wäre, 
„und ale ftetig wirkenden (d. b. befchlennigenden) Kräfte 
parallel mit fi ch nach demſelben fortgeruͤckt waͤren und ihn 
„allein angriffen. 1 
B. ft aber die Bewegung‘ bes Schwer⸗ Punkts ertkannt, 
ſo gehen wir zu den andern drei Gleichungen, welche das dA⸗ 
lembertſche Princip zu liefern hat. Weil jedoch 'bei dieſen 
letztern, wo die Summe der Projektionen der ſtatiſchen Momente 
aller verlorenen Kraͤfte auf jede von drei Koordinaten⸗ Ebenen 
der Null gleich, geſetzt werden muͤß, — es ganz gleichgültig 
it, welche Koordinaten⸗Ebenen man zu Grunde legt, fo neh⸗ 
men wir bier wieder (mie im $. 99.) die drei von ben Haupt 
Dreh: Uren im Körper gebildeten Koordinaten Ebenen, und be; 
fommen baher wiederum bie Gleichüngen der ($$. 98. 99.), 
toelche bier gang unverändert flatt finden (namentlich bie Glei⸗ 
chungen C $. 99. und $. 98. X. O, woraus p, q, 1, @, %, 
9 in t beſtimmt werden müffen, und’ wodurch die Lage der aus 
genblicklichen Dreh⸗Axe, die augenblickliche Winkel -Gefchwin- 
digkeit, und die Lage der drei zu dem Schwer- Punkte S gehoͤ⸗ 
rigen Haupts Dreh: Aren des Körpers gegen die im Raume fe 
fin Koordinaten: Aren zu jeder Zeit t, gegeben ift.) " 
Daraus folgt aber: _ | | 
„daß die Drehung um den Schwer : Yuuft, während der letz 
tere ſich bewegt, genau mittelſt derfelben Gleichungen berech⸗ 


— 
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„met und beftimmt wird, wie wenn derfelbe unbeweglich ge 
„dacht würde *). 
Die: ſechs Steichungen, welche für dieſe letztere Vewegang 
ſtatt finden, find namentlich (nach $$. 98. 99.) 
p = sinwssin I.dp — cos w-d0, 
(O)-. g= cos y-sin d-dp-+-sinyd0, 
r = 0080-9p — By. 


A-Ip+(B—E).qgr = (2, Yı —Yız\)-dM, 
(Of. Bdq (C — Y)- ıp = —(x2 ı—2,X,)dM, 

C. dr +AÜ—Bıpg= SyXı—xıY)dM; 
während X,, Y, und Z, mittelft der Gleichungen 
X, = oX +PY +7Z, 
Y, = .eX +PY +yI2, 
7, = aX RUN ylZ, 
zufammenhängen, und die neun Kofinuffe &, £, y, a!, A, yı 
und all, gu, „u in p, w, 6 mittelſt der neun Gleichungen 
($. 98. Nr. 28.) ausgedrückt find. — Die legtern neun Gleichuns 
gen und bie 12 Gleichungen (I. II On. C) löfen alfo dag Pro» 
blem ‚der freien Bewegung eines feſten Körpers ganz und voll 
ftändig, wenn e8 nur gelingt, die Integrationen und ſomit die 








II. 





*) Man Eonnte dieſe Reſultate = priori wiffen. Zu Ende einer jeden 
‘ Seit: t befindet fih der Schwer: Bunft irgend mo und dabei dreht fih der 
Körper um den Schwer Punkt irgend wie. Die an ‚die einzelnen Elemente 
dM hinzutretenden befchleunigenden Kräfte laſſen fich nun in eine Verſamm⸗ 
lungd» Kraft vereinigen, melche durch den Schwer⸗Punkt geht, und in ein 
zugehöriges Gegen⸗Paar, deffen Momente durch die fiatifchen Momente der 
Kräfte in Bezug auf den: Schwer Punkt repräfentirt werden. Die Bewe⸗ 
gung des Schwers Punktes hängt alfo bloß von den parallel mic fich felbft 
nach ihm bin fortgerlckten befchleunigenden Kräften,ab, mas in (A.) be 
haupter worden ift. — Iſt nun v die Gefchwindigkeit des Schwer: Punktes, 
fo denfe man fich die Kraft My diefer Gefchwindigkeit genau entgegen im 
Schwers Punkte angebracht, und die fortfchreitende Bewegung aller Atome 
it vernichtet, und es bleibt bloß noch die drehende Bewegung um den nun 
ruhenden Schwer» Dunfe. Weil aber die duch den Schwer » Punkt gehende 
Kraft My das ſtatiſche Moment Null bat, in Bezug auf den Schwer 
Punkt als Eentrum der Momente, fo hängt die brehende Bewegung nur 
ab von den RKatifchen Momenten der befchleunigenden Kräfte, wie im-($. 99.), 
und von dem Anfangs Zuftande. 


! 


- 
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Aufldſimgen der Gleichungen nach allen Unbekannten, durchzu⸗ 
feßen.: Im Allgemeinen kann dies letztere immer nur naͤhe⸗ 
rung®iweife gefchehen, einige wenige Fälle ausgenommen: 

Anmerk. €8 if, dabei klar, daß nur in feltenern Faͤllen 
die Gleichungen (1) für fih und unabhängig von den Glei. 
chungen der Drehung, und auch letztere wieder unabhaͤngig von 
den- erſteru, integrirt werden koͤnnen, weil einerſeits die beſchleu⸗ 
nigenden Kräfte-X, Y, Z von ber: Lage bes Körpers gegen bie 
feften Axen abhängen, weil alfo X, Y, Z Funktionen‘ von 9, 
4, 6, jq, ſelbſt Sunftionen von. p, g, r feyn fünnen,.. während 
auf ber--aubern. Seite dieſelben X, Y, Z, alſo auch X,, Y, und 
Z, oftmals auch" Funktionen Bon 20, yo und z, ſeyn, d. h. von 
ber Lage des Schwer: Punktes im abſoluten Raume abhaͤngen 
werden. J 

3645 ar 
” of tiachſtehenden zwei Faͤllen bleiben bie Gleichungen der 
fortſchreitenden Bewegung und die der drehenden um den Schwer⸗ 
Punkt, von einander gang unabhaͤngig. 

L. Der erftere diefer beiden Faͤlle ift der, wo bloß das Gewicht 
des Koͤrpers allein wirkt. Der Schwer⸗ Punkt des Koͤrpers 
bewegt fi) dann fo,‘ wie wenn er: ein ganz ifolirter ſchwerer 
Punkt waͤre und voͤllig unabhaͤngig von den Drehungen; und 
die Drehungen finden eben fo ſtatt, wie fie in den (00. 100. 
bis. 102.) für den Fall, daß gar keine Kraͤfte wirken, entwik⸗ 
kelt ſtehen, weil die Kraft, naͤmlich das Gewicht bes ‚Körpers, 
welches jegt wirklich wirft, durch den als feft gedachten Schwer: 
Punkt geht; — oder, mit andern Worten, weil die Fatifchen 
Momente‘ der fett wirkenden Kräfte, welche in bie Gleichungen 
der Drehung eingehen, jetzt der Null gleich ſind, in ſo fern die 
beſchleunigende Kraft durch das CEentrum der Momente hin⸗ 
durchgeht. 

Als Beiſpiel ‚betrachten wir ein. Ellipſoid, welches, wenn sx, ‚.SY,, 

SZ, feine drei Haupt⸗Durchmeſſer (der Richtung nach) ameigen, in ber 


Ebene X,SY, einen Stoß erhält, deſſen Größe durch MV ausgedrückt if, 
mw m die Maſſe ves homogenen, oder ans homogenen esacentrifchen 


2 


Ä 


Kräfte auf ben —8*— wirken *, B 
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Schichten befichenden. Hipfoids. vorſtellt. Außerdem wirkt; das, Fewicht: des 
Ellipſoids. Denkt man fih ben Stoß MV parallel mit fich nach, dem Schwer 


Punkte S hin. ſortgerückt, fo..bat man die Anfangs + Gefepwinigkeik, 


d. h. V des Schwer s Punktes ihrer Größe und Richtung nach, und fomit 
bie ganze Bewegung des Gchwer- Punktes, deſſen Bahn, im. Allgemeinen 
eine Parabel feyn wird. Das Moment MVE des noch hinjutretenden Ges 
gens Paares (merin Fdie Entfernung des Schwer⸗Punkts von der Richtung 
des Stoßes MV ift) dringt dann eine Anfangss Drehung tim ‘SZ; mit Der 
Wintel⸗ Seſchrindicheit herwwor, welche gegeben.ift. durch die. Brass 


’ ” 
ea en, TER FE nt ne . 


wenn € das Teigheits-Momenf des Ellipſoids vorſtellt, melches in ‘der — 


Are SZ, gehört, und welches im (56. 42.) berechnet ſteht. Während alſo 
der Schwer⸗Punkt d. h. der. Mittel⸗NVYunkt des. Euipſpide feine · Yarabel 
durchläuft, dreht ſich folches fortwährend um die, parallel mit ſich bleibende 
Are SZ, "mit der konſtanten Winkei⸗ Geſchwindigkeit * 

II. Iſt der Koͤrper eine homogene oder aus homogenen 
concentriſchen Schichten beſtehende Kugel (fo daß ihr Mittel 
Punkt. zu ‚gleicher Zeit. auch, ihr, Schwer⸗Punkt if), deren Atome 
alle von den Atomen anderer ruhender oder fich bewegender Koͤr⸗ 


per im umgekehrten Verhältniß des Quadrats ber Gntfernung 


angezogen oder abgefloßen werden, fo ift (nach IL Th. $. 66.) 
die Geſammtwirkung ‚aller diefer Kräfte gerade fo, wie wenn bie 


Geſammtmaſſe der. Kugel in ihrem Mittel «Punkte concentrirt 


märe, — weil die Anziehung: ober. Abftoßung eines..der. Kugel 
fremden. Aitoms auf. dig „Kugel, genau glejch und entgegen iſt 
der Anziehung. oder Abfloßung der Kugel auf den Atom. Alſo 


. wird auch in dieſem Sale der Schwer - Punkt genan ſich fo bes 


megen, wie wenn er ganz iſolirt wäre, und. dabei die anziehen⸗ 
den oder abftoßenden Kräfte auf, ihn allein (der die. Maffe M 
bat.) wirkten, und bie Diebung iſt genau ſo, wie e folche in ben 


uU 'ı,. 


! 


*) Märe:baher die Erde eine vollkommene Kugel, deren. Schwer⸗Punkt 
in ihrem Mittel⸗Punkte ift, fo würde fie fich fortwährend: um einen genau 
parallel mit fich ſelbſt bleibenden Durchmeſſer (als Are). drehen, mit kon⸗ 
Kanter Winkel» Gefchwindigkeit, während ihr Schwer Punkt feine. Ellipſe 


U 
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Anmerk Wollte man’ die Bewegung eines frei: geworfe⸗ 
nen Koͤrpers in einem widerſtehenden Mittel betrachten, ſo wuͤrde 


um die Sonne beſchriebe, und von den Übrigen Planeten gerade fo geſtört 
würde, mie wenn er ifolirt wäre, aber die. Maffe der Kugel zur Maffe hätte. 

Weil aber die Erbe in ihren Polen eingedrückt ift, fo ändert fich diefe 
Bewegung ber Erde in etwas ab. Erfiens könnte man annehmen, daß Die 
Deehung nicht um eine Haupt⸗Oreh⸗Axe, alſo nicht um. die Are der Figur 
begönne; dann würde aber diefe Erd-Are in ber Erde ſelbſt einen Kegel 
befchreiben und es würden fich dadurch die geographifchen Breiten der Orte 
abändern; und meil bis jetzt feine folche Aenderungen beobachtet werden ſitib, 
fo muß man annehmen, daß die Erde (jet wenigſtens) ‚genau um die Axe 
ihrer Figur ſich dreht. — Für's zweite kann man ſich eine mit der Erde 
concentriſche Kugel denken, welche durch die Pole der Erde genau hindurch⸗ 
geht. Diefe Kugel wird eine Schicht von der’ Erde‘ übrig laſſen, welche 
rings ums den Aequator herum eine durch die Groͤße der Abplattung bes 
ſtimmte Dice hat, nach den Polen zu aber immer dünner wird. Die Ans 
ziehungen der Sonne, des Mondes und der Planeten ‚werden nun nur in 
fo weit durch den Mittels Punkt der Erde gehen, als fie den Eugelförmigen 
Kern betreffen. Bei den Anziehungen; welche dieſe ungleich dicke ußere 
Schicht betreffen, wird es aber von der Stellung der Erd⸗Axe gegen die 
anziehenden Körper abhängen, ob die aus dieſen Anziehungen hervorgehende 
mittlere Kraft durch dem Mittels Punkt der Erbe gehe oder nicht, und dies 
fer Theil der Anziehung wird alfo in der Negel nicht durch den Mittel: 
Punkt gehen. Dann kann man ihn aber parallel mit ſich nach dem Mit- 
tels Punkte der Erde fortrücken und noch ein Gegen-Paar von Kräften hin- 
zutreten laffen, fo daß die Wirkung ‚nicht geändert wird. Dieſes Gegen . 
Paar von Kräften tritt num (als befchleunigende Kräfte) ftetig hinzu, und 
deshalb finden nun die Kefultate der ($$. 100. — 102.) für die Drehung 
der Erde niche mehr fo genatı ſtatt, in fo’ fern jene Reſultate vorausfegen, 
daß gar Feine befchleunigenden Kräfte hinzutreten. Die von biefer Außern 
Schicht der Erde (die im Verhättniß zu dem Eugelförmigen Kern nur im? 
mer fehr Klein if) herrührenden kleinen Störungen in der Dreh⸗ Bewegung 
der Erbe find’ aber diejenigen, melche man die Praeceffion der Aequi⸗ 
noxien und die Nutation der Erd⸗Axe nennt. 

DBermöge der Praeceſſion gehen bie Nachtgleichen auf der Ekliptik von 
1800 jährlich um 50',36482 rückwärts. Auf der beweglichen Ekliptik (d. h. 
auf der wahren Ekliptik) wie ſie wegen der Einwirkung der übrigen Plane⸗ 
ten entſteht, beträgt dieſe rückwärtsgehende Bewegung etwas weniger, näm- 
lih nur 50”,23427. 

Die Nrutation it eine Dfeillation der Erd⸗Axe. Lestere entfernt ſich 
nämlich abmwechfeld von der Are der Ekliptik und kommt ihr wieder näher. 
Sie entieht von der Anziehung des Drondes, bat eine periobifche Dauer 
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mar den Wiberfiand gegen bie Oberfläche, und etwa auch bie 
Reibung an der Oberfläche, ‚parallel nit fich nach dem Schwer: 
Punkte fortrücken, um bie Bewegung bed Schwer: Punft8 be: 
ftimmen zu können. ‚Well aber biefe Kräfte von der Lage des 
Körpers gegen das wiberfichende Mittel und von der Geſchwin⸗ 
digkeit der Drehung abhängen fünnen, weil endlich der Wider: 
ftand des Mitteld von ber Gefchwindigfeit der fortfchreitenden 
Bervegung abhängt, waͤhrend berfelbe, wenn er nicht in dem 
Schwer: Punkte des Körpers fich vereinigt, die Drehung ändert, 
fo gehen in die Sleichungen, welche die Bewegung des Schwer: 
Dunktes beftimmen, bereits Unbekannte ein, welche von ben Gleis; 
ungen der Drehung abhängen, und umgekehrt. Daher koͤn⸗ 
nen in diefem Falle die Gleichungen der einen aber der andern; 
Art nicht unabpängig von einander integrirt werben. 

—W $. 114. 





‚von ungefähr 18 bis 19 Sahren, und beträgt 9”,40, indem die Maffe des 
Mondes als der 75te Theil der Mafle der Erde vorausgeſetzt wird. 

Sonne and Mond haben einen nur erft nach Sahrhunderten bemerkba⸗ 
“ren Einfluß auf die Aenderung der Schiefe der Ekliptik. Die jährliche Vers 
minderung diefer Schiefe, welche zu Anfange dieſes Jahrhunderts 0",45714 
betrug, rührt von der Einwirkung der Planeten ber, welche die Lage der 
Ebene der Erdbahn ändern. 

Die Urfachen, welche alle dieſe Aenderungen hervorbringen, vermögen je- 
doch nicht die Lage der Erd Are in’ der Erde felbft und die Winkels @es 
föwindigkeit der. Umdrehung um ihre Are zu Ändern, wie eine dahin sie 
Iende Unterfuchung lehrt. Daher if, nicht bloß der Erfahrung, fondern 
auch der Attraktions> Theorie zu Solge, die Erd⸗Axe in der Erde fe, und 
die Winkel⸗Geſchwindigkeit der Umdrehung der Erde um ihre Are konſtant, 
d. h. der Sterns Tag immer ein und derfelbe. Und deshalb uf auch der 
mittlere Sonnentag (gänzlich unmerkliche ſekuläre Aenderungen nicht gerech- 
net) Eonftant, und beide find ald Zeit Einheit zu gebrauchen. 

Man vergleiche das Memoire von Poisson: Sur le mouvement de la 

terre autour de son centre de gravit& in dem vu Bd. der Memoires 
de l!’Academie des Sciences. 
_ Außerdem empfehlen wir bei diefer Gelegenheit angelegentlich das Stu: 
dium der Möcanique céleste des Laplace, und zum Anfange das, denfelben 
Gegenſtand behandelnde Lehrbuch des Pontecoulant. Endlich wird auch das 
Werk der M. Sommerville dem Anfänger als Einleitung in das Studium 
der Mechanif des Himmels nüglich werben Fünnen. 
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Sollte ein Körper gezwungen ſeyn auf einer gegebenen Släche 
fich zu betvegen, fo würden biefelben 21 Gleichungen, wie fie 
für die freie Bervegung (im $. 112.) feftgeftellt worden find, 

‚auch zur Beſtimmung biefer Betvegung dienen, fobald man am 
Ende einer jeden Zeit t zu ben befchleunigenden Kräften noch 
den unbekannten Druck R-dt oder R Binzufügt, welchen der ber 
twegte Körper in biefem Augenblicke, normal auf bie gegebeng 
Fläche in welcher er gu bleiben gezwungen ift, ausübt, — aber 
in enfgegengefeßter Richtung genommen. Diefer fenfrechte Ge 
gendruck Teiftet nämlich daffelbe, was die Fläche; und man fann 
fich daher num den Körper ald ganz frei denken. — Dafür dag 
der Unbekannte R noch eingeht, bekommt man auch noch bie 
Gleichung der gegebenen Fläche, alfo auch eine Gleichung mehr, 
fo daß man immer fo viel Gleichungen hat; als zur Beſtim⸗ 
mung der Unbefannten nöthig find. 

- Später mag als hieher gehoͤriges Beifpiel, die Bewegung 
eines fchweren Körpers auf einer gegebenen Ebene näher be 
trachtet werden. 

Anmerk. Ganz ähnlich kann man felbft die Bewegung 
eines Körpers auf einer gegebenen Linie behandeln, indem man 
zwei normale und unbekannte Gegendrucke noch zu den befchleu- 
"nigenden Kräften hinzufügt, den Körper als einen freien behan⸗ 
delt, zulegt.aber noch die beiden Gleichungen der gegebenen Linie 
binzunimmt, um wieder eben fo-viele Gleichungen als Unbe: 
kannte zu haben. 


m, Ä [22] 
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Die Dynamik feſter Koͤrper. 


Neuntes Kapitel. 
Vom Stoße der feſten Körper von beliebiger Geſtalt. 


9. 115. 


We haben zwar bereits (in ber ifen Abtheil. des III. Kap.) 
von dem Stoße fefter, ſowohl unelaftifcher als ekaftifcher. Körper 
gefprochen, allein nur in einem fehr fpeciellen Falle, nämlich in 
dem Falle, wo die Schwer» Punfte der Körper hinter einander 
oder gegen einander in berfelben geraden Linie ſich bewegen und 
die fich fioßenden Körper Kugeln find, deren Echwer- Punfte mit 
ihren Mittel-Punkten zufammenfallen. Das allgemeinere Problem 
überficht man dagegen in nachftehenden Betrachtungen: 

Die Lage und bie übrigen Zuftände eines bewegten feften 
Körpers find zu jeder Zeit völlig beſtimmt, wenn man zu diefer 
Zeit die Lage des Schwer: Punktes, feine mit den feften Axen 
im NRaume parallelen drei Seiten: Gefchmwindigfeiten, die Winkels 
Geſchwindigkeiten der Drehungen um die drei zu dem Schwer: 
Punkte gehörigen Haupt » Dreh » Aren, endlich die Lage biefer 
letztern felbft gegen die im Raume felten Aren kennt. Stoßen 
fih nun zwei Körper an irgend Stellen ihrer Oberflächen, waͤh⸗ 
rend die Schwer» Punfte derfelben beliebige Richtungen und Ge: 
fhwindigfeiten haben, fo werden ſich die gefannten Stüde in 
beiden Körpern abändern, mit Ausnahme der Lage ber 
Scwer:Punfte und der zugehörigen Haupt: Dreb: 


) 
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Aren, weil, um leßtere zu aͤndern, mehr Zeit erforderlich wäre, - 


als zwifchen Anfang und Ende des Stoßes verfließt; — ober 
mit andern Worten, weil in ber unendlich «Eleinen Zeit der Dauer 
des Stoßed, die Aenderungen in ber Lage der Schwer: Punfte 
und ihrer Haupt: Dreh-Aren nur unendlich-Hein ſeyn können. 

Das Problem des Stoßes beficht alfo in Zolgendem: Aus 
den befannten Zuftänden des. Körpers unmittelbar vor dem 
Stofe, bie geänderten Seiten » Gefchwindigfeiten ber Schwer: 
Punfte und die geänderten Winfel: Sefchtwindigfeiten. der Dre 
hungen um bie zu den Schwer «Punkten gehörigen Haupt⸗Dreh⸗ 
Aren unmittelbar nach dem Stoße zu beftimmen *). 


$. 116. 
Man habe zwei Körper, deren Maſſen M und M!, deren 


Schwer Punkte (Fig. 18.) durch S und S! vorgeſtellt find, und 
welche fich in einem Punfte K floßen, während HKHI! die ger 


meinſchaftliche Normale an beide Oberflächen in dieſem Punkte 
vorſtellt. Unmittelbar vor und nad) dem Stoße follen SX, SY, 
SZ, desgleichen SX', S'IY!, SIzt die Haupt⸗Dreh⸗Axen beider 
Körper vorftellen.- 


Sind nun im erſten Körper, deffen Maffe M ift, auf biefe - 


Aren SX, SY, SZ besogen, u, v, w die Seiten - Gefchtwindigs 


feiten des Schwer: Punfte S, und p, q, r die Winkel⸗Geſchwin⸗ 


Digfeiten der Umdrehung um dieſe Haupf- Dreh: Aren unmittel 
bar vor dem Stoße. Sind ferner x, y, z bie auf biefelben 
Aren bezogenen KoordinatensWerthe irgend eines Elemented dM 


des Körpers, fo find, weil jedes folche Elementchen außer der - 


drebenden Bewegung auch bie fortfchreitende des Schwer⸗Punk⸗ 
te8 hat, unmittelbar vor dem Stoße die wahren Seiten: 


*) Stellt man das Problem allgemeiner, fo giebt die Nechnung, mas 


wir fo eben als fich von felbft verftehend vorauiögefegt haben, nämlich, daß 
ſich während der unendlich Fleinen Dauer des Stoßes die Lage der Schwer: 
Punkte, und die Lage der dazu gehörigen Haupt: DrehsAren nur unendlich 
menig, alfo in fo fern diefe Wirfung nur einmal ftatt hat, nicht ſich 
ändern. 

[ 22* ] 
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„(nach $. 98. VI. 17. ) besüglich 
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Geſchwindigkeiten des Elementchens parallel mit SX, SY, SZ 


1) ukry—gz, vFpz—ıx und w--gs—py- 
Bedeuten nun U, Yı, Wi, Pıs Qı, Tı daffelbe unmittelbar 

nach dem Stoße, was u, v, w, p, q, r vor dem Stoße be 
deuten fallen, fo find, meil die Koordinaten. Werthe des Element: 
‚chend dM unmittelbar nach dem Stoße nur um unendlid) we: 
nig von denen verfchieden find, wie folche unmittelbar vor dem 
Stoße waren, 

2) u +ry—qg2 vı-Fpiz—nz und wı q,X—Pıy 
die wahren Seiten: Sefchtoindigkeiten deſſelben Elementchens dM 
mit denſelben Axen parallel, unmittelbar nach dem Stoße. 
Subtrahirt man nun letztere von erſteren, nachdem fie mit dM 
multipficirt find, fo hat man bie verlorenen Kräfte des Elemens 
tes dM, nämlich - 

[a—)-+(—1)y— (9—q,)2]-dM parallel mit SX, 

3) [v—v)+HPp—pı)z— (r— rı)x]-dM parallel mit SY, 

(ww )-+(g—g1)%8 —(p—pı)yJ-dM parallel mit SZ. 

Sucht man ganz anf diefelbe Weiſe die während des Sto⸗ 
ßes verlorenen Kräfte eines beliebigen Elementchend dM! des 
andern Körpers auf, fo kann man nun zwiſchen ben verlorenen 
Kräften aller Elementchen in beiden Körpern zwölf Bedingungs- 
Gleichungen des Gleichgewichts herftelen (nach dem d'Alem⸗ 
bertfchen Principe), wenn man nur nicht vergißt, den unbekann⸗ 
ten Stoß N in K, ben beide Körper in der Richtung der ge: 
meinfchaftlichen Normale HKEY gegen einander ausüben, d. h. 


für jeden Körper die eben fo große Gegenwirfung des andern 
in Rechnung zu bringen und jeden Körper für fich in's Gleich: 


gewicht zu fielen, d. 5. genau fo zu verfahren, wie folches bie 
($$. 78. 79. des II. Th.) verlangen. 


⸗ . 117. 


Sind nun a, b, c die Koordinaten: ⸗Werthe des Punftes K, 
an welchem der Stoß flatt findet, und «, 8, y die Winfel, welche 
bie Normale KH mit den Koordinaten: Uren SX, SY, SZ macht, 


[4 
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fo ſind N-cosd, N-cosß, N-cosy bie drei mit den Axen pa- 
rallelen Kräfte, welche bei der Aufftellung des Gleichgewichts von . 
M nod hinzutreten muͤſſen. Die ſechs Gleichungen des Gleich⸗ 
gewichts aller verlorenen Kraͤfte der Maſſe M, find daher nun 
folgende: 
1) Necosa-+2[u—u,He—n)y—(g—q)2]-dM = 0; 
2) N-.cosf+- =] v—v,+(p—p)z—(r—r,)x])-dM = 6; 
3) N-c08y+2[w— m Hg) (p—pı)y)-dM= 0; 
4) N(b-c0sa-a-cos 84-2 [u-u,-Kr-1,)y—(g-qu)z]y-dM 
es I HP-P)z—(—r,)x]xdM =0V; 
5) N(a-008sy—c+cos a) + 3|w—wichg-g )a{p-pı)yJx-dM 
— Z[u-u, +r—r,)y—(g-q,)2]2-IM = 0; 
6) Neco⸗ P-b-cosY}+ Z[v—viHp-Pı)2-G—T)x]z-dM 
-Z[w-wrHg-g)-{pP-p)y]y-dM= 0; 
wo fich die I auf alle Elemente der ganzen Mafle dM bee: 
ben, daher im Allgemeinen durch breifache integration gefunden 
werden müffen. 
Diefe Gleichungen vereinfachen fi) dadurch bedeutend, daß 
S der Schwer-Punft und SX, SY, SZ Haupt⸗ Dreh—⸗ Axen ſind; 
denn man bat deshalb 
| S(x-dM) =0, 2(y-dM) = 0, 3(.dM) = 0 
* und 26IM) =0, Z2(xz.dM) = 0, OM O. 
Außerdem ift noch | 
und 
Z(y’+42).dM=Y, I’422).IM=B, IR +yY)dM=6; 
wenn A, B, C die drei Haupt» Trägheitd- Momente in Bezug 
auf die Aren SX, SY und SZ vorfichen. Die vorfiehenden 
fech8 Gleichungen des Gleichgewichts gehen dadurch über in bie 


folgenden: 
N-cosc+-M(u—u,) = 0, 


— N.cos PM(—v) = 0, 
NM.cos/ M(v — w,) = 0, | 
N(b-eosa — arcosf) + Kr —r,) = 0, 
| N(a-c0sy — c-c0osae) + Bd(gq—gı) = 0, 
ı \ N(cecos®—b-c0sy) Up —pı) = 0. 
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erben nun alle hier vorkommenden Größen in Bezug auf - 
den zweiten Körper, beffen Maſſe M! ift, und in Bezug auf defs 
fen Schwer:Punft S! und den dazu gehörigen Haupt » Dreb- 
Aren, durch diefelben Buchſtaben bezeichnet, aber mit oben zur 
Nechten angehängten Strichen, während jeboch N baffelbe bleibt, 
fo hat man für das Gleichgeroicht ber verlorenen Kräfte an Die: 
fem andern Körper noch die nachftehenden ſechs Gleichungen, 
nämlich: 2 
| I Ncosad4+MlwW—u) = 0, 
N.cos f! + M'/w'— vi) = 0, 
N. cos Y'-+-M((w!—w!,) = 0, 
n. N(b!.cos «! — al.cos 3) +-CHKr! — r!,) = 0, 
N(a'.cosy! — cl.cos ea) Big q) 0, 
N(c!.cos Al — h. eosy) A(p- pl) = 0; 


wo N denfelben Werth hat, wie in den Gleichungen (.). — In 
Diefen zwölf Gleichungen kommen die dreigehn Unbekannten u, 
vn wu, Pr» 9, I, U, v7, Wr, pls gu, vr, und N vor; 
und man muß ſich daher noch nach einer Gleichung mehr ums 
fehen, damit man eben fo viele Gleichungen als Unbekannte habe. 
u Ä §. 118. 
Diefe 13te Gleichung ift aber eine phnfifalifche, d. h. fie 
hängt von der phyſiſchen Eigenfchaft der Körper ab, welche fich 
ſtoßen, und namentlich davon, ob letztere ganz unelaftifch, oder 
vollfommen elaftifch, oder nur unvollfommen elaftifch find. 
A. Gind nämlich die Körper ganz: unelaftifch, fo werden 
fie fi an dem Punkte K fo lange zufammendrücen, big der 
Punkt K in den einen, und derfelbe in dem andern Körper in 
Der Richtung der gemeinfchaftlichen Normale gleiche 
. Gefchwindigfeiten haben; und dann ift der Stoß völlig beendigt. 
‘ Nun find aber (nach $. 116. Nr. 2.) die Seiten-Gefchwin: 
Bigfeiten des im erfiern Körper befindlichen Punktes K parallel 
mit SX, SY, SZ, unmittelbar nach dem Stoße, bezüglich 
u+nb—gqic, vitpe—na und wi, +qa—pıb; 


— 
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und diefe nad) der Richtung der Normale zerlegt geben die Ge 
ichwindigfeit in. biefer leßtern Nichtung, 
= (u, -rr,b— q,0).cos« + (-Fpıc— ria) · co⸗ r 
+ (w, +q1a— pıb)-cosy. 

Die nach der Richtung der Normale. zerlegte Geſchwindig— 
keit des Punktes K im anderen Körper M’, unmittelbar nad) 
dem Stoße, ift aber gerade fo ausgebrüdt, nur dag die Buch. 
ftaben ale oben zur Rechten noch Striche hekommen. Die. Gleich; 
heit diefer beiden Geſchwindigkeiten giebt dann, da fie beide nad) 
derfelben Nichtung gedacht werden muͤſen, die folgende 13te Glei⸗ 
chung, naͤmlich: 

—— a (u ———— . cos | 
HU T-+-(v+pıc—ra)<cos ß + (8, -+p/c'—r',aN)-cos Pl) = 
+(w,+q1a—pıb)-cosYy+(w'q!,a'—p'b')-casy' 

Da nun diefe dreigehn Gleichungen (J. II. HI.) in Bezug 
auf die dreisehn Unbefannten, die fie enthalten, vom erften Grabe 
ober einfache Gleichungen find, fo geben fie in jedem Einzelfalle 
die Unbekannten felbft ohne Weiteres, und allemal auf eine ein- 
jige, immer mögliche und vollig beflimmte Weile. 

Dies gilt alfo, wenn bie Körper beide ganz unelaftifch find. 

B. Sind aber die Körper elaftifch, fo beſteht, wie wir be- 
reits (in der Iften Abtheilung des III. Kap.) gezeigt haben, der 
Stoß:and zwei Momenten, naͤmlich aus dem Moment wo bei: 
de Geſchwindigkeiten ded Punktes K in jedem der beiden Koͤr⸗ 
per einander gleich werden, und dang aus dem Momente, it 
welchem die. zufammengedrückten Körper vermöge ihrer Claſtici⸗ 
tät ſoweit auf einander zuruͤckwirken, big Die ‚Körper aus ein: 
ander gehen. 

In dem erftern dieſer beiden Momente des Stoßes iſt alles 
genau‘ fo wie vorher (in A.), wo wir unelaſtiſche Körper vor⸗ 
ausgefet heben. Man beſtimmt alfo die dreizehn Unbekannten 
N, w, vi, wi; Pr- u, 1, WW, v/,, wi, pl gq' r’,, tie 
folche unmittelbar nad) beenbigtem ‚erften Moment des Stoßes 
ſeyn werden. 

In dem andern Momente des Stoßes, wo bie Eloſticität 


— 
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zuruͤckwirkt, erhalten dieſe Körper, einer durch den andern, einen 
zweiten Stoß, bem erfleren völlig gleich, wenn die Körper voll: 
kommen elaftifche genannt werben; oder dag efache (wo e<1 
ift) des erftern (fo daß eN ſtatt N zu ſtehen kommt), wenn die 
Elaſticitaͤt nicht volllommen iſt. Nimmt. man unvollkommene 
Elaſticitaͤt an, und ſetzt man dann e — 1, fo hat man zu 
gleicher Zeit den Fall der vollfommenen Elafticität, während für 
e = 0 der Fall (A.), in weichem die Körper gar nicht ela- 
ftifeh find, wiederum hervorgehen muß. 
Bezeichnet man nun biefelben Größen, welche unmittelbar 
vor dem zweiten Momente des Stoßes u, v,, Wu Pu qu, Fı 
find, fo mie fie unmittelbar nach bdiefem zweiten Momente (alfo 
nach gänzlich beendigtem Stoße) ſeyn werben, bezüglich durch 
U,V,W,P,Q,R, fo finden für ben erſtern Körper (nach 
$. 117.) bie ſechs Gleichungen flatt, nämlich: 


eN:cosac-+ M(u, —U) = 0; 
eN:-c0$-+- Mv, —V) = 0; 
 EN.cosY+-M(w, —W) = 0; 
eN«(b:cosa — a· cos 9) —C(. —R) = 0; 
AN. (a · cosy — cre0se) +>BÜg—O) = 0; 
EN. (c. cos ᷓ — b-cosy)+U(p—P) = 0. 


Eliminirt man aber aus dieſen ſechs Gleichungen und den ſechs 
Gleichungen (I. des $. 117.). die ſechs Unbekannten u,, vu, w,, 
Pı> 91, Fı (dadurch, daß man diefe Gleichungen der Ordnung 
nach bezüglich zu einander addirt), fo erhält man ſogleich: 

/ A-+roN.cos2a-+Mu—TÜ) = 0; 
(IE)N. cos pM(v-V) = 0; 
(Ie)N. cosy/ + M(w—W)= 0; 

IV. (IE)N. (b· cos — a-cosf) + &r—R) = 0; 
(IE)N . (a · cos y— c-cose) +Blg— Q) = 0; 
(1-+&)N«(cecos d — b. cosy) +Up—P) = 0. 

Set man nun in diefe Gleichungen ſtatt N den Werth, 
wie er aus dem dreisehn Gleichungen bes erften Momentes bed 
Stoßes hervorgegangen ift, fo hat man ſechs Gleichungen, aus 


— 
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denen bie ſechs Unbekannten U, V, W, P, Q, Käohne Weite 
ve gefunden werden. v 

Für den andern Körper M! befommt man: nun ganz dhn- 
liche Gleichungen (tie die IV.) in denen N benfelben Werth 
hat. Dieſe neuen ſechs Gleichungen ſind naͤmlich: 

(IE)N. cos M(u - UN) = 0; 
(A-t+s)N-c0sß!+-Miv'—V) — 0; 
(1-Fe)N:cosy!-+- M/(w!-W)= 0; 
V. (I-Hs)N(blecos a! — alıcas B) + Cilr! —Rn=0; 
(1-FE)N(arcosy! — cl«cosa!) +B(d!—QN) = 0; 
/ (1-+E)N(c!«c08 P! — bl.cosY) +Y(p!—PN) = 0. 

Aus diefen Gleichungen (V.) müffen nun U’, V, Wi, Pı, 
O', R! gefunden werden, wie folche unmittelbar nach gänzlich) 
beendigtem Stoße ſeyn müffen. 

Bei vollkommen elaftifchen Körpern ift uͤbrigens & — 1 zu 
nehmen, alfo 2 flat 1+re Bel unvollkommen elaftifchen 
Körpern wird s aus DVerfuchen und zwar in den einfachften Fäl- 
“Ten des Stoßes, wie folche in, der erſten Abtheilung: des dritten - 
Kapitels betrachtet worden find, ausgemittelt. Ä 


. §. 119. 


Der Werth von N fann die „Größe des Stoßed!! genannt 
werden, waͤhrend die Normale an die Oberfläche feine „Rich⸗ 
tung iſt. Diefe „Größe des Stoßes ift als eine „Größe der 
Demwegung!! anzufehen, welche eine Mafle u bat, wenn'alle ihre 
Atome mit gleichen und parallelen Gefchwindigfeiten v begabt 


find, dergeftalt aber daß 
uvv=N 


if. Man kann fich daher ald Wirkung des Stoßed N auf die 
Maffe M vorfiellen, daß ein beliebiger Theil u der Maffe M, 
deffen Schwer-Punft in der Normale KH liegt, mit der Ge 
(hwindigfeit v verfehen worden fey, wenn nur u’und v fo ge: 
dacht werden, daß man _uv = N hat. 


$. 120. 
1. Denft man ſich (Fig. 18.) durch den Punft K eine ge: 


x 
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meinfchaftliche Tangential » Ebene, ‚dann mit leßterer parallel 
durch den Schwer-Punft S eine beliebige Gerade, welche mit 
den Aren SX, SY, SZ die Winkel A, u, v machen mag, fo 
hat man, weil leßtere Gerade auf der Normale HKH fenfrecht 
ſteht 
cos Acos P 608 u-C08 P-F-cC08V-cosy — 0. - 
Multiplicirtt man daher die erftern drei der Gleichungen (IV. 
des $. 118.) begüglich mit cos, cosu und cosv\und adbirt 
man die Nefultate, fo erhält man 

(u — U) cos 2 + (v— V)eosu +(w— W)cosv = 0, 
mährend in diefer Gleichung der Ausdruck zur Linken die, nad) 
irgend einer Richtung parallel mit der gemeinfchaftlichen Tan: 
gential:Ebene an K, zerlegte Aenderung der Gefchwindigfeit bes 
Schwer: Punfts S ift. / 

Parallel mit der gemeinfchaftlichen Tangential⸗ ⸗Ebene iſt da⸗ 
her die Geſchwindigkeit der Schwer - Punfte unmittelbar vor 
und nad) dem Stoße allemal eine und biefelbe, die Körper md: 
. gen unelaftifch oder beliebig elaſtiſch ſeyn *). — Wenn man 
daher unmittelbar nach dem Stoße die mit der Normale HKH! 
parallelen Gefchwindigfeiten der Schwer: Punkte kennt, fo Fann. 
man folche bezüglid) mit der auf HKH! fenfrechten verbinten 
(wie leßtere unmittelbar vor dem Stoße geweſen ift) und man 
hat die wahren Gefchwindigfeiten der Schwer Punkte: unmittel: 
bar nach dem Stoße. 

I. Multiplicirt man dagegen die drei Iehtern ber Gleichun- 
gen (IV. des $, 118.) bezüglich mit cosy, cosß und cose, 
fo giebt die Summe der Nefultate die Gleichung 

Er — B)roosy +Bq— 0) cos ß-+Up — P).cosa — —0, 
d.h 
Sr-cosy4Bg- «cos P+Ap-cos a = ER-c0s7+BQ- cos 94 UP+c0s 
Diefe beiden gleichen Ausdrücke find aber (nach) $. 98. Nr. 


*) Died Refultat gehört zu denjenigen, die ſich a priori einfehen laſ⸗ 
fen, fo daß die Rechnung nur befätigt, was ohne Rechnu ung längſt erkannt 
worden war. 


X 


\ 
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27.) die Summe ber flatifchen Momente aller in dem Augens 
blicke vor und nach dem Stoße in M vorhandenen „Größen 
der Bewegung in Bezug auf die Normale HKH! al Mo: 
mentensAre genommen. — Alfo find diefe Summen der 
fatifchen Momente unmittelbar vor und nad) dem Stoße, bei 
unelaftifchen oder beliebig elaſtiſchen Koͤrpern, allemal einander 
glleich. 
Dabei mag man nicht uͤberſehen, daß bei elaſtiſchen Koͤr⸗ 
pern, im Momente der größten Zuſammendruͤckung, alfo unmit: 
telbar ehe die Elafticitit zu mwirfen beginnt, die Körper fich ver: 
halten, wie wenn fie unelaſtiſch wären, ſo daß alfo z. B. dieſe 
Summe der ftatifchen Momente, auch im Moment der größten 
Zufammendrüdfung noch immer eine und diefelbe if. ı 
ee 7) 
Betrahtung diefer Kefultate in einigen befondern Fällen. 
1. Segen wir num sunächft voraus, daß die Normale KH 


durch den Mittel-Punft S der Maffe M bindurchgehe. In die 
fem Sale hat man offenbar 


a _b _ ce 
cooa cos " cosy’ 
und deshalb gehen jest die drei Ießtern der Öleichungen (IV. 
des $. 118.) über in , 2 


np, gqy=Q, r=R; 


d. h. der Körper M bat dann unmittelbar nach mie unmittel- 
bar vor dem Stoße diefelben Winkel: Gefchwindtgfeiten der Dre; 
hung um die drei Haupt-Dreh:Aren, alfo dieſelbe augenblick⸗ 
liche Dreh: Are und diefelbe Winkel-Geſchwindigkeit der Drehung 
um ſelbige. Der Stoß hat alfo dasmal bloß Einfluß auf bie 
- fortfchreitende Bewegung des Schwer » Punfted S, 'und feinen 
auf die drehende Bewegung des Körpers. — Dies gilt, die Koͤr⸗ 
per .. beliebig elaftifch ober gang unelafifch feyn. 

‚Geht die Normale HKH! durch beide. Schwer Punfte 
S un Ss! (Sig. 25.) zugleich/ ſo daß nicht bloß 
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1) a bb _oce 
coo« cosß cosy' 
‚fondern auch) | ‘ , 
al b! c! 
2) cos cosfl * cosy! 
ift, fo geht die Gleichung ($. 118. III.) über in 
3) u,-cos@ +v,-cosf + w,:cosy 
+ulcosa! + v' cos f! + w! -cosy! 0. 


Nun geben aber die drei erftern ber Gleichungen ($. 117.1.), 
indem man fie bezüglich) mit cos, cos, cosy multiplicirt und 
addirt: | | 
4) 2 + (u—u,).c08s a+(v—V,).c08 Bw —w,):cos v—!0. 


Ebenfo erhält man dann aus ben drei erftern der Gleichungen 
($ 117. IL) 


6) —— al (vv! ).eosß!+ (ww! ).cosy! =U. 
Addirt man aber dieſe legtern drei Gleichungen, fo ergiebt ſich 


6) + atür00sa-tvecosA-4-wecosy 
-+ul.cos «!-+v/.cos f!+wl.cosy! = (0. 
Sind nun 9 und H! die wahren Sefchwindigfeiten ber Schwer: 
Punkte S und S’ unmittelbar vor dem Stoße und SL, SL! 
die Richtungen berfelben (Big. 25.), fo hat man 
 —6.cosKSL == urcos« -+vecasß -F w«cosy; 

2 | — 0!.cosKS’L! = ul.cos a! + v'.cos P! + wi.cosyl. 
Dadurch geht aber Die vorſtehende Gleichung über in 
8) N= U 6:c0sKSL+Oh.cosKSıLN, 
Diefer Ausdruck zur Rechten muß nothwendig pofitio werben, 
und waͤre dies nicht der Sal, fo wäre folches ein Beweis, daß 
dasmal gar Fein Stoß ftatt findet. 

Eind ferner SI und SA die Richtungen der Bewegung ber 
Schwir-Punfte in dem Augenblicke der größten Zufammendrüf: 
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fung und O,, 04 die Gefchwinbigfeiten felbft, in bemfelben Au: 
genblicke, fo bat man nod) 
—(,-cosKSl == u,.c08& +v,.cosf +w,-cos, 
9) — 0! «cosKS!l! = ul, -cosa!+ vi -cos A+w!,-cosy'. 
Subſtituirt man daher diefe Werthe aus (7. 8. und 9.) in 
die Gleichungen (4. und 5.) fo ergiebt fich noch) 
M0.cosKSL — M/d!.cos KS!L! 


6,cosKSl = M+M! 
10) M'!0!.cosKS’L! — M9- cos KSL 
0! .cosKS/l! — — rom — 


Diefe nach der Normale HKH! zerlegten Gefchwindigfeiten 
ber Schwer-Punfte im Augenblicke der größten Zufammendrüf: 
fung bei elaftifchen Körpern, oder unmittelbar nach beendigtem 
Stoße bei unelaftifchen Körpern, find alfo (tie man aus den 
Sormeln 10. fieht) allemal einander gleich und einander entge⸗ 
- gen; (in unferm befondern alle). 

Unmittelbar nach völlig beendigtem Stoße elaftifcher Körper 
bat man auch, wenn jet 9,, 0', die dann vorhandenen Ge: 
fchwinbigfeiten der Schwer: Punkte, und SI, SU ihre Richtun⸗ 
gen vorftellen, 
0,.cosKSl = TU.cosa -+-V:cosß +Wecosy, 
0!1,-cosKS!l! = Ul.cosal-+ V!.cos BP! Wl.cosy!. 

Multiplicirt man daher die drei erftern ber Gleichungen 
(IV. des $. 118.) bezüglich mit cos, cos, cosy, addirt man 
die Reſultate und fegt man ſtatt N feinen Werth (aus 8.), fo 
wie flat u-cosa-t-v+cos B-+-w-cosy und flatt U-cosa-+-V.-cosß 
-4+-W:cosy ihre Werthe (aus 7. und 11.), fo erhält man 
12) O,rcooKSI= (M—-:MN0. — ——— ‚cosKSIL! 
und für den andern Körper eben fo (aus $. 118. V.) 

13) 0 1,,eosKStl! = (M!-eM)0!. en .d. cosKSL 
welche Gleichungen für & = 0 wiederum in bie Vormeln (10.) 
uͤbergehen, wie dies ſeyn muß. 


11) 
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IH. Denft man fich den Fall CH.) noch einmal, aber-un- 
ter der Voraugfegung, daß die Schwer⸗Punkte S und S' fich 
vor dem Stoße in der Normale HKH! bewegen, fo bat man, 
indem 0, 0', 61, 0', allemal pofitiv genommen worden, 
cooKSL = +]; cos KSL. XI. 

Die auf HKH! ſenkrechten Geſchwindigkeiten ber Schwer⸗Punkte 
find dasmal der Null gleich vor dem Stoße, alfo (nad) 
$%. 120. I.) auch noch nach dem Stoße. Aber eben deshalb ift 
nad) dem Stoße auch noch | 
cooKSl==1 ud cosKSIl! = 1. 
1) Gehen z. B.8 und 8 vor dem Stoße beide von HI! nad) 
H, fo ift 
coeKSL = —1, cosKSL!= +1, 
aljo (nad) 12. und 13.) 
— MI — MIO — 61 


0 = MM 
91 — + MO+M0 — MO 0) 
== M--M! 


und cosKSl = =£1, fo wie cosKSl! = #1, 
wo alle die obern (-H oder —) Zeichen gleichzeitig gelten, oder 
die untern alle, nach der Bedingung, daß 9, und O!, poſitiv 
werden müffen. 

2) Beben aber die Schmwer- Punkte S und S! auf ber Nor: 
male gegen einander, fo bat man 

cooKSL = cosKS'L! = -F1, 

und die Gleichungen (12. u. 13.) geben 


cosKSl = 1, cosKSil! AI, 
und 
0. — — Mi! _ MO +0N) 
1 — ’ M-+-M' ’ 
9, — MO — M'0'+2M(9 +0) 
‚, M-+M' ’ 


wo die obern oder die untern (+ ober —) Zeichen genommen 
merden müffen, fo nämlich) ‚daß 01 und 0', immer pofitia werben. 
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Dieſelben Nefultate haben wir bereitd in den ($$. 20. 
und 21.) für den Fall erhalten, dag homogene Kugeln unter 
den biefigen Vorausſetzungen fich floßen. Hier fieht man, daß 
diefelben auch für nicht Fugelförmige Körper gelten, fobald fich 
nur die Schwer: Bunfte vor dem Stoße in der gemeinfchaftli 
chen Normale bewegen. 

Setzt man hier e = 0, fo hat man den Fall der nicht ela⸗ 
flifchen Körper, und auch den Fall der elafifchen im Augen: 
blicke. ihrer größten Zufammendrückung, noch ehe bie Elafticität 
bat anfangen fönnen zu wirken. 

IV. Gebt man wieder den Fall II., aber überbieg M'—=M 


‚voraus, fo geben die Gleichungen (12. und 13.) das Refultat: ' 


O,-cooKSl =X1—:)0-cosKSL—X1-H:)0!-cosKS’L!, 
0! -cosKS’l! = K1—e)0!.cosKS'!L!—41-+E)0-cosKSL; 
und diefe Mefultate laffen fehen, daß bei vollfommen elaftifchen 
Körpern und unter den übrigen (in IL) gemachten Voraus: 
feßungen, die, parallel mit der Normale HKH! genommenen Ge 
fhwindigfeiten der Schwer: Punfte unmittelbar vor und nad) 

dem Stoße fi) austaufchen. (Vgl. $. 20. Anmerf. 2.) 

V. Iſt alles wie in (II.) vorausgefeßt, ift aber S’! vor 
dem Stoße in Ruhe und zu gleicher Zeit die zugehörige Maffe 
M! gegen die andere M fehr groß, die a alfo gegen die 


erfiere außer Ace zu laſſen (d. h. der Bruch 17 M der Null gleich 


su feßen), fo zeigen die Formeln (12. und 133: 

1) daß bei unelaftifchen Körpern die Schwer - Punkte sı und 
S nach dem Stoße gar feine mit der Normale HKH’ parallele 
Gefchwindigfeit haben; 

2) daß bei vollkommen elaftifchen Körpern der Schwer:Punft 
S nad) dem Stoße dieſelbe mit der Normale paraliele Geſchwin⸗ 
digkeit hat, wie dor dem Stoße, aber in der genau entgegen: 
gefetten Richtung. — Daraus folgt noch 

3) dag bei vollfommen elaftifchen Körpern der Abgangs⸗ 
Winkel ASN des Schwer-Punftes S mit der Normale, dem 
Eingangs: Winkel ESN deſſelben (mit der Normale) genau gleich 


—— — — 
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‚if, in fo fern vor und nach dem Stoße bie auf der Normale 
SKS! fenfrechte Gefchtwindigfeit diefelbe bleibt. Die (Zig. 25.) 
läßt dies -augenfällig erfennen, auch daß beide Winkel in einer 
lei Ebene ſich befinden, und daß die Abgangs: Sefchwindigfeit 
(in der Richtung SA) der Eingangs: (oder Einfald-) Ge: 
ſchwindigkeit (in der Richtung ES) genau gleich ift *). 

Anmerf. Wenn die Körper, bie fi) ſtoßen, homogene 
Kugeln find, fo ift die Bedingung (II), daß ihre gemeinfchaft: 
liche Normale an K, durch die Schwer⸗Punkte derfelben bin 
durchgehe, allemal erfüllt. Daher gelten die Folgerungen (II. 
"bis V.) wenn die übrigen Bedingungen erfüllt find, für Kugeln 
allemal, und namentlich alfo ändern ſich bei dem Stoße ber 
Kugeln, fo lange die Neibung unberuͤckſi chtigt bleibt, nie die 
Rotations⸗Bewegungen derſelben. 


6. 122. 
Beſonderer Fall einer Rotatlond-Aenderung. 


Betrachten wir jest ben Einfluß des Stoßes zweier Körper 
auf die Notations- Bewegung bderfelben, in ‚einem einfachen Bei: 
fpiele, in welchem aber die gemeinfchaftliche Normale HKH! 
durch den Schwer» Punft S der Maffe M nicht Hindurchgebt. 

-Seßen wir nämlich voraus, daß die augenblickliche Dreh 
Are von M im Augenblicke des Stoßes, mit ber Haupt⸗Dreh⸗ 
Are SZ zuſammenfalle, ſo tp= q = 0. Setzen wir fer 
ner voraus, daß der Punkt K und die gemeinfchaftliche Nor⸗ 
male HKH! fi) in der Ebene XSY der beiden andern Haupt⸗ 
Dreh⸗Axen SX und SY befinden ft c=cosy—=0. 
Setzt man nun 


‘ p 
*) Dieß iſt alſo z. B. im Billard⸗Spiel der Sal, wenn die Banden 
und Bälle vollkommen elaſtiſch find, auch bei dem Zurückprallen der Kano- 
nenkugeln von fetten Gegenfänden, wenn Kugel und Gegenſtand als voll⸗ 
fommen elaftifch vorausgefest werden, und wenn jedesmal die Reis 
bung unberüdfichtigt bleibt. Die Reibung eines fich drehenden Kör⸗ 
vers an ‚einem Andern bringt aber eine Aenderung in der auf die Nors: 
male fenkrechten Gefchwindigfeit und daher auch einen andern Abgangs⸗ 
Winkel, ald der Einfalls- Winkel ift, hervor. 


— — — mu — wm nn 


N 
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p=I, q=0I, c=0d md wy=0 


in bie zwei letztern der hichungen ($. 117. I. oder $. 118. 


IV.), fo erbätt man nod) 

pı = 0 und q = 0, oder P O und Q— 0; 
d. h. die Koͤrper moͤgen unelaſtiſch oder beliebig elaſtiſch ſeyn, 
fo dreht ſich doch die Maſſe M unmittelbar nad) dem Stoße 
noch immer um. diefelbe Haupt⸗Dreh⸗Axe SZ, wie unmittelbar 
vor dem Stoße, jeboch mit veränderter Winkel⸗Geſchwindigkeit, 
während ohnebieß, bei ‚jedem Stoße, die Lage der Schwer: 


Punkte und der zugehörigen Haupt» Dreh: Aren unveraͤndert die⸗ 


ſelbe bleibt ($. 115.). 


Nehmen wir ferner noch an, daß M! eine homogene Kugel 


it, daß man alfo 


— — — EEE — — * 


cosa!  cosß! cosyl 
bat, fo wird die 18te Gleichung des Stoßes ($. 118. IL.) für 
unelaftifche Körper jetzt fo: 
(b-cos&—.a.-c08 P)-r, Fu, -k0sa-+-v,cos ⸗ 
“ru! eos al--Vl scos I-+wi .cosy! — 0. 


Verbindet man biefe Gleichung mit ben. Steidungen ( (121.1. 


NNr. 4. 5.), fo erhält man 
N 


mtr + mit (b eC0O8ST—2:C0S$ Ar, Fu-cos v· cos 9 


-Ful.cos a!}vl.cos Al+wlcosy!=0. 


Sind ferner 5 und I die Winfel, welche die Richtungen der 
Gefchwindigfeiten 0 und 0! ber Schwer: Punkte S und S’ mit 


der Normale KH machen, fo hat man noch 
u-cos -Fv:cosß == 0.cosö 
ul-cos al -+- viscos Pl + wl-cosy! = — Ol.cos öl 


für die nach der Normale zerlegten Geſchwindigkeiten der Schwer: 


Punkte. Daher wird die vorftehende Gleichung, wenn man r, 
mittelſt der vierten der Gleichungen ($. 117. L) eliminirt, 
jetzt ſo: 
N, N, (becos ꝙ-acos P)?-N LO 
Mm'w + areas pr | 
+0.cosd-G!.cosöl =; 


IH. [23] 
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moraug Ä x 
No MMIC. [ (a-cos d?—b-cos & )r-+ Ol.cos ö! — 0.cos 6) 
— (M-+-M!)EC-+- MM! (bcosa — a-cos ) 

hervorgeht. Mittelſt dieſes Werthes von N erhält man zuletzt 
aus ben drei erftern ber Gleichungen (I. $. 117.) ober (IV. 
$. 118.) die Werthe u,, vi, wı bei unelaftifchen Körpern, oder 
U, V, W bei elaftifchen, aus welchen die Geſchwindigkeit des 
Schwer :Punfteg S unmittelbar nach dem Stoße zufammenge: 
fegt werden kann. Eben fo erhält man biefelben analogen Re 
fultate auch für S! und zwar aus ($.117. II. und $. 118. V.). 

Der Stoß N muß immer pofitio ſich ausrechnen. Sände 
das Gegentheil ftatt, fo wäre bieß ein Beweis, daß dasmal ein 
Stoß gar'nicht flatt hat. Der Werth von r muß pofitio oder 
negativ in Rechnung gebracht werben, je nachdem: die Anfangs: 
Potationd- Bewegung um SZ, von SY nah SX, oder im ent 
| gegengefegten Sinne ftattgefunden ha. 


J 


$. 128. 
Stoß zweier nicht freien Pörper. 

Sind die Körper, bie ſich ftoßen, nicht frei, fo finden gang 
bdieſelben Principien für die Beſtimmung ber Wirfung des Sto⸗ 
Bes ſtatt, nur daß zu den verlorenen Kräften, welche die Gleich 
getvicht8» Gleichungen liefern, noch die Erfchütterungen hinzuges 
rechnet werden müffen, welche die Stellen, wo bie Körper nicht 
frei find, ald Gegen: Wirfung erfahren. — Man fann aber in 
befonderen Fallen blos die befonderen Bedingungen des Gleich- 
gewichts nehmen, und dieſe Erfchütterungen ber feften Punfte 
ganz außer Acht laffen. 

L Iſt z. 2. ein Punkt S des Körpers M, abfolut feft, 
ſo daß fich der Körper um felbigen noch beliebig drehen. kann, 
fo lege man durch, ihn die ihm zugehörigen drei Haupt+ Dreh⸗ 
Aren SX, SY, SZ. Da nun vor und nach dem Stoße bie 
Seiten: Gefchtwindigfeiten des Punktes S, alfo in den ($$. 116. 
117.) die Werthe von u, v, w, u,, v1, w; der Nuf gleich 
find, desgleichen auch U, V, w (im $. 118. B,); da ferner, 
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weil der Punkt S abſolnt feſt iſt, ftatt der ſechs Gleichungen 
(NNr. 1.—6. des $. 117.) nur die drei leßtern (4. — 6.) 
ftatt finden, fo erhält.man basmal genau wieder die drei letztern 


u der Gleichungen ($. 117. 1). Zügt man zu biefen drei Gleichungen 


noch die ſechs Gleichungen ($. 117. IL) für den andern Körper 
M! und noch die Gleichung ($. 118. III.) hinzu, fo hat man sehn 
Gleichungen, aus denen die zehn Unbefannten pı, qi, Tı,-U 
vr, wi, pl gu, rı und N ihre Beſtimmung finden müffen: 
Alles für den Fall, daß die Körper nicht elaftifch find. - Sind 
fie aber elaftifh, fo kommen ftatt der drei Gleichungen ($. 117. 
I.) die drei leßtern der Gleichungen ($. 118. IV.) und die ſechs 
Gleichungen ($. 118. V.). St dann N aus ben vorher ge 
nannten zehn Gleichungen, tie fie für den Augenblick der größten 
Zufammenbrücfung ftatt finden, beftimmt, fo geben die letztern 
neun Gleichungen P', Q'/, R’/, U’, V!, W! und P, Q,R 
noch dazu. 

II. Iſt aber der Körper M an eine fefte Are SU gefnüpft, 
um die er fich nach. Belieben drehen kann, ohne ſich auf ihr 
fchieben zu fünnen, fo ift in den ($$. 116. 117.) u=v=w 
zu=v=w, = 6; ferne aud, wenn man bie Koor 
dinaten» Are SZ mit SU zufammenfallen laͤßt, noch p=4=0 
und auch pı = dı = 0. — Es findet endlich dasmal nur 
eine Bedingungss Gleichung des Gleichgewichts flatt, nämlich 
die Gleichung ($. 117. Ne. 4.) und dieſe wird unter den jetzi⸗ 
gen Voraugfeßungen, wenn C das Trägheitd- Moment des Kör- 
pers um SU oder SZ vorſtellt; die nachſtehende, nämlich: 

N.(b-cosa— a-c08 9) -+-C- (—r) = 0, 
welche genau wieder mit der Aten der ſechs Gleichungen ($. 117. 
1.) zufammenfält, obgleih SZ dasmal nicht gerade eine Haupt⸗ 
Dreh Are iſt. 

Dieſe Gleichung in Verbindung mit den ſechs Gleichun⸗ 
gen ($. 117. IL) für dem! zweiten Körper und der Gleichung 
($. 118. III.), geben nun bie acht Unbekannten N, r,, ul, 
vli, w, pı qı r.. 

Sind die Körper elaftifch, fo beftimmt man auf bie ea j 

[23*] 
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Befchriebene Weife den Druck N aus’ denfelben acht Gleichun⸗ 
gen für den Moment der größten Zufammendrücdung der Körs 
per. Dann aber erhält man noch für den Körper M tie Glei- 
hung | 
(1L-HE)N(b-eosa — arcos P)-+ Cr—R) = 6, 

und noch die ſechs Gleichungen ($. 118. V.), für den zweiten 
Körper M'; und beſtimmt aus den Iegtern fieben Gleichungen, 
da N fchon befannt ift, die fieben Unbefannten R, U, V', 
Wi, P', Q!, R noch dazu. 


%. 124. 
Sleichzeitiger Stoß dreier oder mehrerer Körper. 

Stoßen ſich mehrere Körper gleichzeitig, fo bringt man die 
verlorenen Kräfte eines jeden einzeln in's Gleichgewicht, dadurch 
daB man zu dieſen verlorenen Kräften fo viele unbefannte „Groͤ⸗ 
Ben des Stoßes“ N, N’, N, Hinzufügt, als diefer Körper 
(bei dem Stoße) von den übrigen Körpern gleichzeitig trifft, jebe 
in der Richtung der gemeinfchaftlichen Normale und von außen 
nach innen genommen, damit fie immer einen pofitiven Werth 
habe. Man erhält dann Gleichungen genug um die Unbefanns 
ten alle befiimmen zu können, wenn man nur nicht unterläßt, 
Stoß und Gegen⸗Stoß in je zwei fich floßenden Körpern von 
einerlei „Größe! fich zu denfen, und die Gleichung ($. 118. 

III.) für je zwei bderfelben, die fi ch ſtoßen, gehoͤrig in Anſatz 
zu bringen. 
| Als Beifpiel betrachte man drei homogene Kugeln, deren 

Maſſen besüglihh M, M! und u, und deren Schwer :Punfte be: 
züglich S, S’ und o find. Wir wollen vorausfeken, daß u un- 
mittelbar vor dem Stoße in Ruhe geweſen fen und gleichzeitig 
von den beiden andern Körpern M und M! in K und Ki (Sig. 
26.) getroffen werde. Wegen der NWorausfegung, daß die Kür: 
‚per homogene Kugeln find, bleiben die Notationd: Betvegungen 
vor und nach dem Stoße bei einer jeden, biefelben; es wird alfo 
nur darauf anfommen, die fottfchreitenden Bewegungen ber Schwers 
Punfte nach dem Stoße zu beflimmen. — Es feyen zu dem 
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Ende a, b, c die, nach den drei im Raume feften Koordinaten: 
Aren OX, OY, O2 zerlegten Seiten: Gefchwindigfeiten des Punk⸗ 
te8 S, und a’, b’, c! biefelben in Bezug auf S’, beide vor dem 
Stoße. Nac dem Stoße, wenn die Körper unclaftifch find, 
ober im Augenblicke der größten Zufammenbrückung, wenn fie 
elaftifch find, mögen diefelben Seiten » Gefchwindigfeiten bezüglich 
in u,v, w und ul, v/, wi übergehen, während u,, v,, wı 
die auf biefelben Koordinaten: Aren bezogenen gleichzeitigen Sei⸗ 
ten» Gefchwindigfeiten von o vorftellen follen, welche vor dem 
Stoße der Null gleich vorauggefegt worden find. Es feyen fer: 
ner a, ß, y und al, A, yi bie Winkel, welche bezüglich Ko 
und K’o mit ben drei Aren OX, OY, OZ maden, und N 
‚und N’ feyen die Größen der Stöße, welche M und /, desglei⸗ 
chen M und / einander mittheilen. Man bat dann, swifchen 
den verlorenen Kräften und biefen Größen ber Stöße N und 
N’ dreimal drei Bedingungs - Gleichungen des Gleichgewichts, 
naͤmlich: 

M(a — u) — N.cos 0, M«b — v) — Necosf ==0, 


/ M. (c —w) — Nec0sy = 0; 
1 M/al—uN)—N!.cos —E 0, M'\.«(b!—vN) — N cos 0, 
) M'«(c'!—w!) — N’.cosy!=0; 


N-cos a-+-Nlöcos a/-uu, =0, N-cos A+N!.cos P—uv, —=0, 
N.c0osy+N!.cosy'-uw, =0. 
Außerdem erhält man aus ($. 118. III.) noch die beiden Glei⸗ 
chungen 
u,.e08c +Vj°cosß-FW,°C0syY = UrC08& + vecosß-F w-cosY, 
u,+c08 @'}v,+cos Al4+w,-cosy!=ul.cos a!+vI-cos Pl+wl:.cosyt; 
und Diefe 11 Gleichungen reichen hin, um bie 11 Unbekannten 
N, N’, u, v, w, u, v/, w’ und u,, v,, w, zu beftimmen. 
Wird der Winfel 
3) Sos! = 6 
gefeßt und bedeuten k und k! die nach SK und S'K! gerlegten 
Geſchwindigkeiten ber Schwer: Punkte S und S! vor dem Scebe, 
ſo hat man 
4) cos ôêß = cosa«cosa!+4+-cos P-cosfP!-4cosy cos y 


3535 Dynamit felter Körper, Rap. IX.  $.124. 


5) k = acosa + b.cosf -F c-cosy, 


k'! = al.cosa!-+bl.cos fl! + cl.cosy'. 
Nimmt man biefe Gleichungen und verbindet man fie noch mit 
den Gleichungen 
coo@®-+cosf?+cosy? = 1, cosa-4-cos Bageosyii =1, 
fo erhält man halb aus den Gleichungen (1.) 

/ 


ucc0s@ Pv. cor Aw-cosy —= k— —, 
N! 
ul.cos @/->vl.cos Blpwl.eosy! =k!— 1T 
6) M 
9— 
u cos -+-v,.cosß+ w, cosy = me, 
! . 
u,+cosal-Fv,.cos BlIwj-cosy! = NI+Ne0sd 


Mittelft dieſer Gleichungen gehen aber die Gleichungen uͤber 


in 
ı Mık = N M + u)-+- N/M.cosd, 


Muk! = NM! u) + NMl!.cosd; 
woraus hervorgeht 
k(M'-+u)Mu —k!MMluscosd 


7) = (M + u) (M! + u) — MM!.cos ö? 
und 
8) N k(M-+-u)Mlu — kMM/uscosö 


— (M-+u)(M-Fu)—MM!.cos 0? 
Segt man diefe, immer pofitiven Werthe in die Gleichungen (1.) 
ftatt N und N’, fo erhält man ohne meitläufige Nechnung fc: 
gleich die neun Seiten: Sefhmwinbigfeiten der drei Schwer: Punkte 
S, S’ und o unmittelbar nach dem Stoße; wenn nur alle 
drei Körper unelaftifch find. ' . 
Sind diefelben Körper aber elaftifch, fo gilt die vorſtehende 
Rechnung nur für ben Augenblick der größten Zufammendrückung 
(den wir swifchen M und u, und swifchen M! und u 
als einen und denfelben annehmen wollen). Bezeichnen 
nun nach gänzlich beendigtem Stoße, U, V, W, U!, Vi, Wi 
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und U,, V,, W, diefelben Seiten⸗Geſchwindigkeiten, welche im 
Momente des größten Zufammendrüdens u, v, w, ul, w, wi 
und u,, v,, w, genannt worben find, fo bat man vermöge ber 
Betrachtungen ($. 118. B.) noch bie neun Gleichungen 
.Mu— D) — MN. cos =0, M — V)— eN.cosf =0, 
“ M(w— W)— eNecosy ==0; 
MKu!—U!N) — ENlscosal =0, M/lwi— Vi) — sNl.cos dl —=0, 
M((w—WN)—eN!.cosy!= 0; 
eN-cosa-FeN!.cosa!' Fulu —U, = 0, 
eN-cos ß-FeNl.cos#! Hu, —V,) = 0, 
eN.cos + eN!.cosy! +u(wı—W;,) = 0. | 
„ Eliminirt man aus biefen Gleichungen und aus den Gleichun⸗ 
gen (1.) Die neun Unbekannten u, v, w, ul, v!, w/, u,, v, 
und w, (dadurch, daß man die Gleichungen des einen und dee 
andern Syſtems, der Ordnung nach, paarweife abbirt), fo geht 
noch hervor: | 
g M(a — U) — (1-Fe)N-cos« = 0, 
Mb — W— (L-H9)N-c0osß — 0, 
lc -— W)— (IE)N cos = 0; 
Ma! — UN) — (1Fe)N!.cosal = 0, 
‚Mb! —- V)— (1Fs)Nl.cosß! =0, ” 
Mic —WY)— (1-Fe)Nl.cosy! = 0. 
(L-FoON-eosa-+(1-Fo)Nlcosa'— uU, = 0, 
(I s)N-cos $ + (1L-Fo)N-cosßl!— uV, = 0, 
(L-+o)N-cosyY-+-(1+ s)Nl.cosy! —uW, —=(. 
Subſtituirt man nun in biefe legten neun Gleichungen ſtatt 
N und N’ die vorher gefundenen Werthe (für den Augenblick 
des größten Zufammendrückens), fo erhält man fogleich U, V, 
W, U, VI, WI, U,, V, und W.. 

Sest man e = 1, fo hat man den Zall der vollfommenen 
Elafticität, und für e = 0. muß ber Sal ber unelaftifchen Koͤr⸗ 
per daraus hervorgehen. 

Die Gefchwindigfeiten der Schwer⸗ Puntte Ss, Stud o 
nach dem Stoße würden noch biefelben bleiben, wenn die 


’ 
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Stöße von M unb M! gegen u, nicht gleichzeitig, aber doch 
in einem fo einen Zeit» Unterfchiebe auf einander folgten, daß 
in dieſer fehr Kleinen Zeit die Punkte S, S’ und o noch nicht 
merflich aus ihrer Stelle gerückt find. Auch braucht der Augen- 
blic& des größten Zufammendrücdens an K und K’ nicht not. 
wendig derfelbe zu ſeyn, wenn fie nur ebenfalls nicht mehr als 
nur fehr wenig von einander verfchieden find. 


ı. 
‘ 


Die Dynamik fefter Körper. 


ı ——— J 


Zehntes Kapitel. | 


Allgemeine Betrachtungen und allgemeine Gefene der Bewe- 
gung eines beliebig fetten oder Iofen Syſtems von Körpern. 
Don den Eleinen Schwingungen eines ſolchen Syſtems. » 


Vorerinnerung. 


M, auch ein feftes ober loſes Syſtem von Körpern in Bewegung geſetzt 
feyn und in der Bewegung erhalten werden mag, fo wird man doch immer 
die Gleichungen der Bewegung fich dadurch verfchaffen, daß han nach bem | 
„dv Alembertfchen Principe” die verlorenen Kräfte alle in dem vorliegen- 
den Spfteme in’s Gleichgewicht fegt, d. h. bie Bedingungs⸗Gleichungen 
des Gleichgewichts zwiſchen dieſen verlorenen Kräften in diefem Syſteme 
auffucht und hinfchreibt. , 

Diefe Bedingungs- Gleichungen de Gleichgewichts erhält man aber alle 
aus dem „Principe der virtuellen Gefchmwindigkeiten”’ (IL Th. Kap. X.). 
Wir wollen daher in dieſem Kapitel den Verſuch machen, aus diefen bei- 
den ganz allgemeinen Gefegen (nämlich dem d'Alem bertſchen und dem 
der virtuellen Geſchwindigkeiten) für irgend ein in Bewegung ſich befin⸗ 
dendes feſtes oder loſes Syſtem von Körpern, welches wir von beliebigen Kräf⸗ 
ten ergriffen uns denken, allgemeine Eigenſchaften der Bewegung abzuleiten. 
Nächſt dieſen allgemeinen Eigenſchaften kann man dann, wenn das Syſtem 
and die darauf einwirkenden Kräfte näher beſtimmt find, auch die Einzel⸗ 
heiten einer jeden befondern Bewegung auf demfelben Wege noch dazu ers 
halten *). 


*) Lagrange mar der erfte, welcher (in feinem früher fchon empfohles 
nen Werfe: Mecanique analytique) auf eine eben fo großartige als einfache 
Weife nicht bloß die ganze Statik, fondern auch die gefammte Dynamik 
von dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten abhängig machte. Wenn 


f 
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Erſte Abtheilung. 
Allgemeinſte Gleichungen der Bewegung. 


$. 126. 
Allgemeinſte Gleichungen ber ſtetig geänderten Bewegung. 

J. Es ſeyen m, m’, mit, zc. eine beliebige Anzahl von 
Maffen- Elementchen, welche beliebig unter ſich feft oder lofe zus 
fammenhängen; e8 ſeyen x, y, 2; x, yI,z/; xl, yu, zii; x. 
bie auf drei im Raume fefte und rechtwinkliche Koordinaten 
Aren OX, OY, OD begogenen Koordinaten» Werthe derfelben 
gu irgend einer Zeis t, und 

1) L=0, LU 0, LI = 0, xc. 
die Gleichungen, welche zwiſchen dieſen Koordinaten » Werthen 
x, y,2; x, yl, z'; xl, ꝛc. gu jeber Zeit t ſtatt finden follen, 
und welche ben feſten oder loſen Zuſammenhang dieſer Maſſen⸗ 
Elemente m, m!, ꝛc. unter ſich, zu jeber Zeit t, ausdruͤcken *). 

Sind dann X, Y, 2; X, Y, ZI, Xu, Yu, zu, ꝛc. die 
an die Atome ber Elementchen parallel mit OX, OY, OZ gu 
Ende einer jeden Zeit t noch binzutretenden befchleumigenden 
Kräfte (fo daß mX-dt, mY-dt, mZ-dt; m’X!.dt, ıc. bie an bie 
Elementchen hinzutretenden beiwegenden Kräfte vorftellen), fo 
find (nad) $. 18.) die verlorenen Kräfte ausgebrückt durch 

mX—Hr), m(Y—dy), me —d% anım, 

m(X!— Hr), wmi(V— Hy), m(—8°7N) an m, 

u. f. w. f.; wo alle 8 fich auf bie Zeit t begiehen. Diefe vers 
lorenen Kräfte müffen alfo im Gleichgewichte eben. 


wir hier bis jegt in der Dynamik nicht diefem Beifpiele gefolgt find, fo 
tonnten und nur päbagsgifche Nückfichten davon abhalten, in fo fern es für 
den erften Unterricht immer vorzuziehen iſt, das Einzelne, Beſondere zuerſt 
kennen zu lehren, nnd zuletzt erſt das Allgemeine folgen zu laſſen. Man 
muß nur babei mit ber größten Sorgfalt die nahe liegende Klippe ber 
gänlichen Vereinzelung, d. h. der gänzlichen Zerſtreuung und Auflöfung, 
wodurch jeder Weberblick unmöglich wird, zu vermeiden trachten. 

*) Sollten 3. B. die Maffens Punkte m und m’ unter. fich feft feyn, 
d. h. unter fich ſtets diefelbe Entfernung a behalten, fo hätte man 

«—- (Pre —- 0, 

fatt einer diefer Gleichungen L = 0, L’/ = 0, ꝛe. gu nehmen. 
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1. Dan denft fi) nun, nach dem Principe ber virtuellen 
Geſchwindig!?eiten, gang unabhängig von der wirklichen Bewe⸗ 
gung des Syſtems, das von diefen verlorenen Kräften angegrif⸗ 
fene, uͤbrigens ruhend gedachte Syſtem durch eine von außen ein: 
greifende Hand in eine andere Lage gebracht, fo daß die Koor⸗ 
binaten- Werthe ber Punkte m, m’, m!!, ꝛc. alle ſich geändert 
baben, jedoch den Bedingungen angemeffen, welchen die einzelnen 
Elementchen unterworfen find, fo nämlich, daß unter andern 
auch die Gleichungen L=0, L'’—=0, Li! — 0, xc. jwifchen 
dieſen neuen Koordinaten» Werthen gerade fo noch ſtatt finden; 
voie zroifchen den alten; man nimme namentlich an, daß durch 
dieſe Verruͤckung des Syſtems 


x in x, oder — D id o.., 
y in y, ober Hey, 
z in z, oder Br En 22 


x’ in x! oder J—— ., 


y’in y!, oder a ——— — 
u. ſ. tv. f. übergehen, wo öx, 6%, ıc., dy, Ö?y, ic, dz, Öz, ic, 
öx', ox, ıc., ziemlich beliebige Ausdrücke find, alfo z. B. auch 

. beliebige Zunftionen von beliebigen Ausdrücken, und feiner andern 

Beſchraͤnkung untertworfen, als der, daß diefe neuen Koorbina« 
ten: Werthe x,, Y,, 2,, x, 2. flatt der alten x, y, z, xl, ıc. 
gefeßt, noch den Gleichungen L = 0, L' = 0, ıc. zu genüs 
gen haben, welche Gleichungen ‚alle Bedingungen  ausbrüden, 
denen die Elementchen unterworfen find; — wo ferner auch x voͤl⸗ 
lig beliebig gedacht ift, aber umenblich Hein genommen werden 
muß, wenn die Punfte m, m!, sc. in ihrer neuen Lage unend⸗ 

lich nahe an ihrer alten Lage gedacht werben follen, welches 
letztere wir hier jeboch im Allgemeinen durchaus nicht vorausſetzen, 
aber nach Belieben vorausſetzen koͤnnen. 


[4 
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II. Bann find . 

mX—d%x.x, m(L—By)öy, mi —Br)öz, 

m/(X! — dxl).öx!, mV — H’yl)öyl, mi(Z1 — dz0)eöz!, 

u. ſ. w. f. die „Momente der virtuellen Gefchtwinbigfeiten”’ dies 
fer verlorenen: Kräfte, und die allgemeine Gleichung des Gleich: 
gewichts der leßtern ift Daher nach dem gedachten Principe der 
virtuellen Sefchwindigkeiten (II. Th. $$. 90.— 92.) diefe: 

2) _ EmX— dröx+ Im(Y--d?y).dy 
. . + ISm(2—8°%).öz = 0, 

wo die I fich über alle Maffens Elemente m, m’, mi, ıc. zu⸗ 
gleich erfirecken. - 

IV, Daburch aber, daß die Gleichungen L 0, U=0, x. 
auch dann noch fattfinden follen, wenn x,, Y,, 2,, 2- flatt 
"X, Y, 2 xc. geſetzt werden, waͤhrend durch dieſe Subſtitutionen 
auch 


LinL,d. h. in Lrrdl ge Pu , 





Lin L', d. h. in L'/+x» Lin, 


u. ſ. w. f. uͤbergehen*); — ſind 

3) L=0, Lv, 0, LI, XO, ꝛc. 
die neuen Gleichungen, in welche die alten L=0, U=0, ı. 
vermöge dieſer Subftitutionen übergehen; und daraus folgt noch, 
daß z. B. mit L, = 0 auch jeber der einzelnen Koefficienten 
öL, ö?L, ꝛc. von L,, der Null gleich feyn muß. Dies giebt 
namentlich noch die Gleichungen 

4), L=0, öL! = 0, oL! =0, xc. 
d. h. nach dem Maclaurinfchen Lehrfage ober nad) der fo- 


*) Man vergeffe nicht, daß dies nichts meiter fagen will, als daß mir 
das, was aus L wird, dur L, bezeichnen, nach dem Maclaurinfchen 
Lehrſatze allemal in eine, nach Potenzen von x fortlaufende Reihe entwik⸗ 
keln, und die Koefficienten diefer Reihe dur) OL, HL, 2c. bezeichnen 
wollen, während diefe letzteren allemal (nach I. Th. Analyf. $$. 54. 55.) 
bequem auch wirklich hergeſtellt werden können, wie letzteres (in 5.) geſche⸗ 
hen iſt. 





J 
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genannten Bariationd Rechnung (gl. I. Th. Analyſ Kap. VL) 


noch) 
OL = AL, -öx + OL —8 + SL -öz-H+äL!, „xl +1.=0, 
5) (öL!= ÖL! »öx+ OL‘, Hol, AOL, ‚zit. —=0, 
u. ſ. w. *., 
ſo daß letztere Gleichungen (5.) die Abhaͤngigkeit der dx, dy, 
öz, dsl, öy!, özl, Öxll, ıc. von’ einander, ausdrüden. 

V. Eliminirt man nun aus der Gleichung (2.) mittelft 
der Gleichungen (5.) fo viele der Faktoren x, öy, Öz, kl, 
öy!, dz!, öx!l, ıc, als man ſolche Gleichungen (5.) bat, fo 
zerfällt die übrig bleibende Gleichung in fo viele einzelne Glei- 
chungen, als fie noch Yon diefen Zaktoren öx, dy, dz, ıc. be 
halten hat, weil Iegtere dann von einander ganz unabhängig 
find, daher jedesmal alle bis auf einen einzigen der Null gleid) 
gedacht werden koͤnnen, während Diefer eine nach und nach 
jeber andere berfelben feyn fann. | 

Diefe Elimination bewirkt fich aber immer am beften wittelſt 
der „Methode der Multiplikatoren“ oder der ſogenannten fran⸗ 
zoͤſiſchen (Bezoutſchen) Eliminations-Methode, welche darin 
beſteht, daß man jede der Gleichungen (5.) mit ganz unbeſtimm⸗ 
ten Faktoren oder „Multiplikatoren A, M, AN, ꝛc. multiplicirt 
end su der Gleichung (2.) addirt, dann aber alle Koefficienten 
von dx, öy, dz, xl, öy!, özl, Öx!!, ꝛc. ‚einzeln der Null gleich 
ſetzt *). Die dadurch‘ entftehenden Gleichungen, nämlich: 
m-ö%x = mX +4AL, +4 BU AOL oe, 
m-d?y = mY-+AdL, ABl aUBLN P.... 
m-d%z = mZ +AdL, AOL! AU OL! + er, 
md’! — miX'-+4-öL, HA dL! HAN OL 4 ., 
med2yl — m/Y!4-7.dL,, + ABl! +2 3L 4 .., 

u. ſ. m. f. 

*) Man denkt fich nämlich fo viele der Koefficienten von öx, öy. dz, 
öx’, ze. der Null gleich gefest, ald von ben lestern eliminirt werden follen. 
Diefe Gleichungen fagen dann, wie man die beliebigen 2, 47, 2c. befiimmen 


fonne, damit der Zweck des Eliminirens erreicht werde. — Die übri« 
gen Koefficienten (der noch Übrigen und nun ganz von einander unabhäns 


Or 


N 


n 


/ 
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dienen dann zur Beltimmung ber Baftoren oder „Multiplifas 
toren! A, Al, Al, 2c. und der übrigen gefuchten Unbefannten. 
VI Dieſe Gleichungen (O) find alfo nun die allgemeinen 
Sleihungen der Bewegung unfered Syſtems; fie müffen jeboch 
mit ben Gleichungen (1.), nämlich mit 
L=0, L=0 Lu0, «, 
deren Anzahl der Anzahl der Brultiplifatoren A, A', All, ıc. gleich 


kommt, in Verbindung gebracht werden, und man behält zuletzt, 


wenn A, Al, All, sc. noch eliminiert find, genau dreimal fo viel 
Sleichungen als Maffen s Elemente, ober genau eben fo viele 
Gleichungen als Koordinaten: Werthe x, y, z, x‘, y', zi, xl, ıc, 
fo daß biefe letztern (als Sunftionen der Zeit t) aug diefen Glei⸗ 
ungen ihre genaue Beſtimmung erhalten. 

Hat man aber x, y, z für m gefunden, fo hat man auch 
bie Seitengefchtwindigfeiten dx, dy, dz biefes Elemented m zu 
Ende jeder Zeit t, und daraus bie wahre Geſchwindigkeit v dei 
felben, ihrer Richtung und Größe nad) (gu Ende dieſer Zeit t) 
ohne weiteres. Daffelbe Iäßt fich von m’ und von jedem der 
folgenden Maflen- Elemente fagen. 

VI. Druͤckt die Sleihung L=0, eine Flaͤche, oder druͤk⸗ 
fen die zwei Gleichungen L—= 0 und L! = 0 eine Linie auf, 
auf welcher 3. B. dad Maffen» Elementchen m zu bleiben ges 
zwungen iff, fo dienen, wie man folches aus (I. Th. Med. 
$$. 22.— 24.) fehr einfach erkennen kann, der Faktor 2, ober 
die Saftoren A und A’ zugleich zur Beflimmung der Drude, 
welche im Augenblicke (d. 5. zu Ende der Zeit t) dieſe Fläche, 
oder die, die -Linie bildenden beiden Klächen, in der Richtung 
ihrer Normalen erleiden *). 


gigen Faktoren dx, dy, dz, dx’, 20.) müſſen dann deshalb einzeln ebenfalls 
der Null gleich feon ‚ eben weil diefe übrig gebliebenen Faktoren alle möglis 
chen Werthe annehmen können, und die Gleichung für alle dieſe Werthe 
doch immer beſtehen ſoll und muß. 

*) Dies und das wie? geht nämlich aus folgender Betrachtung hervor 
RL == 0 die Gleichung einer Fläche, auf welcher m zu bleiben gezwun⸗ 


v 
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%. 126. 
Integration diefer Sleihungen In einer befondern Aufgabe. 


An vielen Anwendungen trifft es fich, daß man die Sinte 


grale der Gleichungen (CO. $. 125.) für den Fall ſchon Kennt, 


in welchem 
X, V, 23 X,YW,Zzs ꝛc.“ 
bezuͤglich die beſtimmten Werthe 
P, Q, R pP, Q, Riʒ ꝛc. 
haben, und nun die Miegration derſelben Gleichungen (0) 
durchzuſetzen hat, fuͤr den Fall, daß dieſe Kraͤfte bezuͤglich um 
U, V,W; U, v1, WI; x 
vermehrt gedacht werben, d. h. daß 
1) x P+U, Y= 0+V, Z2 = R-W 
x=PI+U, Y=QI+V, Zz = B+W, 
u. ſ. w. f. iſt *). 
Zu dieſem Behufe hat Lagrange eine Methode angegeben, 
welche unter dem ſehr uneigentlichen Namen der „Methode der 


gen ift, fo erleidet diefe Fläche in dem Momente des Gleichgewichts der vers 
lorenen Kräfte, alfo sn Ende der Zeit t, einen Drud R in der Richtung 
der Normale. Bringt man einen eben fo großen Gegendrud an, und nimmt 
diefen gu den Kräften X, Y, Z noch hinzu, fo kann man biefe Oberfläche 
ganz mweglaffen, alfo auch die fie befiinnmende Gleichung. Nun macht aber 
die Normale mit den Koordinaten Axen drei Winkel, deren Kofinuffe ber 
üglich 
al, öL, 

VoL’+2L, * Feb? VoLzreL „HL, 

. X ns un u nn © 
And. Daher kommt zu X bie Kraft VoL>+3L> +1, 
Gleichungen der Bewegung) noch hinzu, und zwar an die Stelle des 2- öL,, 
welches mwegbleibt; nn. — w. f. — Es iſt daher offenbar 

= ıVöL2-+8L?+5L, 
zu nehmen, wenn man nm Drud R gegen die Fläche L — 0 haben. wid. 


*) Dies if z. B. namentlich in ber „Mechanik bes Himmels“ der 


Fall, mo man zunächft die Bewegung der Planeten befimmt, wenn fie bloß 
von der Sonne allein angesogen werden, dann aber dieſer Integrale fich bes 
dient, um den allgemeinen all zu erledigen, in welchem auch noch die Wirs 
kungen der Planeten auf einander berückfichtigt werden. 


ÖL, (in den. ‘ 


‚ 
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Veränderlichkeit der Konftanten!! bekannt ift, welche wir bei Ge: 
legenheit ber Integration der lineaͤren Gleichungen (im J. Th. 
Analyf. $. 50.) bereits mitgetheilt haben, und welche wir hier 
für unfer jegiges Problem noch einmal auseinander fegen mollen. 
Hat 'man nämlich) für X=P, Y=0, Z2=R, X=P,, 
zc. die integration der n Gleichungen (O. des $. 125.) durch⸗ 
gefeßt, fo ift dabei die gehörige Anzahl, nämlich 2n, fogenannter 
willkuͤhrlicher Konftanten in die Ausdrüde eingegangen. Man 
nimmt nun die Integrale derfelden Gleichungen (O) für den 
andern Sal, wo X = P+U, Y= Q-+YV, ꝛc. geworden 
ift, der Form nach gerade. fo an, wie fie fo ebenfür X=P, 
Y= 0, x. gefunden worden find, betrachtet aber die darin 
vorfommenden Konftanten a, b, c, ıc. als folche Sunftionen 
(von t), daß nun den neuen Gleichungen (O) für X—=P-FU, 
Y= 0Q-+YV, ꝛc. durch diefelben (Form⸗) Werthe von x, y, 
Z, x, ꝛc. genügt wird. 
Sind naͤmlich 
2) Ka, b,c,2c.? y t,a,b, c,2c, ? Zn, b,0,2c.3 X u,b, c,2t- 
bie Werthe, welche für x, y, 23 xl, ꝛc. ans den Gleichungen 
(DO) hervorgehen, vn X=P, Y=0Q, :. if; und find 
a, b, c, 2c. die bei diefer integration eingegangenen Konſtan⸗ 
ten, fo folgt, daß wenn a, b, c, ꝛc. als Sunftionen von t noch 
angefehen werden, 
ftatt dx jet dx (dx, -da+-dx,-Ob--dx dc), 
3) » Dy » 8y-+(dy,da+-9y,db-4+-dy,-dc-+- ++) 
\wfemf | 
su ſtehen fommt. Damit nun dieſe neuen dx, Oy, ic. (für X = P-+FU, 
Y=0-+YV, x), von den alten dx, dy, ꝛc. (fr X=P, 
Y=0, ı.), auch jest, wo a, b, c, ⁊c. als Funktionen von 
t gebacht werben, der Form nach durchaus nicht verfchieden 
find, muß man a, b, c, ⁊c. gerade als folche Funktionen von 
t fich denken, daß die vorftehenden eingeflammerten Theile von 
dx, Dy, ic. (in 3.) der Null gleich werben, d. h. baß ınan bat 
00 4) 
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dx, da +, db -Föx Ic ++. ==.0, 
4) Br daten db det — ® - 
u. ſ. w. f. 

Sind aber tun Die aus (2.) Gerborgehenben %x, Oy, dz, 
öx!, ꝛe. von den unter ber erftern Borausfegung (daB X = P, 
Y=9, x: if) erhaltenen 3x, dy, dz, x’, ıc der Form 
nach durchaus nicht verfchieden, fo befommt man doch wieder, 
weil in diefen dx, Oy, dz, ze. doch noch a, b, c, x. vorkom⸗ 
men , welche jest als Funktionen von: t-angefehen werden, 

ſtatt dex jetzt dex 4 [20dx) „da-r&%öx), db ], 
5) s vn d’y-[dOy), -da+&dy)-Ödb-H+- ], , 
u. ſ. mw f., 
fo daß die neuen 8°%x, Ay, (wX—=P+FU Y=OQO-+YV;,x. 
gedacht worden ift) non den alten 9x, 825, 2c. (wo X—=P, 
Y = Q,:. geweſen if) wieberum um die mit den ecfigen Klams 
mern umfchloffenen Theile verfchieden find, während, wie immer, 
alle bloßen 8 auf t fich beziehen. Subftituirt man daher diefe 
veränderten Werthe von D°x, 8’y, sc. in bie Gleichungen (O) 
und bemerft man, daß die Theile der Gleichungen, welche bie 
x, Hy, ıc. bie A, A, All, 2c. und die P, Q, R, ıc. enthalten, 
(voeil fie der Form nach genau biefelben find, wie in dem 
Sale wo X—=P, Y=OQ ic. geweſen ift, während die Gleis 
chungen (O) unter diefer Vorausſetzung ibentifche waren, —) ſich 
wegheben, — fo geben biefe Gleichungen (O) jegt bloß noch 
| O(Ox), -da+8(dx),-db-4-B(dx), Ich“ =U, 
6) I &8y), da+-80y),db--Bdy)dor = V, 
u. ſ. w. f. 

Da nun die Gleichungen (4. u. 6.) in Bezug auf da, Ob 
dc, ꝛc. fogenannte einfache Gleichungen find, fo liefern fie nach, 
den. erften Elementen der Algebra 

9% = UA +V-B+W-C +U.D +“, 
) !b= UA,+VB+W:C+U.D +, 
u. ſ. m fl " 
wo A,B,C,D, ꝛc. Au; B,, Ci, Dı, xc., die a,b, c, &. 
II. 124] “ 


Li 


370 Dynamik feſter Körper. Ray. X. 6. 126. 


in ſich aufgenommen baben,.d, h. Sunftionen von a, b, c, x. 
feyn werben *).. 

Diefe letztern Gleichungen (7. muͤſſen nun allein noch inte: 
grirt werden, und gewähren der Vortheil, daß fie nur von ber 
erften, und nicht mehr, wie die Gleichungen (C)), von. der 
zweiten Ordnung (in Bezug auf die Differenzial: Koefficienten) 
find, während freilich. dagegen die Anzahl derfelben. doppelt fo 
groß iſt, al die der. wefprünglichen Differenzial: Gleichungen. 

Diefe Methode wird befonders dann fehr wichtig, wenn U, 
V, W, U, 10. gegen P, Q,.R, P/, ꝛc. ſehr Klein find, fo daß 
man, um eine erfte Annäherung zu erhalten, in ben 
Ausdrüden A, B, C, D, ıc. A,, Bı, 2. die darin vorfommen- 
ben Buchflaben a, b, c, 2c. als fonftant. anfehen kann, alſo daß 
man fogleich erhält (aus 7.) 

a = SU-A +V-B +-W-C'+-U.D +ic)dt, 
8) !b= UA, +V-B-+W:C,+U.D, +ıc)-dt, 

u. ſ w. f., 
in welchen Gleichungen zur Rechten zwar ebenfalls a, b, c, x 
vorkommen werden, fo daß ihre algebraifche Auflöfung nad) a, 
“ b,e, x. noch nöthig ift, um a,.b, c, 2c. als Sunftionen von 
t zu erhalten, two aber bei dem Integriren (nach t) zur Ned: 
ten, dieſelben a, b, c, 2c. als fonftant angefehen worden find **). 


/ 





*) Weber die Auflöfung ber Gleichungen (4. u. 6.) im Allgemeinen, alfo 
über die Herftellung der Gleichungen (7.) lefe man PBoiffon’s Memoiren 
in dem Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 15. und in dem I. Bde 
der Parifer M&moires de l’Acad&mie des Seiences. 


**) In der „Mechanik des Himmels’ tritt diefer Sal ein, in fo fern 
die Anziehungen der Planeten auf einander fehr Flein find gegen die Anzie⸗ 
hung der Sonne auf den Planeten. Man berückfichtigt daher anfänglich 
nur die legtere;s wenn man aber die Integrale unter diefer Vorausſetzung 
gefunden hat, läßt man felbige der Form nach noch gelten, auch für den 
Fall, daß die Anziehungen der übrigen Planeten noch in Rechnung gebracht 
werden follen, und beftimmt nach den Formeln (8.) die Funktionen (von t) 
welche Ratt der Konftanten a, b, c, 2e., wie fie unter der erftern Voraus⸗ 
ſetzung eingegangen find, gefegt werden müſſen, damit diefelben Formen 
der Integrale, in ihrer dadurch entfiehenden neuen Bedeutung, den Diffe: 
venzial- Gleichungen der Bewegung unter ber Iektern Dorausfegung eben 
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Die Integration der Gleichungen (7.) ober (B.) führt dann 
aufs neue 2n Konſtanten ein, welche aus denn Anfangs⸗Wer⸗ 
then von x, Y, z, x!, :c. und deu n Anfangs: Wertben der Gei- 
—— — dy, di, ox', re. ihre ‚nähere: Beſtim⸗ 
mung erhalten möffen. Be 


— 


‚gs 127. 


. Allgemeinke Steigungen der Bewegung dei ploſlichen Aenderungen. | 


Betrachten wir jeßt daB andere Problem, mo feine befchlen- 
nigenden Kräfte wirken, fondern wo Stoßs Kräfte, welche, pa- 


rxallel mit den Koordinasen-Aren OX, OY, OZ zerlegt, durch 


mA, mB, mC für ni; durch m/Al, m’B', m’C! für mi; xc. 


vorgeftellt feyn mögen, — gleichzeitig und augenblicklich wirken, . 


und dem (rubenden ober bereits in Bewegung befindlichen) Sy⸗ 
ſtem eine plögliche Aenberung der Bewegung beibringen. 

Sind nämlid) a, b, c; a’, b/, c!; ıc. die Zuwachſe an 
Eeiten: Sefchwindigkeiten, welche die MaffensElemente m, m/, ze. 
durch diefe Stoß: Kräfte erleiden, fo find . 

mA—a), mB-—b), mC—c) fürm, 

m(Al—al), miB'—bi), m'(C!— 0) für m’, 

u. ſ. w. f. 
die verlorenen Kraͤfte; und die Gleichung des Gleichgewichts der⸗ 
ſelben nach dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten iſt da⸗ 
her jetzt 
(VJ)-. Zm(A—a)- %x-+Im(Bb)- It EnC—)-i2 — —=(. 

Dieſe Gleichung wird dann mit den Gleichungen ($. 125. 
Nr. 1.), nämlich 
L=0, L'=0, L=0.x 





falls noch genügen. Man hat dann eine erſte Näherung und geht von die⸗ 
fer aus, um noch mehr genäherte Refultate zu erhalten. — Es if dabei 
noch merkwürdig, daß wenn man diefelbe Methode auf die bei der Umdre⸗ 
bung der Körper um einen fetten Punkt (oder um den SchwersPunkt) vors 
kommenden Gleichungen anmendet, man genau zu denfelben Sormen der 


Differenzials Gleichungen gelangt, wie in dem kurz vorher erwähnten Pros 


blem, fo daß eine und dieſelbe Rechnung die beiden mwichtigften Probleme 
der Aftronomie zu gleicher Zeit Tößt. 
| [24*] 
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und mit den daraus hervorgehenden Gleichungen (6. 125. Nr. 5.) 
naͤmlich 
9 öL = 0/ sL'\ 0, öL! —= 0, x. 
verbunden, ebenfalls mittelft der. Methode der Multiplikatoren; 
und dieſe Multiplifatoren 2, A’, AH, ꝛc. laſſen dann wieder bie 
Erſchuͤtterungen R, R’, ꝛc. finden, welche etwaige Flächen, auf 
welchen einzelne ber Maflen- Elemente m, mi, sc. zu bleiben ges 
zwungen ſeyn Fönnten, im Augenblicke der plöglichen Aenderung 
erleiden. — Außerdem findet man aber aus diefen Gleichungen 
die Zuwachſe a,b, c, a’, b’, e/, ıc. der Seiten⸗Geſchwindig⸗ 
keiten, alfo die neue Bewegung eines jeden der Maflen-Punfte 
m, m’, ıc. wenn bie alte. befannt geweſen, ober wenn bas Sp: 
fiem in Ruhe geweſen ift. 
Anmerk. Da es ganz einerlei if, ob ein Elementchen m 
eine Geſchwindigkeit v hat, oder ob man fich daffelbe Element: 
chen als ruhend, dagegen von ber Kraft mo in berfelben Rich⸗ 
tung ergriffen denkt, fo bleibt die Gleichung (ZI) allemal auch 
noch richtig, wenn man fih unter A, B, C, Al, ꝛc. die Ge 
ichwindigfeiten der Elementchen m, m!, sc. unmittelbar vor, 
unter a, b, c, al, ıc. bie Gefchtwindigfeiten derfelben Element: 
hen unmittelbar nach der plöglichen Aenderung benft, fos 
bald man nur, im alle. legtere nicht etwa gegenfeitige Stöße 
der bewegten Körper unter fich ober gegen unbemwegliche, und 
auch nicht von innen heraus erfolgende Explofionen find, ſon⸗ 
bern wenn wirkliche Stoß⸗Kraͤfte von außen noch binzutreten, 
— die durch Ießtere in dem Augenblicke des Ereigniffes hervor: 
gebrachten Gefchwindigfeiten noch unter der Vorausſetzung be: 
ſonders berechnet, und unter die A, B, C, Al, ıc mit auf 
nimmt, daß die Elementchen, auf welche diefe von außen kom⸗ 
\ menden Stoß- Kräfte wirken, ifolirt gebacht werden. 
Dieſe letztere Anſicht ift für die meiften Unterfuchungen bes 
fonder8 Bequem und wird Daher gewöhnlich geltend gemacht. 


/ 
! 
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Zweite Abtheilung. 


Aligemeine Geſetze der Bewegung eines Syſtems von Maſ— | 


fen»-Elementen, weldes im Raume ganz frei if. 


6. 128. 


Hat man ein loſes Syſtem von Maffen- Elementchen (oder, 
wie. man auch fagen Fann, von Maffen-Punften) m, m’, m’, ıc., 
welche unter fich irgend wie zufammenhängen, während das 
Spftem von jeder äußern Einwirkung ganz frei; ge⸗ 
dacht wird, ſo daß die Gleichungen 

L=0, , LUO, xc. 
welche den Zuſammenhang der Maſſen⸗Punkte unter einander 
ausdruͤcken, bloß die gegenſeitigen Entfernungen dieſer letztern 


in ſich aufnehmen, fo kann man Die Bewegung des ganzen Sy 


ſtems, wie in dem Zalle, wo folches einen einzigen feften Koͤr⸗ 
per bildet, in eine fortfchreitende und eine drehende Bewegung 
zerlegen. \ 
Zu jeder Zeit t haben nämlich die Maffen:Punfte m, m’, 
w!, sc. eine beflimmte Lage, und in diefer, einen Schwer⸗Punkt, 
effen + Roordinaten + Werthe durch x,, Yo Zo bezeichnet feyn moͤ⸗ 
gen und Sunftionen der Zeit t find. Letztere find von den übris 
gen Koordinaten: Werthen abhängig mittelft der aus der Theo: 
rie der parallelen Kräfte befannten Gleichungen 
1) x. 2m) = mr); yr>(m) = ap ' 

und 24 S(m) = I(mz). Ä 

Aus diefen Gleichungen folgt aber fogleich noch, wenn man 
fie nach) allem t zweimal hintereinander differenzürt 

dx Z(m) = I(m-dx); 8°. I(m) = I(m-d°x); 
2) (dy- (m) I(m-dy); und 3) (8°y,- (m) I(m-d’y); 

182, 2(m) = I(m-d2); d°z,.S(m) = = {m-d°2). 
Man fucht Nun die fortfchreitende Bewegung dieſes Schwer: 
Punktes auf, indem man feine Koordinaten⸗Werthe x,, Yo» 2% 
zu beftimmen trachtet, und die drebende Bewegung des ganzen. 


‘ 


u 


l 


— 
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(Iofen) Syſtems um biefen Schwer Punkt, ober um einen an- 
dern als feft gedachten Punkt. 

Gehen toir zu dem Ende von der allgemeinfin Gleichung 
ber Bewegung aus, nämlich von ($. 125. Nr. 2.) 
4) Zm(X--I’r).öx+2m(Y—H’y)dy+Sm(Z—8’z).d2z = 0; 
und leiten wir daraus vorläufig einige befondere Gleichgewichts⸗ 
Sleihungen dadurch ab, a) daß wir das Syſtem enttweber ganz 
beliebig oder nach jeder der drei Axen durch eine von außen 
eingreifende Hand aus ber Ruhe des Gleichgewichts zwiſchen 


‚den verlorenen Kräften, fortgefchoben und b) daß mir daſſelbe 


entweber um eine, durch den Schwer: Punft gehende beliebige 
Are, ober nach und nach um jebe der drei Koordinaten Aren 
auf diefelbe Weiſe gebreht ung benfen (vgl. II. Th. $. 92.). 

1. Dentt man fi) aber dag Syſtem parallel mit OX fort: 


geruͤckt um x-öx, fo wird 


ad—hkl— u. — &, 
dagegen oy — oy reden 0. 
Die Gleichung (4.) geht dadurch uͤber in 


(Je Zm(X— 9’) = 0, 
oder (nad) 3.) in 
(8) 9% Im) = FmX). 


Denft man ſich das Syſtem nad) den beiden andern Axen 
fortgerickt, fo befommt man noch jwei analoge Gleichungen 
für y, und z,, fo daß man hat 

5) dr. Sm) = (nf); Hy. >(m) = (mV); 


| und 7, 2(m) = I(mZ). 


Diefe Gleichungen enthalten die Bervegung ded Schwer-Punk, 
te8 des ganzen Syſtems, und fie laffen fehen, daß bie Bewe⸗ 
gung beffelben genau fo. ift, wie wenn alle Maflen in ihm con 
centrirt und alle Kräfte parallel mit ſich nach ihm fortgerückt 
waͤren, und benfelben angriffen *). 


*) Diefe Gleichungen (5.) würden auch dann noch gelten, wenn das 
Sphem nicht ganz frei wäre, fondern wenn einer oder mehrere der Maſſen⸗ 
Punkte gezwungen wären, auf gegebenen Slächen ober Kurven zu bleiben, 
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IL. Hatte man das Syſtem in einer: beliebigen Richtung, 
welche mit den Aren OX, OY, OZ einen beliebigen Winfel 
macht, deſſen Koſinuſſe &, 8, ſehn mögen, und um ein Stück 
x fortgerückt gedacht, fo wären die Koordinaten» Werte aller 
Punkte m, m’, m!!, ꝛc. bezüglich um x-«. parallel mit OX, 
x» parallel mit OY, x-7 parallel mit OZ gewachſen, fo daß 


man Rn _ 
ex = ir = lem. —=o, 


yey=ylızn =, 
02 = dl = er 
gehabt hätte. Die Gleichung: (4.) wäre dadurch ibergegangen 
in 
0 EnX— 8) + 9-Em(Y— By) pr Em(Z— 8) = 0, 
und wäre dann, wegen der Willführlichkeit der Werthe &, 4, 7 
fogleich wieder in bie drei Gleichungen (5.) zerfallen *), wenn . 
man nämlich die Gleichungen .(3.) zu HYülfe nimmt. | 
I. Denft man fi) nun das Syſtem (tieberum durch 
eine von außen eingreifende Hand) nach und nach um jede der 
drei Axen OZ, OY, OX gedreht, und verfährt man genau fo 
wie im (II. Th. $. 92. IL), fo erhalt man aus (4.) ſogleich 


noch die drei Gleichungen 


Sm(yödrx—x-öy) = ISm(yX—xY), 
6) Emtxdrz— 2%) —= ImZz—-zX), 
ZIm(z-d’y— y-d%) = Im(zY— y2). 

Dies find nun die drei Gleichungen der.drehenden Bewegung 





ſobald man nur zu den Kräften X, Y, 2, X’, x. auch noch bie Gegenbrude 
biefer Flächen oder Linien (in der Richtung ber Normalen) hinzufügte, 
weil dann das Syſtem als ganz frei anzufehen if. 

*) Hinge das. Syſtem mit feſten Linien oder feſten Flächen außer ihm 
zufommen, fo daß m, oder m’, oder ze., auf denfelben zu bleiben gezwungen 
wäre, fo könnte man das Spfiem nicht beliebig fortgefchoben fich denken 
weil das Princip der virtuellen Gefchwindigkeiten in feiner Anwendung (nad) 
I. Th. Sep. X.) vorausſetzt, daß die fingirte Bewegung fo ſeyn muß, 
wie die Bedingungen es vorfchreiben, weil alfo namentlih, wenn Element 
chen auf einer Släche zu bleiben geswungen find, auch biefe fingirte Bewe⸗ 
gung diefer Bedingung genügen muß. Dann würde man alfo die Gleichun⸗ 
gen (5.) nicht erhalten. Deshalb gelten die hier gewonnenen Reſultate 
nur unter der gu Anfang des Paragraphen gemachten Vorausſetzung. 


h 
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bes freien Syſtems um einen beliebig feften Punkt O, den man 
zum Anfangs: Pımfte der Koordinaten genommen hat *). 

In diefen Gleichungen (6.) ift jebegmal ber Ausdruck zur 
echten die Summe ber ftatifchen Momente aller wirfenben 
Kräfte mX, mY, mZ, mX!, ıc. in Bezug auf die Aren OZ, 
OY oder OX genommen, während die Ausdruͤcke zur Linfen 
(in denfelben Gleichungen) die Summe ber flatifchen Montente 
find aller gewonnenen Zumachfe an Größe der Bewegung, die 
Momente in Bezug auf diefelben Aren genommen. 

IV. Diefelden drei Gleichungen (6.) erhält man wieder, 
wenn man das im Gleichgemwicht ſich befindende Syſtem mit, von 
außen eingreifender Hand, um eine beliebige durch O gehende 
Are OU dreht, welche mit OX, OY, O2 bezüglich die Wins 
kel 2, u, » macht, und danach die virtuellen Geſchwindigkeiten 
beftimmt. Weil nämlich‘ bei dieſer Drehung die Entfernungen 
der Punkte m, m/, ıc. von OÖ ſich nicht ändern, fo hat man: 

y? +y? +7? — x,” + Y, +2; 
| a yRyzR — sl 2222; 
u. f. w. f.; folglich 9— 
(5).. xös--y-dy-+2.ö2 = 0; 

| xl.öxl 4 yl-öy!-+z'.öz! — 0; 28. 

Die Ebene, in welcher fi) m gedreht hat, ſteht ſenkrecht 
auf der (fingirten) Dreh:Are OU. . Denkt man fi alfo, daf 
x, y, z dem (Raums) Punfte M, dagegen x,, y,, z, dem 
(Raums) Punkte M, angehören, und nennt man a, ß, y die 
Winkel, welche bie Gerade MM, mit den drei Axen OX, OX, 
OZ madıt, fo’ bat man deshalb (nach L Th. Geom. $. 1. VIII. 
Nr. 8. 

ı c08 &-C08 A-}- cos P-cos u -Fcosy-cosv — 0, 


während 


*) Diefelben Gleichungen würden fich jeboch unverändert gerabe fo ers 
geben, wenn auch noch einer oder ber andere der Maffen: Punkte gezwun⸗ 
gen wären, von O gleichweit entfernt su bleiben, weil dies die hier oben 
gedachte Abhängigkeit der dx, .dy, ꝛc. von einander nicht ändern würde; 
wie ſich von ſelbſt verfieht. 


® 
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MM,” 
ift, fo daß die vorftehende Gleichung, wenn man site wenhe 
ſubſtituirt, nach Potenzen von x ordnet, und dann den Koeffi⸗ 
cienten von x nimmt, ſogleich 

cos A-öx +cosu-öy +eosv.d — 0, 

und daher auch für die übrigen Maſſen⸗ Punkte 
I cos 4.öx! + cosu-öy!-}cosv.dz! = 0, u. 

u. f. w. f. . \ 
liefert. Außerdem ändert ſich Die Entfernung je zweier der Maſ⸗ 
fen: PBunfte-m, m’, ın!, sc, da fie im Momente des Gleich 
gewichts gebatht werden müffen, nicht, fo daß man noch 
+, y' +2, = HN HZ-JHI-ı)? 
hat. Diefe Gleichung liefert augenblicklich 

Ä x. ry.y,tr2,7, = 0. 

Aus dieſer und den analogen Gleichungen folgt nun, wenn 
man ſich die Ausdruͤcke zur Linken in Reihen entwickelt, die 
nach .x fortlaufen, und dann bloß den erfien Koefficienten (von 
x) nimmt 
xöxl yeöyl - +rlöx +HyYlöy‘-rzl.ör =0, 
x-örl! +yeöyll 2eözl!l rtl.öx +yllcöy +ziledz =0, 
X. O-Y. zeige‘, 
u. ſ. w. f. 

Aus den Gleichungen (5 und ZI) zieht man nun leicht 
ÖxX == &(Zc08U — y-Cosv), 
öy = &(x-008V —2-cgsl), 
ö2 = &(y-cosi —x «Cosu); 


(O- 


desgleichen 
öx! —= el«(zlecosu — yl· cosv), 
u. ſ. w.f. 
wo —, sl, ıc. unbeſtimmte Faktoren find, welche jedoch vermöge 
der Gleichungen (C) einander gleich feyn müffen. Gegt man 
nämlich in die Gleichungen (C) flatt dx, öy, dz, öxl, x. biefe 
fo eben gefundenen Werthe, fo erhält man 


22 
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(e-E)[(x’y-yIx)-cos + (ais-z'z).cosu+(y'z-Zy).cos 1]= = 

2. f. w. f. 
und da ber in den eckigen Klammern befindliche Saftor im AU: 
gemeinen nicht Null feyn wird, fo folgt dann 

el (0, s—el—=(, x. 

Subftituirt man aber diefe Werthe flatt öx, Sy, öz, dx’, x. 
in die Gleichung (4.), fo zerfällt folche, da man wegen ber 
Gleichheit von &, e', el, x. diefen Faktor & aus dem Zeichen I 
heraus feßen fann, und da &-cosi, &-cosu, &-cosv wegen ber 
beliebigen Annahme der Are OU ganz beliebige Werthe anneh⸗ 
men koͤnnen, — fogleich in die drei Gleichungen (6.) *) quf's 
Neue. 

V. Verfaͤhrt man ganz genau fo, wie wir ſolches (im $.112.) 
befchrieben haben, d. h. legt man durch den beiveglichen Schwer⸗ 
Punkt S drei neue Koordinaten-Aren SX,, SY,, SZ, parallel 
mit den alten OX, OY, OZ, und find x,, Yı, 21, X, Yu 
z',, 2. die neuen, von S aus genommenen Koordinaten: Werthe 
der Maffen: Elemente m, m’, sc., fo erhält man aus ben drei 
Gleichungen (6.), wenn man zuleßt die (1. 2. 3. und 5.) zu 
Hülfe nimmt, fogleich noch dieſe drei neuen Gleichungen 

zun(y dx, xXeö’y ) = Zm(yX—xıY), 

7) .{ Im, d%, —z, 8%) = Zu(%2 — 2X), 

m(2,0’y ı—yd%z,) = Zu(z, 1 — yı2) **). 


! 


*) Hätte das Syſtem eine feſte Are OZ, um die es fich drehen müßte, 
fo könnte man nach dem „Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten“ aud) 
nur eine Drehung um diefe beftimmte Are fingiren; und es würde die all- 
gemeine Gleichung (4.) dann nur die erfiere der drei Gleichungen (6.) lies 
fern, während die beiden andern gar nicht ſtatt finden könnten. 

**) Es ift nämlich 

g=ı— 1 Y=J-y 1 =ı2—u x =rX—u; %3 
alfo auch 
Oxı ==0x — 5X} dy =dy —dy;5 Oz, ==0z —)32; ir, ==dx' —dL} X. 
und - 

x dx Pr; 8%, — ln Zu ——— 

Folglich hat men 

—0 Z0[ly-1)O%r-r) (x) —2’yo)) 


| oo, 
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Die Bewegung um den. Schwer -Bunft S iſt daher in jedem 
. Augenblicke gerade _fo, wie wenn. felbiger ein fefter Punft, uud 
die auf alle Maſſen⸗RPunkte wirkenden Kräfte unverändert waͤ⸗ 
von, ganz fo mie wir ſolches (im $. 112.) für einen feſten Koͤr- 
per gefunden haben. 

Aumerf, 1. Sind einige der Maffen - Punkte.m, m’, mi, ac. 
. gezwungen, auf gegebenen Zlächen oder Linien zu bleiben, und 
bringt man dann in der Richtung ber Normalen, in welcher 
Diefe. Flächen oder Linien in jedem Augenblicke der Bewegung 
gedruͤckt werben, eben fo große Gegendrucke an, ſo werden bie 
Flächen: oder Linien überflüffig, und das Syſtem ift dann micher- 
um als ganz frei anzufehen. Das vorſtehende gilt alfo auch) dann 
noch von biefem Syſtem, wenn nur diefe unbekannten Gegen⸗ 
drucke zu den Kräften X, Y, Z, zc. noch mit hinzugezaͤhlt werben. 

Anmerf. 2 Der Anfänger wird nicht überfehen, daß bie 
allgemeine Gleichung (4.) der Bewegung außer. den Gleichun: 
gen (5. und 7.) noch mehr hefondere Gleichungen zu liefern bat, _ 
und zwar biefelben, welche im ($. 125.) gefunden worden find, 
— wenn die Bewegung eines jeben der Maffen- Elemente m, 
m’, m’, ꝛc. gehörig beſtimmt werden fol. Die Gleichungen 


= Zu(yO’z-xdy)-En(ye Hr dy)-8xEm(y-yo)Hd’JEm(x-x,) 
= En(y-’z-x-I’y)-yrZ(m-d’z)+x2(m-d’y), . 
in fo fern " 
Zm(y—y) = Z(imy)— (my) = Z(my)—yrZm = 0, 
und auch 
Zm(x—x,) = Z(mx)— 3(mx,) = Zlmx) — x. Em = 0 
ift, vermöge der in den Gleichungen (1) ausgefprochenen Eigenfchaften dei , 


- Schwer: Yunftes. 


Weil aber (nach $. 128. 1. J) 

(ud) = mX), Z(mdy) =z{nY) 

ik, fo geht Diefe letztgefundene Gleichung noch über n 
Zu(yr 9’ —x dd) = Zn(yO’r—xFy)— yo 2(mX)+xr2(mY). 
Da nun (nad) 6.) 
Zn(y-#x— x.) — = Zu(yX—xY) 
it, fo geht dadurch die vorſtehende Gleichung noch über in 
Zm(yıd’xz, —xıd’,) = Zu[l(y—y)X— (x—x)Y]; 

und dies iſt die erſtere der Gleichungen (7.). Die beiden andern finden 
ſich auf ganz angloge Weiſe. 


! 
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(5. und 7.) find nur als algebraifche : Folgerungen aus jenen 
anzufehen, die wir aber bier aus der allgemeinen Gleichung bi: 
rekt ziehen; und da wir dabei bie Abhängigfeits : Gleichungen 
L=0,1L=0, ic. gar nicht benugt haben, fo gelten die 
bier getvonnenen Nefultate (5. und 7.), wie auch die Abhängig. 
keit. der Mafien« Elemente unter fich. nur immer -feyn mag. 


$. 129, 


Setzen wir voraus, daß Feine befchleunigenden Kräfte wir: 

fen, fondern bloß:diefelben Stoß: Kräfte wie im ($. 127.), je 
Doch auf unfer jebiged von außen freies Syſtem von Maffen- 
Punften, fo erhalten wir ganz auf demfelben Wege wie im , 
($. 128. 1. oder IL.) 
1) (ma) = 3(mA); (mb) = I(mB); (mc) = I(mC), 
to mA, mB, mC, m/A!, ıc. die hinzugetretenen Stoß: Kräfte, 
Dagegen a, b, c, a’, 2c. die dadurch erlangten Zumachfe an 
Geſchwindigkeiten ‚find; oder (nach Anmerk. zu $. 128.) mo, 
A, B, C, A!, ıc. die GSefchwinbigfeiten unmittelbar vor, 
Dagegen a, b, c, al, ıc. die GSefchwinbigfeiten unmittelbar 
nach dem Stoße vorftellen koͤnnen. 

Diefer Gleichung zufolge ift die Summe ber „Größen ber 
Bervegung!! aller Maffen- Punkte, in Bezug auf eine beliebige 
Are zerlegt, unmittelbar nach ber plöglichen. Aenderung ge 
rade fo wie unmittelbar vor derfelben. 

Da (nach $. 128. Nr. 2.) die Summe der „Größen der 
Demegung!! nach den Koordinaten: Aren genommen, durch die 
Summe der Maffen m, m!, m!!, ıc. dividirt, allemal die Ge; 
fchtwindigkeit deg Schwer: Punkte giebt, nach denſelben Axen 
serlegt *), fo folgt zu gleicher Zeit noch: 

daß die Gefchwindigfeit des Schwer⸗Punkts eines ſich bewe⸗ 


*) Es find nämlich dx, dy, dz, dx’, ıc. bie Seiten: Gefchwindigkeiten, 
alfo m-dx, m-dy, m-dz, m’.öx’, ıc., die nad) den Koordinaten / Aren vor⸗ 
handenen „Größen der Bewegung” dert Maſſen⸗Elemente m, m‘, m’, x, 
während dxo, dyo, dz, die Seitens Gefchwindigleiten des Chun Yun 
find. \ 


— 
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genden, freiar, Syſtens von. Maſſen⸗ Punkten, umveraͤndert 
dieſelbe bleibt, wenn auch dieſe Maffen⸗Punkte waͤhrend ihrer 
Bewegung beliebig gegen. einander ſtoßen, und fie ſelbſt da⸗ 
bei unelaſtiſch oder beliebig elaſtiſch gedacht werden. — 
(Bel. einen ſpeciellen Fall hiervon im $..24.) . rn 
Verfährt man ferner wie im (8. 128. DIL ober- IV.), -fo 


ebäile man noch — 


J Su(ya - xh) =  Zm(yA—sB), » | 
2) Sm(sc-— 23) = Zm(sC —zA), J 
Zm(ıhb—yc) = Zm(zB—yC); . 
wo A,.B, C, A’, x, die Gefchmwindigfeiten von m, m’, ic. 
unmittelbar vor der plößfichen Aenderung vorftellen, während 
a,b, c, al, ꝛc. die Geſchwindigkeiten derfelben Elemente unmit—⸗ 


telbar nachher find, fo daß die Ausdrücke zur Rechten die Summe . 
‚ ber flatifchen Momente vorftelen aller vor dem Stoße vorhan- 
denen „Größen der Bewegung’! mA, mB, mC, w/A!, xc. in 


Bezug auf die Axen OZ, OY, OX ald Momenten» Aren, ge 
nommen, während die. Ausdrücke zur Linfen die Summen ber 
figtifchen Momente. find (in. Bezug auf diefelben Axen) von. al- 
len „Größen der Bewegung”, bie unmittelbar nachheg vorhan⸗ 
den fepn werden; db. h. die Summe der ftatifchen Momente aller 
vorhandenen „Größen ber Bewegung unmittelbar nach dem 
Stoße ift genau diefelbe wie unmittelbar vor dem Stoße, in 
Bezug auf jede beliebige Momenten: Are. . 


Sind einige der Maſſen⸗-Punkte abfolue feft und -bilden ſie 
eine gerade Linie, ober Fliegen fie alle in einer und derſelben Ge⸗ 


raden, fo gilt dag le&tere noch, aber nur in Bezug auf biefe ein- 
gige Gerade, ald Momenten Are ‚genommen. 

Iſt nur ein einziger der Maffen- Punkte feſt, fo gilt daſſelbe 
für jede Momenten⸗Axe, welche durch dieſen feſten Punkt 
hindurchgeht. 


! 


$. 130. 


Diefer letztern Gleichungen (1.u.2 des $. 129.) fann man 
fih auch bedienen, um die Anfangs- Zuftände des bewegten Sy 


« 


RL. _ — 
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Rems von Maſſen⸗ Punkten, wie ſolchts in ($. 128.) gedacht 
iſt, auszumitteln. Sind nämli) mA, mB, mC, mA, miB', 
mC!, x. die ju Anfange parallel mit den Axen gewirkt: Haben- 
den Stöße, und &, b, e, al, Bi, cl, sc. die dadurch in ın, 
m’, x. hervorgebrächten Gefſchwindigkeiten, fo finden genau dieſe 
Sleichnngen (6. 129. NRr. 1. u.2.) ſiatt, in ſo fern nun 
dieſe Geſchwindigkeiten a, b, e, 2c. zugleich auch die Zumachfe 
an Geſchwindigkeiten find. Nun iſt aber wenn [dx], [dyo]) 
[d2,] die Anfangs: Seiten: Geſchwindigkeiten des Schwer-Punt: 
te8 bedeuten (nach der Theorie ber Parallelen‘ Kräfte) 

[Os0}- 21m) — Zins); -[dy)S(m) = Hinb); 
“ [1]. Im) = Kun); © ° , 

alſo iſt auch (nad) $. 129. Mr. 1.) -. 0° 
1) [x] (m) ze (mA); [dy,]-<(m) — XuB); 

and Ä [d2,])-I(m) = &(mC). 
foodurch die Anfangs » Seiten + GSeſchwindigleiten des Schwer⸗ 
Puntiee beſtimmt ſich finden. 

Weil a, b, c, al, b!, ée“, ꝛc. die Anfangs⸗Werthe von dx, 
Ay, dx, xl, Ay, —* Ad, und weil, wenn man durch 
den. Schwer: Punft S die neuen Axen SX,, SY,, 32, legt, Pas 
rallel mit den alten, genau wie im ($; 128.), — dann alle⸗ 
mal, wegen der Eigenfchaften des. Schwer» Yunktes (vgl. Note 
in $. 128. pag. 378.) 

Zim(yıds,. —x.dyı) = Zun(ydx— x,.0y) 
-  Im(x,d2, — 2,0%) = : Zmm(x 02 — 2,0%) 
 Im(7,.dy, —yıdz) = Sim(z,0y — yı*02) j 
it, fo folgt, wenn man überall t — 0 ſich denft, und wenn man 
bedenkt, daß dann x = a dy b, 2 = c, Il = al, fe 
iſt, endlich daß die Gleichungen ($. 129. Nr. 2.) für jeden 
Anfangs: Punkt der Koordinaten gelten, alſo auch, wenn =, 
Yır Zu, al, 2. flatt x, Y, 2, x!, 26. gefeßt werden: 
Zm(y,-dx, —xdyı) = —= Im(y‚A—xıB), 
2) Im, 2, — 1%) = Su(kx,C —zıA), 
Im(z.dy, —yıdz) = Zu(z,B—yıC); 
wo X, Yır Zu, Xu, Ylır 21.26 die aus dem Schwer» Punkte 
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genommenen Anfangs. Wertge der Maſſen⸗Punkte m, mi!, m. 
vorftellen, fo daß dx,, Ayı, 92,5 Ox,, Oyl,, Oz; 20..die Dif⸗ 
ferengen zwifchen den wahren Seiten: Gefchwindigfeiten der Ma 
fen : Bunfte. m, m’, 2c. und bezüglich ben Seiten : Sefchwindig- 


feiten des Schwer: Punktes find *), und zwar zu der Zeit wo 


t = iſt, naͤmlich zu Anfange. | 
Die durch biefe drei Gleichungen ausgelprochene Anfange 


Bewegung des Syſtems um feinen Schwer⸗Punkt iſt alſo ger 


rade ſo, wie wenn ſolcher feſt waͤre, dabei aber alle Stoͤße 
mA, mB, mC, m/A/, ıc. unverändert blieben. Daſſelbe Re 
fultat haben wir früher für ein feſtes Syſtem bereits gefunden. 
Anmerf. Multiplicirt man die Gleichungen der Bewegung 
eines freien Syſtems von Punkten, naͤmlich die Gleichungen, 
S(m-8°%) = >I(mX), 
<(m-d’y) = I(mY), 
<S(m-d?z) = I(mZ), 
mit de und integrirt man dann links und rechts nach t, zwiſchen 
den Grenz: Werthen O und 9 von t, fo erhält man 
—(m-öx,. ,) = Zu: dt), 


Z(m-dy,.,) = Em fY-dı), 
=(mdz,.,) = m: — 


Denkt man ſich nun Stoͤße, wie mA; mB, mC, x. als 
durch fletig wirkende Kräfte X-de, Y-dt, Zedt, ꝛc. hervorge⸗ 
‚bracht, von fehr großer Intenſitaͤt, weiche eine ſehr kurze 
Zeit 9 hindurch wirken, und find a, b, c,2c. bie dadurch hervor⸗ 
gebrachten Geſchwindigkeiten, ſo iſt offenbar 
SXÄAt=A,.  SYd=B, u. ſ. w. f. 

0-0 . 90 \ 
und nn 
u. a, yo b, u. f. w. f.; 


.) in fo fern nämlich z= xy tx, x = u +rr,, !. if, hat za 
auch, wenn man bifferenzüirt, dx — dx, Ha; dx’ = i-rörı uf. 
w. f.5 alſo dx, = ix— dx, dr, = Ir’— dx, 1. f. w. 


“*) Wir fchreiben bier dx... und verſtehen darunter das was heraus⸗ 
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und die vorſtehenden Gleichungen gehen dadurch offenbar in bie 
(Nr. 1. des $. 129.) über, nämlich in (m) = = I(mA), 
u. ſ. w. . 

Behandelt man die Sleichungen ($. 128. Nr. 6.) auf bie 
felbe Weife, fo fieht man wiederum die Gleichungen ($. 129, 
Nr. 2.) hervorgeben. 

Man bekommt alfo immer biefelben Gleichungen für den 
Fall plöglicher Aenberungen, auch wenn man fich dieſe ploͤtzli⸗ 
chen Aenderungen fo denft, als gefchehen fie durch fletig wir⸗ 
tende Kräfte von fehr: großer Amenſitat/ die aber nur eine ſehr 


| ‚feine zeit bindurch wirken. 


$. 131. u | N 
Befeg der Erhaltung der Bewegung des Schwer-Punftes. 


- Somohl bei Attraktionen als auch bei Nepulfionen, wie wir 
fie in der Natur wahrnehmen, findet‘ dag Geſetz ſtatt: 

ba die Wirkung eines Atoms einer Maffe M auf einen 
„Atom der Maſſe M' in der geraden Verbindungs: Linie beis 
„der Atome flatt hat und genau gleich und entgegen ift ber 
„Wirkung des letztern Atoms auf den erſtern.“ 

Geht man von diefer Erfahrung aus, fo folgt; daß in einem 
freien Syſteme von Maffen- Punften bie gegenfeitigen Attraktio: 
nen und Nepulfionen berfelben, wenn fie parallel mit fich nach 
irgend einem Punkte, alfo 5. DB. nach dem Schwer: Punfte des 
Syſtems fortgerückt gedacht werben, ſich gegenfeitig aufheben 
und vernichten, 

Da nun nad ($. 128: 1.) die Bewegung des Schwer; 
Punktes sined Syſtems freier Maſſen⸗Punkte dieſelbe iſt, welche 
er annehmen wuͤrde, wenn alle, auf die einzelnen Theile des 
Syſtems wirkenden Kraͤfte parallel mit ſich nach ihm fortge⸗ 
ruͤckt gedacht wuͤrden, ſo folgt 

daß 


kommt, wenn man in dx als Funktion von t, flatt t zuerſt 0 dann O fekt, 
und letzteres von erfterem fubtrahirt. Analoge Bedeutungen haben’dann die 
Zeichen Byy..o, u. ſ. m. f. 
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„daß wenn auf ein freies Syſtem von Maffen-Punften feine 


„andern Kräfte mwirfen als gegenfeitige Anziehungen md Abs | 


„feßungen der Maffen» Punkte ſelbſt, dann die Bewegung 


"des Schwer⸗Punktes genau fo flatt findet, wie wenn auf 


nibn gar feine Kräfte wirkten. Er geht daher dann in der 
. mRicgtung und mit der Größe feiner Anfangs» Gefchtoindig- 
onyfkeit konſtant und geradlinig fort. 

Dieſes Geſetz wird das „Princip der Erhaltung der 
Bewegung des. Schwer-Punfts" genannt, ein Geſetz, 
welches nach dem Vorhergegangenen auch dann noch ſtatt finder, 
wenn ſich die Körper gegenfeitig ſtoßen, und dabei entweder un: 
elaſtiſch oder beliebig elaftifch find *). . 


Die Bewegung ded Schwer⸗Punkts des ganzen Planeten» Spftems (d. 
b. der Sonne, der Planeten mit ihren Monden oder Satelliten und der 
Komsten) wenn überhaupt eine folche eriftirt, muß daher geradlinig und 
Eonfant gedacht werden, fobald man den Einfluß der Fixſterne außer Acht. 
läßt. 

BE das Geſetz der gleichen Wirkung und Gegenwirkung auch bei Mus⸗ 

kel⸗Kräften ſtatt, ſo muß man noch aus dem Principe der Erhaltung ber 


Demegung des Schwer » Punktes folgern, daß weder Menfch noch Thier 
durch feinen bloßen Willen feinen Schwer- Punkt verändern kann, fo lange | 


nicht Kräfte von außen auf ihn wirken, oder fo lange er nicht nach außen 
zu, feſte Stütz⸗Punkte hat. 

Tropfbar flüſſige und Iuftförnige Körper, ja ſelbſt die unwägbaren Flüſ⸗ 
ſigkeiten, wie Elektrieitat, Wärme, Luft, müſſen demſelben Geſetze unters 
worfen ſeyn, ſobald wir das Geſetz der gleichen Wirkung und Gegen⸗Wir⸗ 
kung ihrer Atome auf einander auch bei ihnen vorausſetzen. Strömen alſo 
ſolche Flüſſigkeiten von einer Seite eines feſten Körpers aus, ſo muß letzterer 
in der entgegengeſetzten Richtung zurückweichen, damit die Bewegung des 
Schwer: Punkts des ganzen Syſtems dieſelbe (z. B. in Ruhe) ſeyn kann, 
wie anfänglich, wo noch nichts ausſtrömte. — Und umgekehrt, beſtätigen 


Verſuche das Iestere, fo helfen ſolche auch das Gefen der gleichen Wir⸗ 


ung und Gegen Wirkung je zweier materiellen Atome auf einander beftä- 
tigen | 


) Wird ein Körper durch eine innere Exploſion in Stüce zertrüm⸗ 
mert, fo muß das Prinzip doch noch gelten, wenn nur immer vom Schwer: 
Punkte des ganzen Syſtems, alfo mit Inbegriff diefer Stüde, von welchen 
jedes eine eigene Bewegung annehmen wird, die Rede iſt. 
III. [ 25 ] 
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& 132. 
‚1 Gefeg Der Erhaltung ber Inhalte. ' 

Die Gleichungen ($..128. III. 6.), welche die Umbrebung 
eines freien Syſtems von Maffen: Punften um feinen Schwer: 
Punkt enthalten, ſagen aus, daß die Summen der ſtatiſchen 
Momente aller in der unmittelbar nach t folgenden Zeit dt er 
tworbenen Zumwachfe an ‚Größen der Bewegung" um drei auf 
einahder fenfrechte und in O fich fohneidende Momenten-Aren 
bezüglich gleich find den Summen der flatifchen Momente aller 
su Ende der Zeit t new hinzutretenden Kräfte mX-dt, mYedt; x. 
in Bezug auf diefelben drei Momenten-Aren. 

J. Sind daher legtere Kräfte bloße Attraktion: oder Re 
pulſtv⸗ ‚Kräfte, d. h. find fie fo, daß Wirkung und Gegen⸗Wir⸗ 
fung einander gleich und genau entgegen find, fo find die Sum- 
men ber letztern ftatifchen Momente der Null gleich; alfo if 
dann auch die Summe ber erfiern der Null gleich, während 
"der Punkt O ein gang beliebiger ift, "und natürlich dann auch 
ftatt der drei auf einander fenfrechten Axen jede beliebige vierte 
genommen werden Fann. ... 

Kommen aber unter den Kräften mX⸗dt, mY-dt, ꝛc. folche 
vor, welche nach einem feften Punkte hin gerichtet find, fo wer 
den die flatifchen Momente diefer Tegtern nur in Bezug auf alle 
diejenigen Momenten » Aren nothwendig der Null gleich ſeyn, 
welche durch dieſen feften Punft gedacht find. 

Man bat daher allemal (nad) $. 128. Nr. 6.) 

En(y-d%x —x-dty) = 0, 
1) Sm(xd?z—270%) —= 0, 
<im(z-d°y — y-d°%z) = 0, 
. fo oft nur Attraftions- und Repulfiv Kräfte. allein wirken und 
die Koordinaten: Art ganz beliebig gelegt find, ‘ober wenn auch 
noch Kräfte wirken, welche (einzelne oder alle Theile de Sy 
ſtems ergreifen, aber) nach einem feften Punkte hin gerichtet 
find, fobald man biefen feften Punft sum Anfangs» Punkte der 
- Koordinaten nimmt. 
II. Diefelben Sleichungen (1.) finden ſoar dann noch 
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ſtatt, wenn der Anfangs⸗Punkt ber Koordinaten Fein. feſter 
Puntt im abſoluten Raume if, fondern ſelbſt noch geradli⸗ 
nigrund konſtant ſich bewegt, ſobald.nur feine auderen Kräfte 
wirken, als ſolche wo Wirkung und Gegen⸗Wirkung der Theile 
des Syſtems aufeinander, einander gleich ſind. — Sind naͤm 
lich &, 8,.y bie Koordinaten⸗Werthe dieſes bemeglichen An⸗ 
fange: Punktes der neuen, mit den. alten parallelen Axen, folg⸗ 
lich, weil. die Bewegung dieſes Punktes geradlinig und konſtant 
vorausgeſetzt wird, ſolche Funktionen von t, daß 
2) a0 ml: Bro Ä 
ift; find ferner x,, Yi, Zus X, 26. Die neuen mit den alten pa⸗ 
rallel, aber aus dem bemeglichen Punkte genommenen Koordi⸗ 
naten⸗Werthe der Maflen: Punkte m, m’, m’, ıc., fo ‚hat man 
I)s—xnte; yayı hf) zen; mai te; x 
alfo anch (wegen der Gleichungen 2.) 
4) Ad, Ay—diy,; 879; Drlmdkl,e 
Nun wird alfo, wenn man dieſe Werthe .fubflituirt, | 
5) Im(y-Is— xy) = Imk(y, +)’, —(S,-+a)-d? yJ 
= Zn(y 9, Hy) Sad, )— Sm dry.) 
Auf der andern Seite hat man aber, weil die Kräfte mX; mY, 
mZ, mX!, ıc. fich gegenfeitig vernichten | 
6) ZaX) = 0; I(mY) = 0; 2(mZ) = 6; ' 
und daher auch (nad) $. 128. I. J.) J 
7) 2mdꝛx) = 3(m-d?z,) 0 
Zmdy) = Imd’y,)=0; ac. 
ſo baß die Gleichung (5.) in die nachſtehende uͤbergeht 
8) Zmlydx— xy) = Zuyrd’n—ırÖöy) 0: 
Alfo gelten die Gleichungen (1.) auch .noch, wenn man die 
Koordinaten Werthe von dem konſtant und gerablinig ſich be⸗ 
wegenden Schwer⸗Punkte aus nimmt. 
III. Integrirt man aber nun dieſe Gleichungen (1.) links 
und rechts nach. allem t, fo erhaͤlt man augenblicklich 
Sm(y-IX— xy) = c, 
9) Zm(x-dz —z.d) = cl, 
inl-dy—yd2) = = ci, 
[25*] 


s 
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wo bie Ausdruͤcke zur Linken die Summe ber ftatifchen Mo⸗ 
mente aller zu Ende der Zeit im Syſteme vorhandenen Groͤ⸗ 
Ben der Bewegung! find, in Bezug auf. die drei Koordinaten⸗ 
Aren, als Momenten» Uren genommen. — Diefe Momenten: 
Summen find alfo immer konſtant, fo oft nur gegenfeitige At: 
traktions⸗ und Repulfio-Kräfte wirken, man mag übrigens das 
Centrum der Momente beliebig im Raume feſt oder Eonftant und 
geradlinig ſich bewegend denken. — Wirken aber noch ſolche 
Kräfte, welche nach‘ einem’ feften Punkte hin gerichtet find, fo 
‚ find dieſe Momenten- Summen nur dann fonftant, wenn man 
diefen feften Punkt zum Eentrum der Momente nimmt. — Diefe 
Gleichungen: aͤndern fich nicht :burch den gegenfeitigen Stoß 
der Körper und auch. nicht, wenn einer durch eine Explofion 
von Sinnen zertrümmert, fobald nur ale Stücke wieder unter 
die m, m!, ıc. mit aufgenommen werden, eben weil unter allen 
diefen Annahmen die Körper nur gegenfeitig auf einander ein- 
wirfen, fo daß Wirkung und Gegen: Wirkung ber Theile des 
Spftems auf einander, einander ‚gleich und genau entgegen ans 
genommen werben: fünnen. 

IV. Da übrigens (nach) J. =. Me. SL. 40.— 42. und 
$% 41. Anmerfg.) 

LUyöx—zdy).dt oder . dx — x.dy) 

der Inhalt des von der Projektion des Radius⸗Vektor an m, 
in der Ebene XOY in der Zeit. dt befchriebenen Sektors ift, fo 
fann man den Gleichungen (9.) indem man fie mit dt multi: 
pliciet und dann links und rechts noch einmal nach t integrirt 
ſich denkt, auch noch folgenden Sinn unterlegen: 

die Summe der Produkte aus den Maffen m, m’, xc. in die 

von den Projektionen ihrer Nabien- Vektoren auf irgend eine 

Ebene, in leßterer befchriebenen Sektoren ift mit der Zeit t pro» 

portional,. wenn nur dieſe Sektoren pofitiv oder negativ ge: 

nommen werben; je nachdem die Radien- Vektoren fie in einer 

Richtung oder in der entgegengefeßten Richtung befchreiben. 

Die bier fo eben, oder auch in den Gleichungen (9.) aus: 
gefprochene Wahrheit nennt man daher auch das „Sefeg (Prim 


- — — — — —— BEER. — — — — — 4 
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cip) Ber Erhaltung der Inhalte”. — Es gilt noch, wenn 
auch Kräfte mitwirken in ber Richtung der Maſſen⸗Punkte und 
eines feften Punktes, ſobald man die Sektoren aus dieſem feſten 
Punkte nimmt. 

V. Nimmt man fuͤr dieſe Groͤßen der Bewegung,“ wie 
ſie links in der Gleichung (9.) vorkommen, die Ebene der groͤß⸗ 
ten Momenten⸗Summe, oder die ſogenannte Haupt: ‚Ebene 
der „BSreößen der Bewegung”! ($. 34. d. IL Th.) und nennt 
man € die (fonftante) größte Momenten: Summe felbft, fo hat 
man nach (6 34. d. II. Th.) 

 C=Ve++cR.. 


Dabei ift Die Lage dieſer Haupt-Ebene gegen die Koordina⸗ 


ten- Ebenen XOY, XOZ, YOZ durch die drei Bintel beſtimmt, 
deren Koſinuſſe bezuͤglich 

Pi a 

[6% Te mw. m. 
feyn werben. — Diefe Haupt «Ebene hat alfo zu jeder Zeit 
eine und biefelbe Lage, und ift daher von Laplace bie un: 
veränderliche Ebene (plan invariable) diefes freien Sy: 
ſtems genannt worden *). 

Iſt fein feſter Punkt im Spfem, fo würde man fogar noch) 
immer ein und daffelbe ©: finden, wenn man folches C zu ver; 
fhiedenen Epochen berechnete‘ und jedesmal den Schwer-Punft 
des Syſtems zum Centrum der Momente nähme, auch wenn 
folcher ‚unterdeffen geradlinig und konſtant fich bewegt haben 
follte, wenn man nur nicht unterliege in die Gleichungen (9.) 


⸗ 


aus denen zunaͤchſt c, c! und c! berechnet werden müffen, ſtatt 


dx, dy, dz, xt, ıc. nicht die wahren Seiten: Gefchtwinbigfeiten, 
ſondern die Differenzen ztoifchen den wahren Seiten-Gefchtindig- 
keiten der Maffen-Punfte m, m’, zc. und den Seiten: Gefchtoin- 
bigfeiten ded Schwer: Punktes zu feßen; weil nun die Koordis 


*) Da die Planeten nicht Maffen- Punkte find, fondern Maflen von 
bedeutender Größe, die außer der fortfchreitenden Bewegung auch noch eine 
drehende haben, fo wird man bei der Anwendung aller diefer allgemeinen 
Gefege auf das Planeten⸗Syſtem, bierauf Rückficht nehmen müffen, fo wie 
Dies weiter hinten gezeigt ift. 


.. 
—— — — — — 
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natens Werthe aus dem (beweglichen) Schwer: Punkte des Sy: 
ſtems genommen, alſo uͤberhaupt ſtatt der x, y, z,x', ac. die 
X, Yır Zi, X, 2C. gefeßt werben, alfo auch flatt dx, dy, dz, 
" Oxl, ꝛc. jet die Ox,, Oy,, 82, dx,!, sc. zu fiehen kommen muͤſ⸗ 
fen, während doch 
zii, y=y—-f, hu2, ı=x—eo, ı. 

alfo auch . Ä 
dx, = ds— do, .dy, = dy— 3, , = ı—dy, 
- dl, me ld, 1. ' 
iſt. | 
Diefe Lage der Haupt Ebene ober der unveränderlichen Ebene 
fo wie die Größe C des Haupt: Momentes aller vorhandenen 
„Größen ber. Bervegung 4 müffen natürlich in den verfchiebenen 
Epochen noch immer als biefelben gefunden werben, wenn fich 
auch die MaffensPunkte ingwifchen gegenfeitig geftoßen haben, ober 
wenn deren welche, vermöge einer aus ihrem Innern hervorges 
gangenen Exploſion zertruͤmmert worden ſeyn follten, fobald man 
- nur im Ießteren Falle die Trümmer zu den übrigen Maffen-Punf, 
ten hinzuzaͤhlt.*). 

Anmerk. Wil man bie Enge der „unveränderlichen. Ebene!! 


. für. unfer Planeten-Syſtem berechne zu irgend einer Epoche, - 


fo muß man nicht überfehen, daß in den Gleichungen U. 9.), 
welche c, c! und cl zu liefern haben, dag Summen » Zeichen > 
fih nicht bloß auf.die 30 Körper: bezieht, welche man von die⸗ 
ſem Planeten⸗Syſtem kennt (wenn man die Cometen wegen ber 
Kleinheit ihrer, Maffen außer Acht läßt), fondern daß jeder ein 
seine dieſer Welt: Körper, auch wieder in unendlich Fleine Maf- 
fen: Elementchen zerlegt gedacht. und für ‚jeden einzelnen die durch 
> angezeigte Summe (durch dreifache Integration in der Regel) 
gefunden werden muß. Diefes letztere erleichtert man ſich da⸗ 
durch, daß man die dreifache Integration umgeht. Man- legt 


*) Findet man daher zu verfchiedenen Epochen dieſes Haupt-Moment C 
> verfchieden, fo Fünnte man daraus folgern, daß entweder Kräfte von außen 
auf das Syſtem gewirft, oder daß Stöße gegen, dem: Soſteme fremde Kör⸗ 
per, ſtatt gefunden haben. 


— ne — — 





L 
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naͤmlich durch den Schwer⸗Punkt des Welt⸗Koͤrpers neue Koor⸗ 
dinaten; Axen, parallel mit den alten und führe, außer den als \ 
ten. Kdordinaten Werthen £ı, Yır zu des Schwer: Punftes des 
Welt: Körpers noch die aus diefem Schwer: Punkte genommenen . 
Koordinaten Werthe x, 9, 5 der verfchiedenen Elemente dm deſ⸗ 
felben ein, während m feine ganze Maſſe vorfiellen mag. Will 
man nun zuerft c berechnen (welches der auf OZ fenfrechten . 
Koordinaten: Ebene-XOY angehört), fo findet man fogleich für 
den Theil von c,-welcher von dieſem Welt⸗ Körper herruͤhrt, den 
Ausdruck 

(Orr (rd — Bd) + 3p.— — £.dy)-dm. 

Der erfie Summand diefer Summe ift das flatifche Moment 
ber auf XOY proficieten Groͤße der Bewegung“ des Schwer: 
Punktes des Welt: Körpers, unter der Vorausſetzung, daß Die 
ganze Maffe des Iettern in biefem Schwer» Punkte concentrirt 
wäre. Er ift alfo von der Drehung des Körper ganz un: 
obhängig: Der andere Summand des Ausdruds (O) ift of: 
fenbar von ber Bewegung des Schwer⸗Punktes, alfo von der 
fortfchreitenden Bewegung des Weltkoͤrpers ganz unabhängig, 
und nur abhängig von der Drehung bed Körpers um feinen 
Schtver- Punkt, Weil aber diefer Theil 

S(yd:— r-Oy).dıe 
(nah $. 37. ) bie Summe ber fatifchen Momente der auf xOY 
projicirten Dreh⸗Kraͤfte vorſtellt, ſo iſt ſolcher allemal 
(O- = Ypell+-Bg fl! +Ery", 

wenn A, B, € diedrei Haupt » Trägheitg - Momente, ferner 
p, 9, r die zu dieſen drei Haupf: Dreh: Aren "gehörigen Win: 
fel- Sefchwindigfeiten, und a, Al, yll die Kofinufje der Win: 
fel vorfielen, welche die drei gedachten Haupt⸗Dreh⸗ Iren mit 
der (auf XOY fenfrechten) OZ bilden. 

Die Haupt: Trägheits-Momente A, B, €, würden ſcch fuͤr 
jeden Welt⸗Koͤrper berechnen laſſen, deſſen Geſtalt und Maſſe 
man kennt, wenn man vorausſetzen duͤrfte, daß die Maſſe in 
ſeinem Volumen gleichmaͤßig vertheilt, d. h. daß er homogen 
ſey. Im Allgemeinen werden aber die Haupt⸗ Trägheitd: Mo⸗ 
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mente Fleiner ſeyn, als die unter der fo eben gemachten Vor⸗ 


- ausfegung berechneten, weil. man einiges Recht hat anzunehmen, 


— 


daß die Welt⸗Koͤrper alle um ihren Schwer⸗Punkt herum dichtere 
Schichten haben je naͤher dieſe dem Schwer⸗Punkte liegen. Man 
wird dieſe Traͤgheits⸗Momente wahrſcheinlich nie genauer finden 
koͤnnen; doch werden ſie in der Regel alle drei nur wenig von 
einander verſchieden ſeyn, weil jeder Welt⸗Koͤrper nahehin eine 
Kugel iſt, für welche letztere die drei Trägheits: Momente U, 
B, C, alle drei einander gleich ſeyn wuͤrden. — Die drei Win⸗ 
kel⸗Geſchwindigkeiten p, q, r find für mehrere der Welt⸗Koͤr⸗ 
per befannt, für anbere wiederum fehr verfchieden angegeben. 
An einer ‚genaueren Berechnung dieſes Theils (C) ift Daher faſt 
für immer zu verzweifeln. Man begnügt fich deshalb damit, 
gu zeigen, daß diefer Theil (() gang nahehin von ber. Zeit uns 
abhängig ift, d. h. zu allen Zeiten ganz nahehin einen und den- 


ſelben Werth hat. Es hänge nämlich die Drehung des Welt 


Körpers ab, einmal von dem Anfangs: Gegen» Paar, welches 
zur Hervorbringung ber Anfangs» Drehung nöthig ſeyn würde, 
und dann noch von den fletig hingutretenden Kräften, in fo fern 
fie die Anfangs» Drehung ändern. Diefe legten find aber 


- bier die Anziehungen der übrigen Welt⸗Koͤrper, in fo fern fie 


die nicht Fugelfürmige Rinde des Welt: Körpers betreffen, nicht 


aber den fugelförmigen (größtmöglichften) Kern deffelben; denn 


die Anziehungen auf dieſen letztern aͤndern nur die Bewegung 
des Schwer: Punktes, nicht aber. bie Drehung (vgl. II. Th. 
$. 66.). „Da nun die nicht Eugelfürmige Rinde gegen den Fus 
gelförmigen Kern fo fehr Klein ift,: fo kann man, wie auch bie 
oberflächlichen Rechnungen in jedem befondern Sale beſonders 
fehen lafjen, bdiefen von ben Angiehungen herrührenden Theil des 
Ausdrucks (C) außer Acht laſſen, und es bleibt alfo nur ber 
von dem Anfangs -Gegen- Paare herrührende Theil deffelben Aus» 
drucks (C) zu beachten übrig, melcher (nach $. 101. VII.) fon: 
ſtant if. ‚Daraus folgt, daß die Summe 

, m . (y.dx. — Lı-dYı) 
der erſten Theile des Ausdrucks (O) fuͤr die dreißig Welt⸗Koͤr⸗ 
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per genommen, welche feine meitere integration, fonbern nur 


die Lage der Schwer» Punkte und die Maffen der Melt- Körper 
erfordert, zwar nicht das (nach TIL. 9.) gefuchte c, aber doch 
ebenfalls gang nahehin Fonftant if fo daß man für diefe Welt: 
Körper hat: | 
Zm- Henry) = = (Cy 
(I) . Zun-(t,. ‚dh, —jdf,) = ch, 
Zune dp: — 19) cd. 
Findet man nun hieraus die Lage der Ebene der größten Mo- 


menten⸗Summe, d. h. unter der Vorausfegung,; daß bie Maf- 
fen aller Welt⸗Koͤrper in ihren Schwer Punkten concentrirt find, 


fo. findet man bie Lage derfelben, fo wie.die größte Momenten: 
Summe. wiederum Eonftant, und fo findet fich unter biefer letz⸗ 


teren DVorausfegung für unfer Planeten.» Syftem wiederum 


eine ganz nahehin unveränderliche Ebene, welche zwar von ber 
nach (II. 9. 8qq.) gefüchten verfchieden ift, aber mit dleſer letz⸗ 
tern (wenn man fie beide durch einen und denfelben Punkt z. B. 
durch den Schwer » Punkt der, Sonne gehen läßt) eine, ganz 
nahebin, immer diefelbe bleibende Durchfchnittd: Linie und einen 
ebenfalls ganz nahehin immer. fonftanten Winkel bildet, wäh: 
rend fie felbft zu allen Epochen ganz nahehin diefelbe Lage be: 
hält. 

Zum Anfangs - Punkt O ber Koordinaten haben wir den 
Schwer Punkt des ganzen Syſtems genommen. Reducirt man 
die Gleichungen (9) auf Koordinaten, twelche parallel mit die: 
fen aus dem Schwer-Punft der Sonne genommen und durd) 
x, Y, 2, x!,2c. bezeichnet find, fo. gehen die Gleichungen (JI) 
in folgende uͤber 


Zm(y-dx—x-dy)— — [F(my)- E(m-dx)— (mx). z2(m-öy)]=cı, 


Br Emiede—nde) — z-eam)-md) Zn) uir]ee,, 


Zm(2-dy—y-dr) — [Znz)-2(mdy)-Zmy)-2(m-d2)} =c",, 


wo 3,.y,2, x, rc. die aus dem Schwer⸗Punkte der Sonne 
genommenen Koorbinafens Werthe der Schwer: Punkte der übri, 
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gen Körper vorfiellen, während dx, dy, dz, Ax!, zc. bie Sei: 
ten⸗Geſchwindigkeiten diefer Iegteren find, fo daß beides als durch 
Beobachtungen gegeben angefehen werden Fann. 

Da übrigens in der Summe Im auc) die Maffe der Sonne 
als Summand fich befindet, nicht aber die I(mx), I(my), ꝛc. 
S(m-öx), IS(m-dy), 2, weil die Koordinaten: Werthe aus dem 
Mittel-Punfte der Sonne genommen find, fo ift in jeder Der 
Bleihungen (5). dag mit den eckigen Klammern verfehene Glied, 
gegen das erftere allemal nur fehr Flein. 

Uebrigens fett diefe ganze Rechnung voraus, daß unfer Son- 
nen: Spftem durch die Einwirfung der Firfterne nicht geftert 
wird, und daß überhaupt dag ganze Planeten: Syfiem nur ges 
genfeitige Eintoirfungen, des einen dieſer Körper auf den anderen 
und dieſes legteren wieder auf den erfteren, erfahre. 


$% 13. 
Geſetz der Iebendigen Kräfte 
"Kehren wir nun zu der allgemeinen Gleichung der Bewegung 
des ( $. 125.) zurück, nämlich zu ber Gleichung 
1) Im X—r).ds+ In (Y—Iy).öy+Im(Z—d).02 = 0, 
die für alle beliebigen Werthe von öx, öy, öz, ox!, ꝛc. gilt, 
welche den gegebenen Bedingungs: Gleichungen 
2) L=0, L=9, LU=0, x; 
alfo auch den Gleichungen Ä 
OL = AL, -öx + dL,-öy + dL,-öz-HöL, -ös! +1 =0, 
3) OL! = dL',-öx4- U! .öy-Höl'„öz-PöL!, et 
u. ſ. w. f., 
genuͤgen. 
Setzen wir aber jetzt voraus: 
A) daß in den Gleichungen L = 0, L = 0, ⁊xxc. die Zeit 
t erplicit gar nicht vorkommt, fondern nur implicit, in fo fern 
x, y, z, x, 2c. Sunftionen von t find; und] 
 B) daß auf die Maffen: Punkte m, m/, m’, ꝛc. nur ge- 
genfeitige Einwirkungen ftatt finden, aber Feine von außen wir 


7 


4 
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kende Kraft vorhanden, und daß dag Ste überhaupt nach 
_ außen hin ganz frei fey. 

Nach dem d'Alembertſchen Peincipe , welches die Gleichung 
(L) geliefert hat, (oder nad) $. 125.) find x-dx, x-öyy, x-Öz, 
x-öx!, 2c..(im fo fern wir x unenblich«Elein denfen fünnen) die . 
unendlich »Eleinen Zumachfe, welche die Koordinaten: Werthe x, 
Y, z, x!’ c. dadurch erlitten haben, daß eine Hand in das von 
den verlorenen und im Gleichgewicht ſich haltenden Kräften er: 
griffene Spftem von außen eingriff und das Syſtem in eine, 
von der vorigen unendlich) wenig verfchiedene Lage brachte, je⸗ 
Boch fo, daß. die Koordinaten: Werthe der Maffen- Punkte in 
ihter neuen Lage noch immer den Bedingungen L=0, L'=0, ıc. 
genägen. Man. kann fich nun dieſe Koordinaten: Werthe x, y, 
z, x, ıc. als Funftionen irgend eines neuen Veränderlichen u 
und die Aenderungen x-öx, x-öy, 2. derfelben dadurch entfanden 
benfen, daß u um das unendlich- kleine du = x waͤchſt. Dann 
bat man, weil x, jet = 8,4, = str x ri. wird, 
u. ſ. w. f. — u 

x =d, Iy= %y, =, Ol — dl,ı 
und, wenn L, L!, ꝛc. dieſen Buchftaben u ſelbſt nicht erplicit 
enthalten | 

 d&dL=dL*r), IL =ÖAL , &. 
Weil aber u ganz beliebig ift, fo fann man auch u = t 
nehmen, fo daß dann, wenn die bloßen 8 auf alle t ſich be⸗ 
ziehen, 

x Ox, dby—=dy, o2 — de, Am - dxl, rc. 
und auch, weil (nach A.) L, L!, ꝛc. t ſelbſt explicit nicht ent: 
halten follen, 


*) Enthält L den Deränderlihen a felbft explieit, fo if 
aL, = (L,)-HöL,dx, +OL,-öy tr, 
wo das Zeichen (SL,) zur Rechten den Differential» Koeffizienten von L 
nach dem erplieit enthaltenen u vorfiellen fol. Um biefes Glied (OL,) iſt 
aber nun SL, von sL verfchieden. Sp wie jedoch L den Weränderlichen 
u gar nicht (erplieit) enthält, fo fällt diefes Glied (AL) zur Rechten fort, 
und dann ift OL, links, von OL gar nicht mehr verfchieden. 


_ 


—_ 


— 
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5) öL = OL, ÖL! = AL, x. 
wird. | ; | 
Unter diefen Vorausſetzungen geht aber die allgemeine Glei⸗ 
chung (1.) der Bewegung ſogleich uͤber in 

6) S(m-dx-d°x) + I(m:dy-d’y) + I(m-dz-d°z) 

| = Sm(X-9x+Y-dy-+Z-dz), 

welche alfo mit den Gleichungen: (5.) zugleich flatt bat, und 
wo fich alle bloßen 8 auf die Zeit t bezieben. Dies letztere, 
daß die Öleichungen DL = 0, AL! = 0, ıc. zugleich mit flat 
haben, folgt aus der Vorausſetzung (A.).- 

Aus der Vorausfegung (B.) dagegen folgt, daB der Aus: 
druck zur Rechten (in 6.) allemal ein volftändiges Differenzial 
ift, fo daß ein integral in x, y, z, 2c. eriftiet, ohne Daß man 
die durch x, .y, 2, x, 2c. bezeichneten Zunftionen von t felbft 
zu fennen braucht, ober, mit andern Worten, während dieſe 
leßteren Funktionen ganz beliebige ſeyn können. . Died erfenut 


‚man aus folgenden Betrachtungen: Iſt nämlich K die Kraft 


stoifchen m und 5. 3. m’, welche von m nach m’ hin, von 
m’ aber auch wieder nach m hin wirkt, fo ift die erſtere Wir⸗ 
fung K nad). den drei Axen zerlegt, wenn r die Entfernung 
zwiſchen m und m! vorftellt, | 
KA, KIT m: Ro 
r r r 
Die andere Wirkung, nach den drei Axen zerlegt, ift dagegen 


bezüglich 
Fl “ Vu — 
RI, KIT m -K.. 
Folglich ift der von biefer doppelten Wirfung K berrübrende 
Theil von Im(X-dx-+-Y-dy-+-Z-dz), 
Od = KORB NOyByyHa-BRl-B2) 
. r . 














Auf der andern Seite hat man 


= "ir V’re@— 2)’; 
alfo, wenn man nach allem t differengüirt, 
redr = (x! x)(öx! dx) +(y!—y)dyl!-dy)+(2!—2)921-); 


l 


\ 
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folglich wirt derſelbe Theil (Y) von. ZmK-örHN8yH 00) 
= —K.dr, 
"während K felbft fonftant oder doch eine Funktion von r, übri- 


gend pofitio oder negativ ift, je nachdem K eine Attraftion ober 


eine Repulfion ausdrückt. Diefer Theil laͤßt ſich alſo (nad) t) 
integriren,; ohne daß man x, y, z, x’, 2c. in t ausgedrückt vor- 
ber zu kennen braucht. Da. nun der Vorausſetzung (B.) zu 


Folge die Summe ImkX-ax-+Y-dy-+Z-dz) aus lauter fol- - 


chen Theilen beſteht, ſo iſt auch dieſe ganze Summe 
Zm(X-dx-HY-dy-+Z-dz) 
unter der Vorausſetzung (B.) integrabel (ohne daß man vorher 
x,.y, z,.x!, ıc. in t auggebrückt zu kennen braucht). 
Sind: nun v, v/, u bie Geſchwindigkeiten von m, m!, 24 
Dis 
”— r’-FrOyP? +92; v?— KR 4-9y? 982; ıc. 
ft, und integrirt man nun links und rechte nad) allem t ei 
fchen den Grenzen t= 0 und t=t; bezeichnen dabei v, dv), 
die Anfangs: Werthe von v, v/, ıc. (fürt = 0); if mi, 
T) Sn2(X.d:-+-Y-9y-+-Zdz).dt = f 


X, y, 2, x⸗, ⁊c. 
und bedeuten x, y, $ı xl, 2c die Anfangs⸗ Werthe von x, y, 
z, x!, ꝛc., fo erhält man 
8) Hm) Im) = MU, u Mann 
Diefe Gleichung nennt man dag „Geſetz der lebendigen 
Kräfte. Es lautet in Worte gekleidet, fo: „Der Unter 
Tchied der Summen der zu Ende und zu Anfang der Zeit t 
in allen Maffen- Punkten vorhandenen lebendigen Kräfte hängt 
„bloß von der Lage der Maflen-Punfte zu Ende und zu An: 
„fang ber Zeit t ab, und keinesweges von den Bahnen, welche 
„die Maffen- Punkte befchrieben haben, alfo auch nicht von den 
„Durch L= 0, L' = 0, ꝛc. gegebenen Verbindungen ber 
„Bunfte*), fobatb nur feine anderen Kräfte wirken, als ſolche v von 


*) Die Gleichung (3. des 6. 38. d. I. Th. Mech.) ik der ſpeciellſte 
Sal dieſes Sefeges. Der Anfänger. wird teher wohl thun, jenen Paragra⸗ 
phen noch nachzuſehen. 
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„den Maſſen⸗Punkten felbf: ausgehende gegenſeitige Attraktions⸗ 
„oder Repulſiv⸗Kraͤfte.“ 
| $. 134. - 

Aus dieſem Geſetze folgt fogleich: 

1) Die Summe der lebendigen. Kräfte if fonftant, fo oft 
gar Feine bewegende Kraft (d. h. feine ſtetig wirkende Kraft) 
vorhanden ift, und die Geſchwindigkeiten felbft ſich nur in Folge 
des gegenſeitigen Zufammenhanges der Maffen: Punfte unter ein- 
ander, oder in fo fern bie Punkte gezwungen find, auf einer 
feften Fläche oder Linie zu bleiben, ſich ändern. 

2) Wenn alle Punkte des Syſtems zu verfchiebenen Epo: 
chen genau in einer und derfelden Stellung fich befinden, fo ift 
auch, zu denfelben Epochen allemal die Summe ber lebendigen 
Kräfte diefelbe; in allen den Faͤllen nämlich, wo das Gefeß der 
. lebendigen Kräfte ftatt bat. 

Anmerf. 1. Bei dem Stoße der Körper muß das Geſetz 
(§. 133. Nr. 8.) während der ganzen Dauer des Stoßes ſtatt 
baben. Sind aber die Körper elaftifh, und nehmen fie nach 
dem Stoße ihre vorige Geftalt vollfommen wieder an, fo findet 
auch noch die Folgerung ($. 134. Nr. 2) ſtatt, d. h. eg findet 
fein Verluſt an lebendiger Kraft ſtatt. (Vgl. $. 23. wo wir 
daſſelbe Reſultat in einem der einfachften Faͤlle des Stoßes be: 
reits erhalten haben). 

Anmerf. 2. Day oder — + V-dy+Z-d2).dt 


aus lauter Theilen von der gorm - — 8 dr beftebt (wegen der 


Vorausſetzung B.), two o! und 0 Bi Berthe der Entfernung r 
der beiden auf einander wirkenden Maffen-Elementchen für t= 0 
und für t=t. find; — da ferner dieſes letztere Integral 

a) unter der Vorausfeßung, daß K eine Attraktion ift, ne 
gativ oder pofitiv wird, je nachdem .o>o! oder o<o!ift; das 
gegen 

b) unter der Vorausſetzung, daß K eine Repulſiv⸗Kraft if, 
pofitiv oder negativ wird, je nachdem o>o! oder o<o! if; 
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fo folge noch. ang der Gleichung: (8. des $. 133.):. Unter der 
Vorausſetzung, daß nur Attraftions- Kräfte wirken, erleidet bie 
Summe der lebendigen Kräfte einen Verluſt oder einen Zuwachs, 
je nachdem die Entfernung alter. Maffen + Punkte von einander 
‚größer ober kleiner wird, dagegen findet unter der Vorausſetzung, 
daß nur Repulfiv: Kräfte wirken, gerade das Umgekehrte flatt *). 

Dies gilt natürlich alles auch dann noch, wenn 

xy —-ı —=N, 
d. 5. wenn irgend einer (ober mehrere) der anziehenden ober 
abftoßenden Maflen- Punkte abfolıt feft ift. 

Eben fo wird ein Gewicht P, welches an einer. Mafchine, 
oder an irgend einem Syſtem materieller Punkte angebracht wird, ° 
eine Vermehrung ober Verminderung der Summe der Iebendi- 
gen Kräfte um 2Ph hervorbringen, wenn eg um die Höhe h 
finft oder fleige, welches auch fein dabei zurückgelegter Weg ſeyn 
mag, vertifal oder fchief, geradlinig oder krummlinig. 

Anmerk. 3. Geben wir noch einige Beifpiele von Bere: 
gungen 100 das „Geſetz ber. lebendigen Kräfte!" nicht ſtatt hat. 

- Denken wir und zunächft, daß einer der Maſſen⸗Punkte ge: 
zwungen waͤre auf einer ſich bew egenden Flaͤche zu bleiben, 
fo wuͤrde die Gleichung dieſer Flaͤche die Zeit t explicit in ſich 
aufnehmen, ſo daß ſie ſich vorſtellen ließe durch 

nt 0. 

Dann aber würde man nicht dx = dx, dy — dy, ıc. neh⸗ 
men fünnen, weil dieſe Werthe von dx, oͤy, 2c. nicht der Glei⸗ 
‚hung SL — 0 genügen würden (außer zu denjenigen beſtimm⸗ 
ten Zeit- Punkten für welche gerade der Werth OL, = 0 wer: 
den würde). Alfo hören jest bie Schlüffe des Paragraphen . 
auf, und das Gefeg ($. 133. Nr. 8.) braucht nicht mehr wahr 
u ſeyn. 


*) Man folgert daraus, daß bei der Bewegung eines elaſtiſchen Flui⸗ 
dums allemal eine Vermehrung der Summe ber lebendigen Kräfte ſtatt fin⸗ 
det, fo oft fich folches ausdehnt; daß dagegen allemal eine Verminderung 
diefer Summe der lebendigen Kräfte eintritt, fo oft diefes Fluidum⸗ ſich 
verdichtet. _ 
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Daß das Gefe der lebendigen Kräfte in diefem Falle wirk: 
fich nicht ſtatt findet, davon überzeugte man fich noch anf fol- 
gende Weife. Zu Ende ber Zeit t wird die Slähe L=0 von 
dem Maffen-Punfte m gedrückt, und der (normale) Gegendruck 
R zu den Kräften noch hinzugefügt, würde alfo das Daſeyn der 
Flaͤche L — O überflüffig niachen. Da nun die Kofinuffe der 
Winkel, welche bie Normale mit den Koordinaten» Aren macht, 
bezüglich | 

BL. BoL, öL, 

w’ ww und Ww 
find, wenn W = : VOL ?-+-OL ‚röaL, 
gefeßt worden ift, fo ift, wenn man die Slähe L= 0 weg 
laſſen till, in der Summe 
Zn dx-+-Y-dy-+Z-dz) 
das Sb OL _-dx -+ OL_-dy-HöL_-d 
x’ x 0 y z* Z 
1) Re — 
nothwendig enthalten. Yun ift aber, wenn man L’—= 0 nad 
allem t differenzürt, teil L ben Weränderlichen t noch explicit 
enthält, ' 
| 3L,+-3L,-dx-4-3L-Öyrt-öL,.dz = 0. 
Solglich geht der Ausdruck (1.) in 
_aL, ' 
2) — Ren 
über. Der Ausdruck zur —* in der Gleichung (8. des 
$. 133.) würde daher das Glied 


_2 /\ (mot )at 
noch in ſich aufnehmen, wo die Integration nach allem t ſtatt⸗ 
finden muß, während in dem Faktor SL, nur nad) dem in L 
xplicit enthaltenen t differenziirt ift, fo daß dieſes Integral al⸗ 
lerdings von der Bahn des Punktes m abhängig if, 
weil man diefe Antegration nicht vornehmen kann, wenn man 


nicht vorher x, y, z bereits als Funktionen von t fennt. 
| Als 
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Als zweites Beifpiel ber Bewegung, in weichen das Geſetz 
ber lebendigen. Kräfte nicht flatt hat, betrachten mir den Fall, 
in welchen der Maffen: Punkt m zwar auf einer f eften Flaͤche 
"bleiben muß, aber die Reibung deffelben:-auf ihr noch beach, 
tet werben fol. Nennen wir wieder R den Drud, fo ift uR 
bie Reibung, welche (nach den brei Axen zerlegt) mit zu den 
Kräften mX, mY, nA noch hinzugenommen werden fol.. Alfo 
fann man nun vorn Iin(X-dx-+ Y-dy-+ 292) nicht mehr dag 
integral finden, fo lange nicht x, y, 2 .und ber unbekannte 
Druck R, bereits in t ausgedrückt find. 

Die Reibung uR wirft in ber Richtung der Tangente: der 
Bahn, der Bewegung entgegen. Iſt daher s der in. der Zeit 
t befchriebene Bogen, fo | 





J md _ Re, 





Ox 
—aR. Os ’ 


* ſolglich iſt der aus der Reibung bervorgebenbe ar von 
Zm(X-dx-+Y-ay + 2-92), . 
N . — —E———— 
| = —uR. ös F 
Integrirt man nun dieſen Theil, ſo findet, man die Aenderung 
bes Ausdrucks SImv? — Swo, 

— — [uR-Beedt, 


= — uR-ds.- -- 


fo da man flieht, wie diefe Reibung allemal eine e Varminderung 
in der Summe der lebendigen Kraͤfte erzeugt. 

Alles dieſes letztere gilt auch noch, wenn zwei der Koͤrper 
ſich an einander reiben *) Ze 

Anmerf. 4. Die Summe Zn) der lebendigen araͤfte 
iſt immer poſitiv, hoͤchſtens Null. fe jedoch die Summe ber 
lebendigen Kräfte der Null gleich, dann-ift auch nothwendig jede 
einzelne Gefchwindigfeit aller einzelnen: Punfte der Null gleich, 
d. h. die Bewegung hat aufgehört. 


*) Desgleichen bringen die wiberftehenden glüffigfeiten, in denen ein 
Körper fi bewegt, allemal eine Verminderung an der Summe der lebens 
Digen Kräfte hervor. 

UI. , [26] 
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Weil aber Reibung, Widerſtand der Luft, des Waſſers, oder 
irgend eines ſogenannten Mittels, die Summe der lebendigen 
Kräfte fortwährend vermindern, fo folgt, daß fie auch · Stillſtand 
bervorbringen können, und allemal bervorbringen müffen, fo oft 
diefe Verminderung der Ichendigen Kräfte nicht von den vorhan: 
denen: Gefchtwinbigkeiten felbft abhängig it (wie 5. B. bei ber 
Reibung); — fo lange nicht Ereigniffe eintreten, weiche bie 
Summe der lebendigen Kräfte wiederum vermehren. 

Zu biefen letztern, nen hinzutretenden, die Summe ber lebendigen Kräfte 
vermehreriden Urfachen gehören 3. ©. die Uhrfedern, oder Pie Gewichte an 
den Uhren, u. fi w. f. ? 


4. 135. 


Denkt man fih die Bewegung eines Syſtems von. Maffen- 
Punften m, m’, m’, ꝛc. in eine fortfchreitende ded Schwer: 
Punktes (iwelcher die Geſchwindigkeit v, haben mag, zu Ende 
der Zeit t) und zu gleicher Zeit in eine drehende Bervegung um 
diefen Schwer⸗Punkt zerlegt (nach dem $. 128.), find dabei v, 
vi, ıc. die wahren Geſchwindigkeiten der Maſſen⸗Punkte m, m’, ꝛc.; 
find dagegen v,, v/,, ꝛc. die Geſchwindigkeiten ber Umdrehung 
um den Schwer: Punkt *), fo hat man allemal’ 

(mv?) = = vo (m) + Iav,)). 

Sind nämlich x, y, z, x, ıc. die Koordinaten» Werthe von m, m/, ꝛc. 
dagegen xi, Yı, Bun x’, 20. die KoordinatensWerthe derfelben Maffen- ‚Ele: 
mentchen m, m’, ꝛe., aber aus dem Schwer⸗Punkte bes Syſtems übrigens 
mit den erßern parallel gendihmien, und ſind zuletzt noch xo, Jo, ze, Die 


Koordinaten  Werthe ded Schwer» Punfte-felber, fo hat man - 
sent, y-ytYy, zent, xC X, ⁊. 


. alfo auch 
%x = Ga rönı, = yo dyı; % = dro dꝛi, x. 
Dabei iſt = ui röy On’ ' 


und v? = dx? am 25 viꝰ = dx? HOyı" +02”; 
vertrat ve dry 
u. ſ. mw. f. — Wegen der Eigenfchaften des Schwer Punfts hat man aber 


*) Es iR alfo nach diefer Annahme v bie mittlere Kraft aus vo und vi; 
deögleichen v’ die mittlere Kraft aus vo und v/,, u. f. w. f., mie ſolche 
mittlere Kräfte nach dem Parallelogramm der Kräfte fich ergeben. 
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(ma); =, . Zt) — =, st, a) 05; 
alfo auch 
Z(m-dz,) = 0,- Zim. By): = 0, (m 32) = 0; 
und diefe legtern Gleichungen veruefaen, daß wenn man in Z(mv?) d.h. 
in Zm(dx’+-5y°-+37?) flatt dx, dy, dz, x. ihre vorfichenden Werthe 
Oxo-tH-öxı, yat-dyı,, . fubpituirt,, bie, bei dem auadriren eingehenden 
doppelten Produkte, deren Summen bezüglich 
23(m- Ox.du)) 22(mdyöyı); 22m du; an 
oder auch ' 
x Z(m- dx); „abyor Z(m- an), 2a —* 3), 
find, ſich wegheben. 
Wenden wir dieſen s auf bie Himmels: Korper a an. — 
SR nämlich UV dag, was hier vorſtehend durch <{mv}?): ausge⸗ 
druͤckt iſt, fuͤr alle Maſſen Elementchen eines Himmels⸗ Koͤrpers, 
in. Bezug auf den Schwer-⸗Punkt deſſelben; und iſt u die Ge— 
ſchwindigkeit dieſes Schwer: Punktes, ſo iſt, wenn wir jetzt Uns 
ter m die ganze Maffe des Himmels: Körpers ung denfen, (nach 
$. 135.) die Summe ber lebertbigert Kräfte aller  Baflen ‚Element: 
chen dieſes Himmeld- Körpers. oe eleng 
==. Um. 


Denken wir uns nun alle Körper des Sonnen⸗Syſtems, 
und für fie U, u und m durch angehängte Striche bon einan⸗ 
ber unterfchieben, fo laͤßt ich. bie Gleichung ($. 133. Rr B.) 
auch ſo ſchreiben 

1) ZU+ (au?) = = 2, naar td, | 


wo D ſtatt ber Konſtante ſteht, waͤhrend das Summen⸗ ‚Zeichen 
= fi) auf die Sonne,. auf alle Planeten, ayf alle Monde, und 
felbft auf die Kometen erfireckt, nur daß die Maſſen der letztern 
durchaus nicht bekannt find, und. daher. in aͤhnlichen Unterſu⸗ 
ungen meiſtens als unbedeutend außer Acht gelaffen. werden, 
Iſt nun -V die Geſchwindigkeit des Schwer⸗Punktes des 
Sonnen: Syſtems, und find x,, Yr, 21, x, x. die ang dieſem 
Schwer⸗Punkte genommenen Koordinaten » Werthe der Mittel: 
Punkte der Welt: Körper ‚ (6 bat man noch (nach $. 135.) 
2) (mu?) = = Ve 2{m) + Zn, 2.4+-9y,?-+-dz,? ), 
[26* ] 


! 


V 
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wodurch die Gleichung (1:) in bie folgende übergeht: 
3) ZU+V?.I(m)-+ Im(ör?-++3y?-+ 82,2) 


= "nam ze. +D, 
wo 
4) ya = fm 8:-+-Y-dy+Z-d2). edt, 


ift, während X, Y, Z, X’, ꝛc. die: Attraftiond- Kräfte zwiſchen 
je zweien Welt- Körpern vorftellen. 

Iſt daher s die Größe der Attraftion zweier Einheits-Maſſen 
auf einander in der Einheits⸗ Entfernung, und iſt o die Entfer⸗ 
ung der Mittel: Punkte’ zweier Welt⸗Koͤrper von einander, waͤh⸗ 
rend die Maſſen der letztern m und m! ſeyn mögen, fo iſt die 
Attraktion diefer beiden Welt Körper auf einander, wenn man 
folhe als vollfommene Kugeln anficeht, oder auch wegen ber gro» 
Ben Entfernungen berfelben von einander (IL. Th. $%. 66. 7L.), 

sum! 
— 
und der davon herruͤhrende Theil von f,, „x... 
_ _ mm! | 
, — 7 —* 
Daher finder ſich Ä | 
6) h y2x,«. =. 
wo fih das Summenzeichen über alle Verbindungen je zweier 
der Welt» Körper erſtreckt. 

Berücfihtigt man nun nicht den Einfluß der Sirfterne auf 
das Sonnen »Syfiem , fo ift die Bewegung des Schwer⸗Punk⸗ 
tes des letztern gerablinig und Fonftant; berückfichtigt man fer: 
ner nicht die Störung ber Umdrehung eines Weltkoͤrpers um 
feinen Schwer: Punkt, welche davon herrührt, daß er nicht ges 
nau Fugelförmig ft, fo iſt für jeden der Weltkörper, U alfo auch 
ZU, ettwag konſtantes ſo daß dann in der Gleichung (3.) der 
Ausdruck 

6) D—-XUV- V2. — C 
geſetzt und C als konſtant angeſehen werben kann. Die Glei⸗ 
chung (3.) geht dadurch uͤber in 


\ 


— 
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7) Zm(dx,?-+dy,’+92,’) = 2.2) 


Nimmt man jeßt die Koordinaten: Werthe x, y, z, x!, y/, 
z', ıc. der Mittel: Punkte von m, m/, ꝛc. aus dem Mittel-Punfte 
der Sonne, und find g, h, k die Koordinaten. Werthe des Schwer: 


Punkts des Sonnen » Syftend aus biefem: Mitel. ⸗Punkte der 


Sonne genommen, fo bat man 
g=ı-, y=y-hı, ı= ik, ec. 
und wegen der Eigenſchaften des Schwer⸗Punktes 


g. (m) = I(mx), h-I(m) my), k-S(m) = I(mz); _ 


alfo auch \ 
dg.-I(m) = (md), dh-I(m) = Zmdy), 
Ok-S(m) = 3(m-d), 
und 
a, =dır—d, Ay —dy—dh, 2, —=dz—, x. 
Eliminirt man aber mittelft dieſer Gleichungen aus der (7.), 
ſowohl dx,, Oy,, dz,, 2. als auch dg, öh, Ok, fo erhält man 
zuletzt 


8) Emo 43y"+ Lem den Ken] 


= c-202(") 

Da für die Sonne felbft, die. aus ihrem Mittel: Punkte ge: 
nommenen Koordinaten ihres Mittel- Punktes ale Null find, da⸗ 
ber auch die Differenzial- Koefficienten derfelben, fo enthalten in 
diefer Gleichung (8.) die Summen: Zeichen I die Maffe M 


der Sonne felbft nicht, ausgenommen in S(m) und in S =) 


Sondert man aber in letzeren Summen ebenfalls die Maſſe M 
der Sonne ab, d. h. fchreibt man 

M-+-2(m) ſtatt (m) 
und 


; 
n u 
Mn, Mi! „Nat, 4 (EN) gan S[Ee) 
r r r E 








wor,r,rl,x bie Entfernungen vorfiellen des Mittel⸗Punkts 


I) 





N ⸗ 


— 
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der Sonne von den Mittel⸗ ⸗Punkten der uͤbrigen Planeten, ſo 
wird zuletzt die Gleichung der lebendigen Kräfte für unfer Son- 
nen» Spyftem. die nachſehend· 


9) Na )- Ham 5 [(xm-&2)’+(Zm- 3 +Em 82)”] 


= C-2M-2() = ), 
in welcher Gleichung die Summen : Zeichen I fi über alle 
- Planeten, Monde und auch Kometen erfireffen, wenn man leg 
tere nicht außer Acht laſſen wollte *), aber nicht die Sonne in 
fich begreifen. | 


§. 136. 


Wir wollen jetzt unterſuchen, wie ſich die Summe der le⸗ 
bendigen Kräfte bei ploͤtzlichen Aenderungen (d. h. im Falle 
Stoͤße der Koͤrper unter ſich, oder. gegen andere unbewegliche 
Koͤrper, oder Exploſionen ſtatt finden) aͤndern wird. 

I. Zuerſt machen wir bemerklich, daß jede wirkliche Bewe⸗ 
gung eines Syſtems den Bedingungen des Zufammenhanges der 
Theile deſſelben, wie fie in den Gleichungen L=0, L'=B, x. 
ausgefprochen find, nothiwendig genügt. Sind nun a, b, c, al, xc. 
die Anfangs: Gefchtuindigfeiten, weiche Die Theile m, m’, x 
des Syſtems dadurd) angenommen. haben, daß Kräfte A, B, 
C, A’, sc. auf diefelben wirkten, fo befchreiben die einzelnen Maf- 
“ fen-Punfte in der unendlich-Eein gedachten Zeit dr die Wege 


-. "ade, bedr, code, aldr, 2c.; und wenn man biefe bezüglich 


fiatt dx, dy, Öz, öxl, 2c. in die allgemeine Gleichung der Be 
‚wegung ($. 127. 1), nämlich in 


*) Berechnete man nach diefer Gleichung, C zu verfchiedenen Epochen, 
indem man jedesmal die Kometen außer Acht ließe, und zeigte fich jedes⸗ 
mal C merklich anders, d. h. erhielte man für C nicht immer einen und 
denfelben Werth, fo müßte diefer merkliche Unterfchied in den Werthen von 
C dem Gefanmt » Einfluß der Kometen sugefchrieben werden, wenn man 
die Einwirkung der Sirfterne nicht beachten will, und auch nicht voraus⸗ 
fegen will, daß unterdeſſen Stöße wiſchen iweien der Melt Körper ſtatt 
gefunden haben. 


- 
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1) ZmA—a)dx- Im(B— b)dy + Im(C — c).dz.==0 
fubftituirt, fo erhält man die Gleichung Ä 
‚, 2) Im(A—a)a + Im(B— b)b-+ Im(C — c)e = = v, 

wo A, B, C, Al, ⁊c. die Gefchwindigfeiten der Theilchen m, 
m’, ꝛc. ſeyn wuͤrden, wenn leßtere von einander unabhängig 
(ifolirt) wären, während a, b, c, a’, 2%. die wirflichen Ge⸗ 
fchtwindigfeiten derfelben Theile find. 

II. Treten aber plößliche Aenderungen in der Geſchwindig⸗ 
feit der Maſſen⸗Punkte ein, nämlich .Stöße oder Explofionen, 
fo fann man in der allgemeinen Gleichung (1.) der Bewegung 
($. 127. S) flatt; öx, Sy, öz, öx!, ıc. wiederum die unendlich 
kleinen Wege- feßen, welche in irgend einer. Epoche ber Stöße 
wirklich ſtatt finden , wenn nur bie Punkte zweier fich ſtoßenden 
Körper, welche ſich berühren, wirklich eine und diefelbe Geſchwin⸗ 
digkeit in einer und derfelben Richtung haben. Bei Stößen ift 
dies legtere der Zall in dem. Moment des größten Zuſammen⸗ 
Preſſens. — Sind nun A, B, C, Al, x. die Gefchwindigkeiten 
vor dem Stoße, Dagegen a, b, c, al, ıc. bie Befchwindigfeiten 
im Momente des größten Zuſammen⸗Preſſens bei dem Stoße 
(alfo bei nicht elaftifchen Körpern, nachdem der Stoß beendigt 
ift), fo gilt wieder die Gleichung, (2.), welche fih auch auf 
diefe Sorm bringen läßt, nämlich) 

,  &m(Aa-+-Bb-+-Cc) = Zm(a?-+b?’-+c?), 
und welche fich auch in diefer Form fehreiben läßt, nämlich 

Zm(A?-+B? + C?) — In(a? +b? + c2) | 
- = Zun[l(A — a)? B—b + (C—c)?) - 
Alfo findet bei dieſem Stoße allemal ein Verluſt an ber Summe 
der lebendigen Kräfte flatt *). 

II. Entftehen aber die plößlichen Beränberungen an Ge; 
fchwindigfeit durch Erplofionen, die fich im Innern der Körper 
bilden, fo find die Gefchwindigfeiten A, B, C, Al, ıc. zu An: 
fange des Ereigniffes biejenigen denen die einzelnen Maſſen⸗Ele-⸗ 


*) Für homogene Eugeförmige und central AR ch ſtoßende Körper haben 
wir daffelbe bereits ($. 23.) erfahren. ' 


bh 


/ 
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mentchen folgen; alfo kann man jest in der allgemeinen Glei- 
chung (1.) der Bewegung flatt dx, oy, öz, Ax!, ꝛc. bezüglich 
A.dr, B«dr, Cedr, Al.dr, ⁊c. feßen. 
"Die Gleichung (1.) geht dadurch über in 
Zm[(A— a)A+(B— bB+C- 90) = —0, 


Sin(a? -+b? + cc?) — Sm(A?+-B + N 
= Im[(a—A)-+-(b—B)’+(c—C)?, 
fo daß dasmal die Summe der lebendigen Kräfte vergrößert ſich 
zeigt. 
IV. Bei dem Skcoße elaſtiſcher Körper tritt der Fall (IL) 
ein, im erftern Theil des Stoßes, bis zu dem Augenblicke des 


größten Zuſammen⸗Preſſens. Dagegen tritt in dem 2ten Theil 


des Stoßes, wo die Elafticität (wie eine Erplofion) zuruͤckwirkt, 
allemal der Fall (III.) ein, fo daß alfo in der erſtern Hälfte 
des Stoßes eine Verminderung, in der letztern Hälfte deſſelben 
bagegen eine Vermehrung der Summe ber lebendigen Kräfte ſtatt 
bat. Sind die Moͤrper volftändig elaftifch, fo iſt die Vermeh⸗ 
rung der Verminderung gleich, und es ift dann die Summe ber 
lebendigen Kräfte vor -und nad) gänzlich beendigtem Stoße eine 
und diefelbe. (Vgl. $. 23. und Anmerf. 1. zu $. 134.) 


$. 137. 
Geſetz der, kleinſten Wirkung. 


Wir fommen nun su dem „Gefeße der lleinſten Wirkung.“ 
Es laͤßt ſich wie folgt ausſprechen: 
ndIn allen ben Faͤllen, two das Geſetz der lehendigen Kräfte 
„ſtatt findet, ift allemal dag Integral 
* =(av’)- dt oder J: = (mv-ds)-dt 


„ein Minimum oder ein Maximum“; d. h. unter allen We 
gen, toelche das Syſtem durchlaufen Fünnte, um von feiner Ans 
fange: Stellung in feine End: Stellung zu gelangen, durchläuft 
es allemal denjenigen, für welche die Summe ber, während der 


Dauer der Bewegung verbrauchten lebendigen Kräfte ein Mini: 


mum (oder ein Marimum) if. 


\ 
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Der Beweis wird genau fo geführt, wie er für den einfachen U dies 
ſes Geſetzes bereits in dem ($. 39. IV. d. I. Th. Mech.) geführt fich fin 
det, weshalb mir felbigen hier der Kürze wegen übergehen wollen. 

An allen den Fällen wo (mv?) fonftant if, alfo wenn gar 
feine Kräfte auf die einzelnen Maffen- Punkte wirken, findet ſich 

j J2 Zur). dt = =(mv?)xXt, 


und dann if alſo bie Zeit. t der Bewegung (mährend welcher 
dag Syſtem von feiner Anfangs» Stellung in feine End: ‚Stellung 
gelangt) felbft ein Minimum oder ein Maximum. 

Anmerk. Bergleicht man diefed „Sefeß der Fleinften Wir: 
fung‘! mit den vorhergehenden allgemeinen Gefegen der „leben: 
digen Kräfte, der „Erhaltung der Inhalte und der „Erhal: 
tung der Bewegung des Schwer» Punftes!!, fo findet man bald, 
daß daß erfiere ung Differenzials Gleichungen, die drei letz⸗ 
tern aber Integral⸗Gleichungen liefern. Da das ' Alem⸗ 
bertfche Prinzip ung allemal den volftändigften Anfag jeder 
Aufgabe der Mechanik, nämlich alle „Differenzial : Gleichungen 
giebt, fo ift jetzt dag „Gefeß ber 'Hleinften Wirkung‘! von fehr 
untergeorbneter Wichtigfeit, während die drei andern Gefeße ung 
fogleich Integral: Gleichungen liefern, die man außerdem in je: 
dem befondern Falle fich erft verfchaffen müßte *). 





— — 


*) Die Integral⸗Gleichungen, welche das „Geſetz der Erhaltung der 
Bewegung des Schwer⸗Punkts“ an die Hand giebt find 
Z(mx) = »I(m) rat, 
1) Z(my) = b-£(m)-+-b‘t, 
(m) = «Z(m) + ct. 
Die aus dem „Geſetz der Erhaltung der Inhalte‘ hervorgeheuden Ins 
tegral- Gleichungen find dagegen 
Zum(y-dx—x- .3y) =.c, 
2) Zn(xd2—2d) = ce‘, 
Zua(zöy —y-dz) = c”. 
Endlich if die Antegrals Gleichung, welche aus dem „Geſetze der lebendi⸗ 
gen Kräfte‘ hervorgeht, die nachſtehende 
3)» 3ZmörRr dd) = Sf, 522,0. tComst., 
wenn SZm(X-dx-+-Ydy+2Zdz)dt = L , ꝛe. 
gefinden worden if. 
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Bon den. Fleinen Schwingungen. 


VWorerinnerung. 


In fehr verfchiedenen Fällen erfcheinen, menn fi ein Syſtem von Kör⸗ 
pen bemegt, bloß ganz Fleine ſchwingende Bewegungen, während welcher 
die einzelnen Punkte des Syſtems periodifch fich einander nähern und wie 
der fih von einander entfernen, fo aber daß jedes Maffen- Elementchen feine 
Lage während der ganzen Dauer der Bewegung, und troß der verfchiebenen 
Geſchwindigkeit, die ed haben mag, doch immer nur fehr wenig ändert. — 
In folhen Källen wird die Integration der allgemeinen Gleichungen der 
Bewegung dadurch fehr erleichtert, daß man die höhern Dimenfisnen der 
fehr Eleinen Wege außer Achte läßt, und dadurch wenigſtens genäherte Res 
fultate erhält. Die Gleichungen der Bewegung verwandeln fich nämlich das 
durch in lineäre Differenzials Gleichungen, welche bequemer integrirt werben 
Fönnen. — Wie fich dies geſtaltet, mag nun das Nachſteheude dem Ans 
fänger ſehen laſſen. 


$. 138. 


Es bewege ſich ein Syſtem von Maffen: Elementen m, m‘, 
ml, ꝛc. dergeftalt, daß die Aenderung ihrer Lage dieſſeits ober 
jenſeits ihrer Anfangs⸗Lage immer nur fehr gering bleibt, wäh. 
rend zwifchen den Koordinaten: Werthen der Maffen : Punfte noch 
eine Anzahl von Sleichungen L—= 0, L! = 0, x. vorhanden 
find, denen die Koordinaten: MWerthe während ber ganzen Dauer 
der Bewegung zu genuͤgen haben. Es bleibt dann eine Anzahl 
von einander unabhaͤngiger Koordinaten⸗Werthe. 

I. Sind nun &, P, y, ꝛc. die Anfangs⸗Werthe der n von 
einander unabhängigen Koordinaten, und a+u, A+v, y4+w, 2. 
die Werthe derfelben zu Ende der Zeit t, fo daß, der Voraus; 
feßung zufolge, u, v, w, 2c. fehr kleine Werthe bleiben, fo find 
die übrigen Koordinaten: sWerthe der Mafienz Punkte zu Ende 
der Zeit t, Zunftionen von e-+u, P+v, Y+w, ic. 

Man kann aber aud) alle Koordinaten: Werthe als Funk—⸗ 
tionen von n unabhängigen Veraͤnderlichen «Hu, Av, 7v, ꝛc. 
anſehen, ohne daß dieſe letzteren ſelbſt grade Koordinaten⸗Werthe 
vorzuſtellen brauchen, waͤhrend doch vorausgeſetzt iſt, daß u, v, 
w, ꝛc. für alle Werthe von t immer nur ſehr kleine Werthe ha⸗ 


- — — — — 


N 


- 
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ben. Diefen legtern Seſichts- Puntt wollen wir hier 
feſt halten. 

II. Dann laſſen ſich aber alle Noordinaten ⸗Werthe x, y, 2, x, x. 
der verfchiebenen Maſſen⸗Punkte in unendliche Reihen verwan⸗ 
deln, die nach den Dimenfionen ber fehr Eleinen u, v, w, ı. 
geordnet find. Es feyen biefelben wie folgt vorgeftellt: 

x=p-taurbv-+cw+ic. - 
+ eu? +4fv? + 1gw? Phuv -+ kuw + Ivww +1c. 
y=ptaurbv+cw-Hic. 

| + 1e u2-+-1f,v?-+1g,w?-4-h,uv-rk uw-H] vw=ric. 
1) (eptautbrtante | 

+3e.u’-+ 44, v’+ 1, wW’+h,uv+k,uw-+ L,vw-+1c. 
—plFaurbvrcwri | 
+ 4e'u? + 2f/v? + Ig!w’-+hlav+kluw-Fllvw-+ X. 
u. ſ. w. f.; 
und wir wollen noch den befonbern Sal der Aufgabe voraus: 
fegen, in welchem in x, y, z, 2. die Zeit t erplicit gar nicht 
vorfommt, fo daß bie Koefficienten dieſer Reihen alle nach t 
konſtant find *) 
III. Segen wir nun voraus, daß die Kräfte X, Y, Z, 
X’, 2c., welche auf das Syſtem einwirken, ebenfalls von ber 
Lage ber einzelnen Theile deffelben abhängen, fo find auch Diefe 
Kräfte Funktionen von w-Fu, P-FvV, y+w, ic, fo daß ſich 
auch diefe Kräfte in ganz analoge Reiben entwilfeln laſſen, 
namlih: \ 
= P-+Au+Br-+Ow-ic. 
+3Eu?+3Fv?43Gw?+Huv+Kuw+Lvw-+x. 
Y=P,+A,u+B,v+C,w+ic. 
+3E,u?+3F,v"4+3G, w’+ H,uv+K uw+L, vw-Hic. 
2) Z=P,+A,u+B,v+&,w+ic. ' 
+3E.u?+3F,v?+31G,w’+ H,ur-+K,uw+L,vı+ ꝛc. 
X = P!$Alu+B'v+Ciw ie 
+ IE? -+IFIV24 3G'w?+H’uv+Kluw + Livw-ric. 
u. f w. fs | 


” Die ‚ Glieder P» Pı» Pa» P/s Pf, pP’ 3°. müffen eigentlich auch bie, 


⸗ 
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wobei fi) von felbft verfteht, daß alle Koefficienten diefer Glei⸗ 
chungen (2.) als Funftionen der Roefficienten ber Gleichungen 
(1.) angefehen werden, welche auch t (explicit) enthalten koͤn⸗ 
nen. Wir wollen jedoch noch “voraugfegen, daß fie + explicit 
nicht enthalten, folglich (nach t) konſtant find. 

IV. Mir nehmen nun die allgemeine Gleichung ber Bewe⸗ 
. gung ($. 125.) nämlich die Gleichung 
3) Zm(X— Ir). ix-+ Zm(Y—y).ödy + Im(Z—9%)-öz=0, 
und fegen in fie beliebige Werthe von ox, dy, dz, Öxl, ıı 
welche-jedoch den Bebingungen der Abhängigkeit genügen. Zu 
dem Ende darf man nur u, v, w, 26 ganz wilführlich in 


u, Dder ur due 
v, oder v-eör-ric. 
w, oder w-Lredwric. 


übergeben laſſen, danach aber die aus den Gleichungen (1.) 
dafuͤr hervorgehenden x, oder s-H-x-Ix4+-2c., y, oder y4+-x-öy, &. 
berechnen. Man erhält Bann (nach I. Th. Analyſ. $. 55.) 


(a Peu -+hv +kw + 20.).du 
+(b +fv +hu +lw +ic)öv —* 
+(c +gw +ku +lv -EX. ) o 

(a, Freu +Fh,v-Fkw-Fic)edu 
+(b, +fv +hu-+l mic) öv 
+(c-+gwe+-ku-r]lv Fi) öw 

u. ſ. w. f. 

Subſtituirt man nun dieſe Werthe von dx, oy, öz, öxl, ꝛc. 
in’ die Gleichung (3.), fo kann man die Koefficienten von du, 
öv, dw, 2c. einzeln der Null gleich feßen, und dies giebt: 


Kk- 





rw 


öoy= P2c. 








allen Elementen m, m‘, m’, ꝛc. gemeinſchaftlichen Fortſchreitungs⸗ und 
Drehungs Bewegungen in fich aufnehmen, fo daß fie wenigſtens implicit 
t enthalten. Wir haben aber hier vorausgefegt, daß folche gemeinfchaftliche 
Bewegungen gar nicht eriftivens deshalb find hier auch p, pı, ꝛc. (mach t) 
Eonftant. 


+ 
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(d’x—XYa Heu +hv -+kw ic.) 
m (HO?y—Y%Xa,teuthvtrkwri.)) = 
-+(8°2—Z)(a,-Fe,u-+h,v-+-k,W-+ 2.) 


(8x —X)(b -Hfv -Fhu -Hiw Han 





+ (&y—Y)cb +fvtburlw+ ec) = 
+(9°z — 2b, +bvHB,.ü+l,w+ xc.) 


(8% —X)(c +gw +ku + lv 3) \ 
—0 


| Ss 
5) dd 





m (+(öy— Yo +gmtrkurlvtic)) = 
+07 — Z)(c, +8; W-+kzu-r1,v+ 3.) 
fm. 
V. ‚A diefe Gleichungen ſubſtituirt man min ſtatt x, y, 
2, x, ı. und X, Y, Z, X'; ꝛc. ihre Werthe aus den Gleichun⸗ 
gen (1. u. 2.), läßt in den Refultaten, um eine erfte Ans 
näberung zu befommen, ‚alle zweiten und hoͤhern Dimen- 
fionen der fehr Eleinen-u, v, w, ıc. und der ebenfalls fehr Flei- 
nen dou, B’v, Öw,.c. tweg, und man hat dann n lineäre 
Differenzial: Gleichungen mit fonflanten Koefficienten, von benen 
jebe einzelne bie nachſtehende Form bat, namlich 
6) D-d’u+E: vr F-ö’wr. 4Gu+Hv+Krtic =Q, 
wo D, E, F, ꝛc., G,H,K, sc. und Q aug den konſtanten 
Koefficienten der x, y, z, cc. und X, Y, Z, : (in 1. u. 2.) 
zufammengefegt, find. 

Hat man nun dieſe linedren Gleichungen integrirt und die 
ihnen entſprechenden Werthe u, v, w, ꝛc. gefunden, als erſte 
Annaͤherung, ſo ſetzt man dieſe Werthe in die vorher vernach⸗ 
laͤſſigten Glieder der Gleichungen. Die dadurch hervorgehenden 
Gleichungen unterſcheiden ſich von den vorſtehenden (6.) dann 
nur darin, daß in ihnen auch noch bekannte Funktionen von 
t vorkommen. Integrirt man daher ſelbige ſogleich wieder, ſo 
erhaͤlt man eine zweite Annaͤherung. Man kann noch fortfah⸗ 
ren dieſe Methode der ſucceſſiven Annaͤherungen in Anwendung 
zu bringen, um immer mehr genaͤherte Reſultate zu erhalten. 
Gewoͤhnlich begnuͤgt man ſich mit der erſten Annäherung; und 
auch wir wollen folches hier thun. 





2 
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VL Die n Gleichungen (6.) laſſen fich noch einfacher ma⸗ 
chen, -wenn man flaft der m Veränderlichen u, v, w, ıc, welche 
durch fie beftimme find, m neue Veraͤnderliche einführt, von de 
nen jeder bezüglich um ein unbeftimmtes konſtantes Glieb ver: 
größere (oder verkleinert). gedacht ift; wenn man dann diefe neuen 


N Ausdrücke ; ftatt u, v, w, 2c. ſubſtituirt, nachgehendg aber in 


den neu entftehenden und auf diefelbe Form (6.) gebrachten Glei⸗ 
chungen, die Fonftanten Theile rechts (bie neun Q) alle ber 
Null gleich feßt, und aus dieſen Iegtern Gleichungen die Werthe 
der konſtanten Aenderungen von u, v, w, 2. erſt beflimmt. 


Die neuen Gleichungen zwiſchen den neuen Veränderlichen ha: 


ben dann diefelbe Form (6.), nur dag rerhts ſtatt O die Null 
zu ftehen fommt. Für diefe neuen u, v, w, ⁊c. beben alſo die 
Gleichungen (6.) dieſe Form * 

7) D-ö’u-FE- Ov-H-F-ö’wric. Hut EHE —=(. 


Da dieſe konſtanten Theile, um welche dieſe neuen u, v, 
w, ⁊c. von den alten verſchieden fi nd ‚mitin ea, P, y, x. auf 
genommen werden Jonnen, fo’ find die Koordinaten Werthe x, 
y, 2, x', ıc. immer noch ald Zunftionen von ou, P-+#v, 
y+w, ıc. angufehen, nur daß die Werthe a, ß: 7, 2. etwas 
anders ſind, als vorher. 

Und da der Gleichung (7.) für jedes t durch u — O, v—O, 


| w=s, sc. genügt wird, fo folgt, daß diefe neuen Anfangs: 


Merthe a, B, y, ie der. n unabhängigen Veränderlichen, einer 
Lage des Gleichgewichts entſprechen „aus welcher man das Sy⸗ 
ſtem dadurch abſichtlich entfernt hat, dag man ſehr kleine aber 
beliebige Anfangs Werthe von’ u, v, w, ıc. du, dr, dw, x. 
vorausſetzte. 


VII. Um nun dieſe n. Gleichungen (7. ) gemeinfchaftlich zu 
integriren, fege man 


14 


Nesin (tYe —r), 

N’.sin (t vo —r), 

Nissin(tyo—n), 
wi f 


J 


8) 


” 1 . | 


u 
V 
w 
u. 
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und fuche die Konftänten o, r, N, N’, N, x, fo m beſtim— 
men, daß den Differenzial⸗Gleichungen (7.) genügt wird. | 
So wie man aber-diefe Werthe von u, v, w, ı. zweimal 
nach allem t Bifferenzüirt und in die Gleichungen (7.) fubftituirt, - 
fo findet man. fogleich, daß x zugleich mit t herausfält, und 
daß die entflehenden .n Bleichungen noch, durch N 4. B., divi⸗ 
dirt werben koͤnnen, jo daß fie r und N völlig willkuͤhrlich lafı 
ſen, dagegen die n übrigen. Konſtanten N, N, ꝛc. und @ be⸗ 
ſtimmen (in r und N ausgedrückt). on 
Eliminirt man nun aug biefen n Gleichungen, waqhe die 
Form haben werden 
..9) (DNHENTG-RNIH IC) GN-+-HN/L&KN!E ic. 
- nady und nach N; N, NUM, 2c, wo dann N ſelbſt mit weg» 
faͤllt, fo erhält man zuletzt zur Beflimmung von o eine. hohere 
Gleichung vom nten Grabe, wach wir "durch J 


vorſtellen wollen, und. welche für o im Allgemeinen n. Petſchie 
dene Werthe liefert. Und denkt man. ſich g gefunden, fo laſſen 
ſich N, N’, Nu, ꝛc. (aus den n Gleichungen 9.) als ganze 
Zunfüionen von o. herſtellen vom: ınfen. Grade, jede noch mit 
einem und demſelben Ausdruck R multiplicirt, waͤhrend biefet 
Ausdruck als eine völlig willführliche Konftante angefehen mer: 
den fann, weil fie völlig unbefimmt bleibt. 

VII. Hat man “aber aus der Gleichung (10.) dien Werthe 
von o. gefunden, und ‚bezüglich durch 0, 01,.02, X. ‚ausgedrückt, 
fo genügen den Differenzial: Gleichungen (7.), in fo fern fie 
lineär f ind, auch noch die allgemeinen Werthe 

u= RNvein (en) + R,N „sin (tYa—rı). 
A’... oo m. BoN,.sin (tYor—T,)-Fie.5 
| * RNhsin (yon RN! sin (tYo,—r,) 
41) . + R,N'Y,sin(yYVo—r)-Fie5 
u w=RN!lsin(tYo—r) RN! sin (tYo,—r,) 
| J  +R,N!'gsin (tYoe—T)Hi6 5 
u. ſ. m. f. | | 
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Weil aber diefe letztern Gleichungen, -2n willkuͤhrliche Kon⸗ 


ſtanten · R, r, R,, rı, Ra, ra, 2c. enthalten, fo find fie Die all, 
gemeinen Integrale der. Gleichungen (7.). 

Diefe 2n Konftanten. beftimmen fich zulegf aus den Anfangs: 
Werthen (für t = 0) der fehr Kleinen u, v, w, ıc., Bu, Dr, 
dw, ıc.; deshalb werden die Werthe von R, B,, B,, 2. eben⸗ 
falls fehr Elein, während bie Werthe von r, rT,, Tz, 265 da ihre 
Kofinuffe nur vorkommen, immer poſitiv und zwiſchen 0 und r 
liegend ‚genommen werden koͤnnen. 


$. 139. 


Sind nun alle Werthe 0, OL, O2 x. der Gleichung (10.) 
f, = 0 reell und pofitiv, fo find u, v, w, ꝛc. periodifche Funk⸗ 
tionen. von t, bie immer (für jebes t) fehr Kleine Werthe be 
halten. Sind aber unter den Werthen von E, EL, O2, 2. auch 
negative oder imagindre, fo gehen bie periodifchen Funktionen 
mit imaginären Elementen theilmeife in Erponential: Funktionen 
‚über, welche reelle Exponenten haben. Die Werthe von u, v, 
ww, entfprechen dann nicht mehr der Woraugfegung, nach wel: 
cher fie “fortwährend ſehr Hein bleiben ſollen; und eg gelten ba: 
her in dieſem zweiten Valle die Reſultate nur, ſo lange t noch 
ſehr Klein if. 


% 140. 


Denkt man fich nun, daß das Syſtem der Maſſen⸗ Punkte 


in der Anfangs-Lage im Gleichgewichte geweſen iſt, und daß von 
Außen eingreifende Urfachen diefes Gleichgewicht nur fehr wenig 
geftört haben, fo wird das Syſtem in dem erften Falle, wo 
0, Orr Pa, 2. ale poſitiv find, um die Anfangs Lage (dei 
Gleichgewichts) herum ofeilliren, und fich nie weit davon ent: 
fernen *), in dem andern Falle dagegen, too bie Werthe o, 0, 
. On 
*) Die Reibung oder andere Hinderniffe werben fogar häufig die geringe 
Bewegung immer mehr vermindern, fo daß bald wieder völliger Stillſtand 
(in der Lage bes Gleichgewichts) eintreten wird. ) 
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O2, 2. zum Theil negativ ober gar imaginär find, und wenn 


nicht zufällig die Koefficienten ber dadurch flatt der periodiſchen 
Glieder eingehenden Erponential: Funktionen der Null gleich wer: 
den, — da wirb das Syſtem feine Bewegung dergeftalt fort: 
fegen, daß nicht immer jeber Maffen Punkt in der Nähe feiner 


Anfangs: Lage bleibt. — Das Syſtem wird zulegt, wag man 


nennt, umfchlagen. 
Im erfiern Galle nennt man das (hier vorausgefegte) Gleich 


. gewicht des Syſtems ftabil, im andern Falle wirb es nicht 


ftabil genannt. (Bel. I. Th. §. 118.). 


| §. UL 
Segen wir abermals ein von Kräften X, Y, Z, X, x. 


angegriffenes Syſtem voraus, für welches dag „Gefeß der le⸗ 


bendigen Kräfte", d. h. die Sleichung ($. 133. Nr. 8.) 
1) Zar) - 20) = U, un :hnu. 

ftatt hat, wo - 

2) ff = ZmX-ds+-Y-dy-rZ-d2). 

iſt. | 
Wirken aber auf ein Syſtem von Punkten, welches in Ruhe 
fich befindet, und welches unter fich beliebig feft oder loſe zus 
ſammenhaͤngt, die Kräfte X, Y, Z, X’, :c., fo bat man ale 


Bedingung, daß diefe Kräfte fi im Gleichgericht halten, nah 


dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten die Gleichung 

3) . Zun(X-dx+Yegy-+Z-ör) = 0, 
oder auch, wenn die Kräfte fo find, mie fie bei der Eriftenz 
des Geſetzes der lebendigen Kräfte vorausgefeßt werben muͤſſen, 
dieſe andere Gleichung 

4) Zm&X-dx+-Y-dy-+Zza) - 0O, b. h. Af 0, 
d. h. die obige Funktion £_ift ein Maximum ober ein Mint 
mum. — Folglich geht die Summe der lebendigen Kräfte vom 
MWachfen zum Abnehmen, oder vom Abnehmen zum Machen 
über, fo oft das Syſtem durch eine Stelung hindurchgeht, in 
welcher die fletig wirkenden Kräfte es gerade jet im Gleichges 
wicht halten würden wenn allen Punkten deſſelben ploͤtzlich ihre 

m. [27] 


ı 
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Geſchwindigkeit benommen werben könnte Und da bie größten 
und Eleinften Werthe von f regelmäßig abtwechfeln müffen, fo 
wird das bewegte Syſtem abwechſelnd durch Lagen des Gleich⸗ 
gewichts hindurchgehen, in welchen bie Funktior f einmal ein 
Minimum und das naͤchſte Mal ein Maximum iſt. 

Mir wollen aber jegt noch zeigen, das diejenige Lage bes 
Gleichgewichts eine ftabile ift, für welche die Funktion £ ein 
Marimum wird. 

Es feyen naͤmlich a, b, c, al, b!, c!, ꝛc. die Koordinaten⸗ 
Werthe von m, m’, ıc. für bie Lage des Gleichgewichts. Dieſe 
Maſſen⸗Punkte werden nun aus der Lage des Gleichgewichts 
gebracht, und mit fehr Eleinen Gefchwindigfeiten k, k!, K', ı. 
verfeben, fo daß zu Ende der Zeit t die Koordinaten: Werthe 
derfelben Maffen: Punkte bezüglich 

x a-+p, y=b+g z= c+r; 

= al+p, Pq, = c+r; 
u. ſ. mw. fi find Dann bat man zunächft nur gu bemweifen, bag 
p, 9, 7, p/, q’, ic. immer fehr Fein bleiben, ſo 0ft f, 1 oa,bne,x 
ein Marimum ift. 

Man entwickle zu dem Ende f,, „... in eine nad) den Dis 
menflonen von p, q, r, 2. fortlaufende Reihe. Weil aber f, box 
ein Marimum ift, fo ift die Summe der, mit den erften Di: 
menfionen von p, q, r, 2c. derfehenen Glieder diefer Entwicke⸗ 
lung der Null gleich (nach der Theorie vom Groͤßten und Klein⸗ 
ſten), und bie Summe der mit den zweiten Dimenfionen von 
pP, 9, r, 2c. verfehbenen Glieder negativ; folche mag daher 
duch — (Hs? +82.) vorgeſtellt feyn *). Bezeichnet 
man nun die Summe aller übrigen Glieder der Entwickelung 
durch R, fo bat man 

5)  ynx,x. = f, ‚b,o,ur, u. esse) HER, 


*) Eine homogene Sunftion der zweiten Dimenfion von beliebigen Ber 
änderlichen p, q, r, p/, 2e. kann nicht für ale Werthe von p, q, r, x. 
immerfort pofitive Werthe annehmen, wenn fie nicht in lauter Glieder von 
der Form (ap--pg+yr-r1c.)? zerlegt werden Tann, fo deß ſie als eine 
Summe ſolcher Quadrate erfcheint. 
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wo s, 3’, sl, sc. lincaͤre Funktionen von p, q, Tr, p ꝛc. find, 

die mit diefen letztern Weränberlichen zugleich Null werben. Sub: 

ftitwire man aber dieg in die Gleichung (1.), fo erhält man 
6) 32(mv?) = 1 2(mk?) — (par Hsl? Le) BR, 

Koͤnnten nun bie Werthe von p, q, r, 2c. bergeftalt anwach⸗ 

fen , daß bag groͤßeſte der Quadrate sꝰ, 8?, ꝛc. z. B. 
g? — 13(mk?) 

würde, fo könnte man doch I(mk*) felbft fo Flein nehmen, daß 
la, sl, ꝛe. noch immer größer als Ruwuͤrden, in fo fen R 
lauter Glieder der dritten ‚und böhern Dimenſionen enthielte. 
Dann hätte man alfo 4>(mv?) negativ, was nie möglich) iſt. 
Folglich können unter unferen Vorausſetzungen p, q, r, 2. nie 
fo groß werden. Deshalb ift das Gleichgewicht ftabil, fo oft 
a, ein Maximum if. 

Diefelben Schläffe lafen fehen, daß bie Werthe von p, q, 
r, pl, q%, ꝛc. gar wohl beliebig anwachſen Fönnen, fo oft , u... 
ein Minimum tft *). 
$. 142. 

Sefep der Koerifienz der kleinen Schwingungen, 

. Man kann fich im ($.138.) die Anfangs: Werthe von du, dv, 
dw, 2c. fo denfen, daß alle Koefficinten R, R,, R,, R,, &. 
bis auf einen, 3. 3. bis auf R, der Null gleich werden, dann 
erhält man aus den Gleichungen ($. 138. 1. u. 11.) bloß 

x=p +(aN -rbN! +cN! +1c)Resin(tYo—r), 
y=P: +(a,N +b,N! +c,N!! Fic.)BResin(tiYo—r), 

1) z =p+(3aN -+b;N +e,N! +1c)R-sinltYo—r), 

x —=p! +(aN -+bIN’ -peN! +ic)R-sinltyo—r), 
y=pl+(a) N-+b! ‚Ne, Nic. IR-sintye—r), 
u. ſ. mw. f. 

\ 


*) Ein in einem Punkte unterftünter ſchwerer Körper iſt Daher im ſta⸗ 
bilen Gleichgewicht, f oe fein Schwer» Punkt am tiefften Tiegt; er üft da- 
gegen im nicht Rabilen Gleichgewicht, fo oft fein Schwer Punkt am höch⸗ 
ſten su liegen kommt. 

" [27* ] 
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Weil aber sin(tYyo—r) immer denfelden Werth behält, fo 
oft t um * waͤchſt, fo folge, daß in dieſem Falle alle Maſ— 
fen: Punkte in ber Richtung der Koorbinaten-Aren gleichzeitige 
Schwingungen machen, deren Fonftante Dauer n ift, während 


die Weiten biefer Schwingungen konſtant ſind, und ihr Verhaͤlt⸗ 
niß zu einander nach ben vorſtehenden Formeln unmittelbar ſich 
ausrechnet. Diefed PVerhältniß ber Weiten der gleichzeitigen 
Schwingungen hängt ab, von der Natur des Spftems und von 
dem Werthe o aus ber Gleihung f, = 0 ($. 138. 10.). Da 
die abfolute Größe biefer Schwingungs: Weiten auch von R mit 
abhängt, fo bat fie auf die Dauer der Schwingungen feinen Ein: 
fluß, weil legtere bloß. von E allein abhängen. Ale Maffen 
Punkte fommen auf einmal in diejenige Lage zurück, in welcher 
fie im Gleichgetwicht ſeyn würden, wenn fie feine Geſchwindig⸗ 
feiten hätten, und welches nach ber Voransfegung ber Fall if, 
foftu=ev=w=x..=0, d.h. sp, y=p 
z = pP, x =p!, :c if. Die erfie Rückkehr findet fiatt in 
ber Zeit, für welche sinltYo—r) = 0 wird, d. h. in der Zeit 


t= 75 und dieſe Zeit, eben fo wie, R, haͤngt von ben an⸗ 


fänglichen Urfachen der Verrückung des Syſtems ab. 

Nun bat aber o aus der Gleichung ($. 138. 10.) n verſchie⸗ 
dene Werthe, alfo kann ınan dem Syſteme n folche Bewegungen 
beibringen, wie bie fo eben befprochene. Weil aber die allgemeinen 
Werthe von x, y, z, xl, 2c. vermöge ber ‚Gleichungen ($. 138. 
11.) und vermöge der lineären Zufammenfegung ber Sormeln 
($.138. 1.) (in fo fern bie zweiten und höhern Potenzen von u, 
v,w,2c. außer Acht gelaffen werben) von den Anfangs: Werthen 
P, Pıs Pa, p’, 2c. diefer Koordinaten, um die Summe der fo eben 
gedachten einzelnen Aenderungen verfchieden find, fo haben «is 
gentlich im Allgemeinen, alle diefe eingelnen Schwingungen zu gleis 
cher Zeit flat. Umgekehrt nämlich, wie auch die anfängliche 
Verruͤckung aus dem Gleichgewichte geweſen feyn mag, fo läßt 


| 
| 
| 
| 


| 


5) 
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füch Hoch die entfichende Bewegung eines jeden dieſer Maffen- 
- Yunfte parallel mit den Koorbinaten-Aren in nm (oder weniger 
als n) folche einfache Schwingungen zerlegen, wie fie in den 
Gleichungen (1.) ausgedrückt find, deren Dauer bezuͤglich 
Rad ar 2rı 
vo ’ "Yyer’ Yo,’ 
iſt. Sind dieſe verfchiedenen Zeiten unter fich commenfurabel, 
fo fommt das ganze Spftem immer einmal wieder in feine An- 
fangs= Lage zuruͤck. 

Diefe Eigenfchaft der Heinen Schwingungen, nennt man bag 
n®efeg der Koeriftenz der Fleinen Schwingungen." 
Es findet auch dann noch flatt, wenn die Anzahl der Maffen- 
Punkte unendlich groß ift, in welchem Salle die Anzahl der mög- 
lichen einfachen Schwingungen ebenfalls unendlich feyn kann; 
aber die Dauer und die Verhältniffe der Weiten dieſer einfachen 
Schwingungen find jebesmal völig beftimmt. 


IC. 


&. 183. 
Kleine Schwingungen in einem widerfiehenden Mittel. 


Da die Größe des Widerſtandes einer Slüffigkeit, in welcher 
fich ein Maſſen⸗Punkt bewegt, von der Geſchwindigkeit des letz⸗ 
tern mit abhängt, fo nehmen die Kräfte X, Y, Z, X, ıc., im 
Salle einer Tolchen Bewegung, diefe Sefchwindigfeiten dx, Dy, 
dz, Ox', sc. mit in fih auf. Denft man fich den Wibderftand 
mit dem Quadrate der Gefchwindigfeit proportional, fo ändert 
biefe Annahme die vorhergehenden Rechnungen gar nicht, weil, 
die zweiten und höhern Potenzen von dx, dy, dz, ꝛc. außer Acht 
gelaffen werben. Bei Iangfamen Bewegungen zeigt fich aber in 
der Erfahrung der Widerfland mit der erften Potenz der Geſchwin⸗ 
digkeit proportional, und da übt der Wiberftand auch auf bie 
vorfiehenden Rechnungen feinen Einfluß. aus. 

Statt der n Differenzial:Sleichungen ($. 138. 7.) erhält man 
nämlich jegt nm Differenzial-Sleichungen von nachftehender Form: 
2) Dö?u+-Ed’r-+-F-dwic+4+Gu+Hv-+Kw-kic. 
— Di.du+Elöv-+-Flöw-ric., 


[ 
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wo bie fonftanten Koefficienten D’, E', P/, ꝛc. mit ber Dich 
tigkeit der widerſtehenden Slüffigfeit proportionel, babei aber. ges 
gen die übrigen Koefficienten fehr Sein find. - 
Diefen Differensial:Sleichungen genügen die Sormen ($. 138. 
8.) nicht mehr, fondern man muß nun 
u= RN: sin(tYo—r)- eat, 
v —. RN..sin (tY0 -5)- — 
w= RN. in (tYo—r)- ———— 
u. ſ. w.f. 
nehmen, wo wir ſtatt N, N!, N, ꝛc. ſogleich RN, RN’, RN, 
rc. gefchrieben haben, um bie Werthe von N, N’, N’, ꝛc. nicht 
in. Bruchform zu erhalten, welches dadurch) vermieben wird, daß 
man Die Nenner oder vielmehr den Generals Nenner in den Fak⸗ 
tor R hineinzieht; wo ferner e bie Baſis der natürlichen Loga⸗ 
rithmen ift, und wo wo, w, all, ꝛe. fehr Eleine ‚Tonftante Werthe 
ſind. 
Subſtituirt man dieſe Werthe von u, v, w, ⁊c. in die Glei⸗ 
chungen (2.) fo erhält man n Gleichungen von der Form 
4) 2DNw-F2EN’w!/+-2FN WW Rir. = D'IN+EN+1c., 
aus denen fich die n Unbekannten o, @', @'!, ıc. beflimmen. 
Da der Widerftand dig. Weite ber Schteingungen nad) und 
nach vermindert, fo find dieſe Werthe o, w', w', 2c nothwen⸗ 
dig pofitiv. Dieſe Berminderung ift für die verſchiedenen Ver⸗ 
aͤnderlichen u, v, w, 2c. bald ſchneller bald langſamer und hängt 
von den Werthen von. ab; ı fo dag die Weiten der einfachen 
Schwingungen nicht alle gleich fchneN abnehmen. Die Dauer 
einer jeden einfachen, Schwingung ift noc) immer biefelbe, wie 
wenn dag nbenfrbenbe Mittel nicht vorhanden wäre, nämlich 
bezüglich — Te Te 7 ‚2c Endlich giebt die Summe jr 
in (3.) ſtehenden Ausdruͤcke für bie nm verfchiedenen Woͤthe 
von 9, auch jetzt wieder die allgemeinen Werthe von u, v, w, ic, 
woraus bie allgemeinen Werthe von x, y, z, x, 2c. unmittels 
bar hervorgehen (nach 1.), fobald man nur die zweiten und 
hoͤhern Dimenfionen von u, v, w, 2. außer Acht läßt. 


3) 
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Anmerk. Aus dem Gefege der Koexiſtenz der Fleinen Schwin⸗ 
gungen geht noch hervor: 

1) Sind die Maſſen-Punkte dergeſtalt mit einander verbut- 
den, daß. alle Koordinaten Werthe nur von einem einzigen un- 
abhängigen Beränderlichen abhängen, fo können fie nur eine Art 
Schwingungen machen, für welche die Dauer und die Verhaͤlt⸗ 
niffe der Weiten der Echwingungen ber einzelnen Punkte von 
den angreifenden Kräften und von ber Natur des Syſtems ab⸗ 
haͤngen. 

Dieſer Fall findet z. B. w tr Deisegung mweier Punkte m und. m’ 
fiatt, welche mittelft eines Fadens von Tonflonter Länge zuſammenhängen, 
und welche fich auf gegebenen Kurven bewegen. 

2) Sind die Punfte m, mi, m’, sc. unter fich nicht, ver- 
bunden auch nicht gezwungen auf gegebenen Kurven zu bleiben, 
jedoch vielleicht gegenfeitigen Angiehungen und Abſtoßungen, oder 
Keäften überlaffen, welche fie nach feften Punkten hin treiben, 
fo find die Koordinaten: Werthe alle von einander unabhängig, 
und es ift daher die Anzahl der einfachen Dfeillationen, welche 
ftatt finden können, dann dreimal fo groß, als bie Anzahl der 
Maſſen⸗Punkte. SQ _ 

J 4. 144. 

Betrachten wir noch ein Beiſpiel der Anwendung des (im 
$. 142.) vorliegenden Geſetzes. Es ſey nämlich ein ſchwerer 
Punkt m in bie Höhlung des durch die Gleichung 

“ x? y® 22 

1) 


atytrsml 
gegebenenen Ellipſoids gelegt ,deſſen eine Axe OZ, welche der 
Länge nach 2e iſt, vertikal liegen mag; derſelbe beſchreibt nun, 
wenn er ein wenig aus der Lage des Gleichgewichts gebracht 


wird, unendlich kleine Schwingungen um feine Gleichgewichts: 


Sage herum. Man foll diefelben näher beſtimmen. 

Verlegt man in der Xre 02 dem Anfangs: Punkt O der 
Koordinaten in den tiefften Bunft, fo muß man z—c flaft 
z feßen, und die Gleichung (1.) des Euipſoids geht dann in 
die nachſtehende uͤber: 


n 
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3 Br 
2) | 2 — aut Si 
wo bie z nach oben bin, pofitio genommen find. Aus Diefer 
Sleichung finden fich bie Kruͤmmungs⸗Halbmeſſer hund k der 
beiden durch) XOZ und YOZ gebildeten Durchichnitte fo: 
3) h = a" und k= # 
c C - 

In diefer Aufgabe befinden fi zwei unabhängige Veraͤu 
berliche, nämlich x und y; daher kann der bewegliche Punkt m 
nur zwei Arten einfacher Schwingungen ausführen, und feine 
allgemeinfte Bewegung wird aus der. Koeriftenz diefer beiden be 
fondern Bervegungen hervorgehen. Verruͤckt man nun den Punft 
m in dem Schnitte XOZ um etwas, fo wird er vermöge ber 
- Schwere g aus diefem Schnitte nicht hefaustrefen. Die Dauer 
biefer Schwingungen ift daher (nach $. 51. b. I. Th. Mech. 


wo der einfache Pendel behandelt fich finder) = 22. y() 


= ve: und gu Ende ber Zeit t bat man für dieſe einfache 


Schwingung. 
—E Resin| y(&)— ] und y = 0. 


Die andere einfache Schwingung in dem durch YOZ gebildeten 


Schnitte hat die Dauer 2rı- Vz) oder Zub und zu Ende ber 


Veg 
Zeit t ift 
ı- 0° und y= Resinl ıy(&)—r |. 


Alſo find die allgemeinen Werthe von x und y nad) dem Gefeße 
der Koexiſtenz der Eleinen Schwingungen nothwendig fo, nämlich: 


4) x—=R:sin v($) —r] und y ⸗ Rrsin] v(&) -r| 


wo R, R’, r und r! vier Konftanten find, welche aus den Ans 
fange» Werthen von x, y, dx und Ay ohne Weiteres beftimme 
werden konnen, Sind nämlich p, q, p/, q’! diefe Anfangs: 
Werthe, fo hat man, wenn die Gleichung (4.) differengürt wird, um 
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De = 2 7 [7 > 
und 100° . . 

dy —R'y($).cos [ve — | 


zu erhalten, und wenn man dann (in 4. und 5.) t — 0 (st, 


p= Ren  g=—Resr, 
pf= R-v(&).cosr, q! * R«y($-).coer" 
Loͤßt man aber in ben Gleichungen (4.) zur Rechten. , 


[ud] aloe] 


auf, fo erhält man zuletzt 
t la . t — 
DE 


_ — Ih t N" 
7) y = q:cos (£-Vee — ). 


Denkt man ſich den beſondern Fall, wo a = b=ec=| if, fo müſ⸗ 
fen diefe Refultate mit denen zufammenfallen, welche man im (I. Th. Mech. 
$. 51.) für das Eentrifugal» Pendel erhalten hat. .E8 waren aber dort‘ y 
und 4 fo genommen, daß wegen des fehr Eleinen Werthes von w, 

x = lyscos8 und y == Iy-sind 
wird. Serner war dort vorausgeſetzt, daß für t = O gleichzeitig 
y=w,9=(0, du — 0 um 1y:89 = u = mYgl 
wird, folglich if unter berfelben Vorausſetzung hier 
pw p= %,g=0, Y=onlzl | 
zu nehmen. — Dadurch gehen aber die Gleichungen (6. und 7.) in die nach- 
ſtehenden über, nämlich in: 


y-c080 = w- cos}: v(&)] und ping = m in| 1. a: 


woraus 
= Wr ee] 


wig0 = mtg| ıy($) | 


hervorgeht; genau fo wie in dem angeführten Paragraphen. 


und 
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$ 1485. 


Geſeß der Zufammenfesung der Fleinen Bewegungen. 


- Wenn einmal, unter der Vorausſetzung, daß für t — 0, 
alfo zu Anfange 
u — ur, v — vi; w 
=, Dv. — 
iſt, — fuͤr jedes t noch 
—uU —UO, v=V, w — WM, xx. 
wird; wenn ferner unter ber. andern Vorausfegung, daß für 
t=6b, 
um=ul, vvi, w=wli, x%. 
u=u, Wed, Gm, u 
ift, für jedes t noch 
u = U, v=Vi, w= Wi, x. 
_ wird; wenn abermals, fobalt für t = 0 
u=ull, v==vl, w 
Au’ ul, Avril, dw. 
ift, für jebes t noch 
u — UN, v-Vi, w= Wi, 
wird; u. ſ. w. f.; — dann iſt allemal 
| u UFUÜ+U+K, 
v= V+- VL VU c., 
Or w=W+W!/L-WIrTK,, 
| u. ſ. w. f, 
ſo oft m Anfange, wo t —= 0 if, 
um utru, -rul, ti 
v=v+v, tv, +6 
w= w, tw, tw, ri 
u. f. w. f. 
du — u, ru, Fu, +. 
v= 9, +9, Fo, ri. 
dw = rw, rw + 
u. ſ. w. f. 
genommen wird. 


w, xc. 
w, R) IC. 
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$.145. Yon ‚den Heinen Schwingungen. : 7 


ODenn die Reſultate (O) genügen ie jedem aimelnen ihrer. Supuman: 
den den Differenzigl- @leichungen; weil · aber letztere lineär find, fo genügen 
auch die Summen ſelbſt den Differenziols Gleichungen; und diefelben Re⸗ 
ſultate, fo mie auch ihre Differenzial⸗Koeffieienten, gehen für t = 0 in 
bie dafür gemnchten Beranstaungen über. Aſ⸗ 4 allen Bedingungen 
genügt. J 

Dieſes Geſet fann des Sehen, her. Zu ka. mmenfeßung 
ber Fleinen Bewegungen. Cpripaipe ‚de la superpositiog 
des: petits mouvemens ) ‚genannt werben. Es gilt, verſteht ih, 
nur, wenn die zweiten und höheren Dimenfionen von Aa El 
außer Acht gelafien werden koͤnnen. 

Dieſem Geſetze zuſolge verbreiten .fich bie von verfihebenen Vanlten aus⸗ 


gehenden Ton⸗Wellen, und legen ſich über: einander ohne ſich su ſtören, 


fo daß in jedem Augenblicke der Weg und die Geſchwindigkeit eines Luft⸗ 
Theilchens nach irgend einer. Richtung, gleich ſind bezüglich den Summen 
derjenigen Wege und Geſchwindigkeiten, welche daſſelbe Lufttheilchen machen 
und haben würde, wenn man jede Welle einzeln betrachten wollte; weshalb 
wir auch mehrere von verſchiedenen Körpern hervorgebrachte Töne, jeden 
von dem andern abgefondert und ohne daß ſie ſich ſtören, zu gleicher Zeit 
hören. Die gleichzeitigen Töne können auch von der Koerißens der kleinen 
Schwingungen in einem und demfelben ertönenden Körper herrühren. Wenn 
1. D. eine gefpannte Seite gleichzeitig die Schwingungen von gleicher Dauer 
hat, welche ihrer ganzen Länge und auch dem Drittheil derfelben entſpre⸗ 
chen, fo ift die Bewegung der Luft diefelbe, wie wenn zwei Seiten von den 
angegebenen Längen, gleichzeitig die langfamften Schwingungen hätten, Des 
ren fie fähig find; und man hört gleichzeitig den Grund⸗Ton, und einen 
höhern Zon, nämlich die Duinte der obern Oktave. — Aus demfelben 
Grunde hört man auch abgefondert von einander die Töne, welche durch 
die Längen: Schwingungen, und die andern, welche durch Lie gleichzeitigen 
Transverſal⸗ Schwingungen einer gefpannten Seite erzeugt werden. 

Nach demfelben Gefege legen ſich die Wellen, welche an verfchiebenen 
Stellen des Waſſers erzeugt werden, indem ſie ſich in Kreiſen um ihre Mit⸗ 
tel⸗Punkte verbreiten, über einander ohne ſich gegenſeitig zu ſtören, ſo daß 
zu jeder Zeit und an jeder Stelle die Erhebung des Waſſers genau die 
Summe der (poſitiven oder negativen) Erhebungen iſt, welche ſtatt findeg 
würden, wenn man jede Welle einzeln betrachten wollte. 

Die Erklärung, welche man von der Interferenz des Lichtes (in der 
Theorie der Licht- Wellen) giebt, gründet fich ebenfalls auf das fich Ueber⸗ 
einanderlegen der kleinen Bewegungen. 


Anmerk. Wir fügen zu diefem Gefeße noch hinzu: 
Wenn Kräfte auf das Syſtem der Maflen- Punkte wirken, 


welche von beweglichen Punkten ausgeben, fo find die Q zur 


J 
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Rechten der Gleichungen (6. dei $. 138.) lineaͤre Funktionen 
diefer nach, den Aren’zerlegten Kräfte. Daffelbe findet dann auch 
bei deren allgemeinen Integral- Gleichungen ftatt, fo daß alfo 
diejenigen Theile von u, v, w, 2c., toelche von dem Anfangs 
Zuftande ber Körper unabhängig find, folglich auch die von dem 
Anfangs: Zuftande unabhängigen Theile der Koordinaten Werthe 
der Maffen-Punfte m, m’, m, ꝛc., die Summen derjenigen 
Merthe find, welche fie haben würden, wenn bie gegebenen 
Kräfte einzeln wirkten. 

So ift 3. 3. in Bezug auf Ebbe und Fluth die gänzliche Erhebung des 
Meeres zu jeder Zeit und an jeder Stelle der Summe derjenigen Erhebun⸗ 
gen gleich, welche ſtatt finden würden, wenn einmal die Sonne allein und 
ein andermal ber Mond allein wirkfam wäre. Und bieferhalb find Die Flu⸗ 


then unter übrigens gleichen Amfländen die größten in den Syiygien und 
am Fleinften in den Duabraturen. 
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Anwendungen der Mechanik. 
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Eilftes Kapitel. 
Zur Mechanik des Himmels. 


Vorerinnerung. 


W. haben (im J. Th. Mech. 6. 49.) Bewegungen von Atomen betrach⸗ 
tet, welche nach den Keplerſchen Geſetzen ſtatt finden, und haben nach 
Größe und Richtung der befchleunigenden Kraft gefragt, welche wirken muß, 
damit gerade diefe Bewegung eintreten könne. Wir fanden als Endreſul⸗ 
tat, 1) daß die Kraft immer nach einem feften Punkte hin gerichtet; 2) 
umgekehrt mit dem Quadrat der Entfernung des bewegten Atoms von dies 
fem feften Punkte proßortional; endlich 3) für verfchiedene Atome, fobald 
wir das dritte Keplerfche Gefeß vorausfegen, in der Einheits- Entfernung 
eine und diefelbe Kraft fenn müſſe. 
Wir kehrten dann (ebemdafelbft) die Aufgabe um; fetten eine Eentrals 
Bewegung und die Intenfität der Eentrals Kraft umgekehrt mit dem Qua⸗ 
-drat der Entfernung proportional voraus, und wir fanden, daß fich dann 
die Bewegung wiederum nach den Keplerfchen Geſetzen richten müſſe. 
Diefe Unterfuchungen wollen wir num bier noch meiter fortfenen. =» 


$. 146. 
Newton bat zuerſt das Geſetz auggefprochen: „daB alle 
„materiellen Punkte im direkten Verhaͤltniß ihrer 
nMaffen und im umgefehrten Verhaͤltniß der Qua— 
„drate ihrer Entfernungen von einander ſich einans 
„der anziehen.“ (Del. IL Th. $.41.) — Die Mechanit 
des Himmels hat ſich die. Aufgabe geftelt, alle Erfcheinungen 


L 


“ 
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in den Bewegungen ber Himmels: Körper als nothwendige Fol⸗ 
gen dieſes allgemeinen Attraktions⸗Geſetzes abzuleiten. 

‚In den großen Entfernungen, in welchen die Planeten von 
der Sonne (und auch von einander) fiehen, und ben, Dagegen 
gehalten, nur geringen Dimenfionen diefer Weltförper, kann man 
fih Die Anziehungen von je zwei Atomen bderfeiben als unter 
ſich parallel, und daher die Anziehungen aller Atome bes einen 
Körpers, der die Maffe M haben mag, auf alle Atome des an: 
bern, welcher die Maffe m hat, nach. der Theorie der paralle- 
len Kräfte, in eine einzige (bewegende) Kraft vereint den 
fen, welche zwifchen den Schwer: Punkten beider Körper wirft. 
Und weil die Welt-Körper nahehin Kugelgeftalt Haben, fo if 
. (nad U. Th. $. 41. u. $. 66.) die Attraktions⸗Kraft zwiſchen 
beiden um fo genauer 

__ Mat. 

— r? ’ . 
fobald man unter r die Entfernung ber beiden Schwer⸗Punkte 
von einander’ verficht, während f die Größe ber Attraktion zweier 
Maffen: Einheiten in der Einheits: Entfernung vorſtellt, d. 5. dag 
Verhaͤltniß diefer Kraft zu der Einheits- Kraft. Unter Biefer leg: 
tern verfiehen wir aber immer diejenige befchleunignbe Kraft, 
welche eine Zeit-Einheit hindurch ſtetig und unverändert unb in 
derfelben Richtung wirken muß, damit zu Enbe biefer Zeit: Ein; 
heit die Einheits-Geſchwindigkeit hervorgebracht fey, d. 5. eine 
Geſchwindigkeit, vermöge welcher der Atom in der Zeit: Ein 
heit gerade die Raum; Einheit Eonftant durchläuft *). 

Dieſe Zahl f ift, fo weit bis jegt unfere Kenntniß der Na 
tur reicht, für alle Körper eine fonftante und unveränberliche. 

$. 147. 


*) Man müßte eigentlich fagen, daß die Einheitö- Kraft eine bewes 
gende Kraft fen, welche auf die Einheits-Mafie eine volle Sekunde 
hindurch ſtetig und in derfelben Richtung wirken müſſe, um eine Geſchwin⸗ 
digkeit aller Atome diefer Einheits⸗Maſſe hervorzubringen, mit welcher je⸗ 
der derfelben in der Zeit- Einheit Fonftant die Raum⸗Einheit befchreiben 
würde. Dies ift aber daffelbe, in Zahlen, was wir immer unter dem Nes 
men der befchleunigenden Kraft in Rechnung gebracht haben. 





* 
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J 147. 





ten wirkt, To theilt fie jedem Atom ı Berflben eine beſchleunigende 
Kraft mit, welche (nach) 6. 8.) für die Atome des einen 





1 Muf nf 
Sm, bh m 
für die Atome des andern dagegen 
— 1 ‚Mmf d. h. — Mi 
mn, op 


if (nad) $. 8.) Vermoͤge dieſer befchleunigenden Kräfte werden 
ſich alfo beide Körper gegen einander bewegen, und in derfelben 
nnendlich Keinen Ei Wege. befchreiben, welche ſich wie dieſe 


Kraͤfte I und Af — d. h. wie ET, . alſo umgekehrt wie ihre 


Maſſen verhalten. Soll aber die relative Bewegung bed Pla- 


neten m um bie Sonne M betrachtet werben, fo muß m beide 
Wege befchreiben, um zu Ende der gedachten unendlich - Kleinen 
Zeit in berfelben Entfernung von der Sonne M zu feyn; des⸗ 
halb muß man dann als befchleunigende Kraft eines jeden 
Atoms des Planeten m in der Richtung gegen die Sonne die 
Summe j 
+ oder arm! | R 
in Rechnung bringen. ’ 

Haben wir daher in den Aufgebn des (IJ. Th. 49.) die 


wirkende Central⸗Kraft mit £ * in Rechnung gebracht, ſo ſieht 


man jetzt, daß jene Zahl zu gegeben iſt durch die Gleichung 
1) a = (M-+mjf. 
Haben wir ferner (im I. Th. $. 49.) gefunden, daß wenn a 


die mittere Entfernung des Planeten von der Sonne und T die 


Umlaufs⸗ Zeit vorſtellt, dann allemal 


An?a® 


2) pp mH 
I. [28] 





Sn 
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ſeyn müffe, fo folgt jegt, wenn man flatt u den vorliegenden 
Werth fest: | 


3 T? . 4? 
) a = Mn) 
Sir einen andern Planeten, deſſen Maffe m’, mittlere Entfer: 


nung a! und Umlaufs⸗Zeit T’ ift, hat man alfo 
T% An? 


4) . a® 7 &(M-+m) 
Folglich ift für zwei verfchiedene Planeten nicht 
T? T13 
a ae 


d. h. dag dritte Keplerfche Geſetz findet nicht genaw flat. Weil 
aber bie aus den Beobachtungen aefolgertet Nechnungen für je 


zwei Planeten biefe Verhältniſe — — und 8 ‚ wenn auch nicht 
genau, bech ſehr gen hert als einander gleich nachmweifen, fo 
folgt, daß — M und: T fehr nahehin einander gleich ſeyn müflen, 


d. h. daß, wenn m und m/von einander verfchieden find, die Maſſe 
M der Sonne gegen die Maffen (m und m’) der übrigen Pla⸗ 
neten ſehr groß ſeyn muͤſſe *). 

Dies letztere iſt nun der Grund, warum man in dem Pro⸗ 
blem der Bewegung eines Planeten m um bie Sonne, zunaͤch ſt 
nur auf die Einwirkung der Sonne Ruͤckſicht zu nehmen braucht, 
weil die Einwirkungen der übrigen Planeten auf m nur ſehr lang⸗ 
fame oder 'fehr unbedeutende Störungen (VPerturbationen) in 
der von der Anziehung der Sonne herrührenden eliptifchen Be 
wegung verurfachen koͤnnen. 

Nimmt man dann auch auf dieſe Etzrungs⸗ ⸗Kraͤfte Rück 
ſicht, ſo werden doch die Rechnungen und namentlich die Inte⸗ 
grationen der Gleichungen der Bewegung weit einfacher, weil 


man nun die (im $. 126.) beſchriebene „Methode der Barias 


tion der Konſtanten“ in Anwendung bringen Fann. 


*) In der That if die Maſſe des Jupiters, der unter allen Planeten 
die größeſte Mafle hat, Fleiner als zu';5 der Maſſe ber Sonne. 
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Anmerk. Es iſt dabei merkwürdig, daß dieſe Stoͤrungen 
nicht die mittleren Entfernungen der Planeten von ber Some aͤn⸗ 
dern, unb auch- nicht die mittleren Bewegungen berfelben; eben 
fo wenig, als die durch die Gleichung (3.) gegebene Umlaufes 
Zeit. | 


j $. 148. 


Iſt oe die Entfernung zweier Planeten m und ‚m! (d. 5. die 
Entfernung ihrer Schwer⸗Punkte) von einander, fo ift die An- 


nichungs-Kraft wiſchen Beiden — ee, und bie für m her— 





vorgehende beſchleunigende —2 == = alſo mit der Maſſe 


des ſtdͤrenden Planeten m’ vropottional, dagegen von der Maſſe 
m des geftörten. Planeten ganz unabhängig. Beobachtet man 
daher bie Störungen ‚.töelche m auf m! ausübt, fo fann man 
“ daraus auf die Größe der Maffe m! zurückfchliegen. — Auf 
dieſe Weife Hat man aus den bedeutendern Störungen, melde 
der Si auf den Saturn ausübt, bie Mafle des Jupiters 

der Maſſe der Sonne geſchloſſen. — Man hat aber 
aud, noch ein anderes Mittel, um die Maffe berjenigen Pine 
ten, welche Monde haben, zu finden. 

Es fey nämlic m’ ein Sarelit (Mond) des Planeten m, 
und r’ der Abftand- ihrer Schwer: Punfte von einander, wäh: 
rend m!, m, M bie Maffen des Satelliten, des Planeten und 
der Sonne vorſtellen ſollen. Bei der Bewegung des Mondes 
um feinen. Plarleten, da beide von der Sonne nahehin gleich 
ftarf angezogen werden, kann man ben Einfluß der leßtern au- 
Ber Acht laſſen, und man bat alfo die Nechnungen der zweiten 


Aufgabe des (1. Th. Mech. $. 49.) indem man als Sie durch 


die Anziehung hervorgebrachte befchleunigende Kraft des Schwer: 
Punktes von m! nimmt, und m unbetveglich fih denkt, waͤh⸗ 
rend dann (nach $. 147. 8 1.) > 
1) u! = (m-+mijf 
[28* ] 
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if. Iſt nun a’ bie mittlere Entfernung des Satelliten von fei- 
nem Planeten (d. b. die halbe große Are feiner elliptifchen Bahn 
um den Planeten, leßteren als unbeweglich gedacht) und bedeu- 
tet T! die Umlaufgzeit des Mondes um den Planeten, fo hat 
man (nad) $. 147. Nr. 3.) 
i * An? 

2) = Tat) . 
Dividirt man biefe teikung und bie andere für bie Bewegung 
des Planeten um die Some, naͤmlich 

3) = — _ 

as f(M-+-m) ’ 

durch einander, fo erhält man 
' TR? a° M-+m' 
Iſt nun m! gegen m fehr Hein, mie dies 5. B. bei den Satel— 
fiten ober Monden des Jupiters der Fall ift, fo kann man in 
dieſer Formel bloß m flatt mm! feßen, und man bat dann 
die Gleichung 
.T? a® m . m - m\, 
"Ta a8 = Mm mM’ ( ) 


aus welcher das Verhältniß IT —_ ohne weiteres gefunden werden 


kann. Auf biefem Wege hat Newton die Mafle des Jupiters 
= zo der Sonne gefunden, was von dem fpäter auf anderen 
Wegen gefündenen Verhältniß 1955 nur fehr wenig abtveicht. 


%. 149. 


. Die aus den verfchiebenen Stellungen des Mondes und feis 
ned Planeten gegen die Sonne, hervorgehende, wenn auch nur 
geringe Ungleichheit der Anziehung der letztern, bringt in der 
Bewegung des Mondes eine ähnliche Störung hervor, wie fie 
- ber Planet durch bie übrigen Planeten erfährt. Hat aber ein 
Planet mehrere Monde, fo ftören fich dieſe noch überbieß wech⸗ 
felfeitig auf analoge. Weile, und man kann ſich dieſer legtern 
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Störungen bedienen, um das Verhaͤltniß ibrer Maſſen zu dem 


ihres Planeten auszumitteln*). 


Sonne und Mond uͤben nach hhren verſchiedenen Stellungen N 


gegen die Erde, auf bie leicht beweglichen Meere Wirfungen aug, 
die wir durch den Namen von „Ebbe und Fluch bezeichnen. 
Solche. laſſen fich dadurch Teicht beftimmen, daß man die Größe 
der Anziehung des Mondes (oder der Sonne), auf irgend ein 
Theilchen des Meeres beftimmt, folche nach dem Kräften-Paral- 


Ielogramm in zwei Theile zerlegt, wovon der Eine mit der Vers _ 


bindungs » Linie der Schmer- Punkte der Erde und des Mondes 
(oder. der Sonne) parallel, die andere fenfrecht darauf wirft. 
Die erfteren Kräfte, die alle mit der Werbindungg - Linie der 
Schiver Punkte parallel find, beflimmen den Weg, den die ganze 
Erde gegen den Mond (ober gegen die Sonne) nimmt; die an- 
deren auf die gedachte Entfernung ſenkrechten Kräfte, deren Aug: 
drücke die Maffe des Mondes (oder der Sonne) in ſich aufneh- 
men, beflimmen. nun die „Ebbe und Fluth““. Da nun die von 
dem Monde und der Sonne herrührenden Bewegungen des Mee⸗ 
reg, vermoͤge der verſchiedenen Geſetze, die ſie befolgen, in den 


Beobachtungen ſich von einander abſondern laſſen, ſo kann man 
das Verhaͤltniß derſelben durch eine Zahl ausdruͤcken, die für . 


einen .beftimmten Ort der Erde, und unter gleichen Stellungen 
des Mondes und der Sonne gegen die Erde durch w **) aus⸗ 
gedruͤckt ſeyn mag. Die Vergleichung der Ausdruͤcke fuͤr die 
Bewegungen der Meere, die vom Monde und von der Sonne 
herruͤhren, fuͤhren dann zu der Gleichung 


- 


wo m die Mafle der Erbe, m! die des- Mondes, M bie der 
- Sonne ift, und wo endlich « und a bezüglich die Entfernungen 


*) Auf diefem Wege hat man gefunden, daß die Maffe eines Jupiter⸗ 
- Mondes noch nicht einmal ads der Maſſe des Jupiters if. 
**) Eine große Anzahl zu Breft angefellter Beobachtungen hat 


oo = or 


gegeben. . 


/ 


u... — — 
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bes Mondes und ber Sonne vonder Erde vorſtellen. — Go 
beftimmt fich die Maffe des Mondes “uf 4 von der Maffe der 


Erde *). 
6. 150. 


Der Mond vermindert auch die Schwere, d. h. die Anzie⸗ 
hung, welche die Erde auf Koͤrper ausuͤbt, die auf ihrer Ober⸗ 
fläche liegen. Dieſe letztere muß aber wegen der von der Ku⸗ 


gel menig abweichenden Seftalt der Erde = > feyn, wenn m 


die Maſſe der Erde, und r den Erb: Halbmeffer vorftelt (nach 
II. Th. $. 66.) und wenn die Schwere nichts anders als diefe 
allgemeine Anziehungs- Kraft if. Die durch Die Anziehung des 
Mondes verurfachte Verminderung ber Schwere zeigt fich aber 
fo gering, wenn man fie berechnet, daß fie nur auf Die fiebente 
Decimalftelle in dem Werthe von g Einfluß hätte. 

Beſtimmt man aus der Bewegung ded Mondes die Anzies 
hungs⸗Kraft der Erbe und reducirt man biefelbe auf die Ober: 


fläche der Erde (im Verhältniß des Duadratd der umgefehr; 


ten Entfernung), fo findet fich in ber That, wenn man auf alle 
einfließenden Neben: Umftände Rückficht nimmt, der Werth von 
g nur unmerklich verfchleden von demjenigen Werthe, den die 
Pendel: Beobachtungen ergeben. Folglic hat in der That uns 
fere Schwere feine andere Urfache, als jene allgemeine An- 
ziehung, wie fie zwiſchen je zwei materiellen Atomen des gan⸗ 
zen Univerſums ſtatt hat. 


Nimmt man aber 


fſm 


*) Man kann natürlich auch auf die Maſſe des Mondes aus jeder ans 
derweitigen Einwirkung deffelben, 3. B. auf den nicht Eugelförmigen Theil 
der Erde fchließen, welcher übrig bleibt, wenn man fich die größte Kugel 
als Kern der Erde, weggenommen denkt. Diefe Einwirkung bringt näms 
lich, wie wir bereits ($. 113.) gefehen haben, eine Aenderung in der Lage 
der Erd⸗Axe hervor (die fogenannte Nutation); und aus der Größe diefer 


letztern, fo weit fie vom Monde berührt, muß alfo die Größe der ein 


wirkenden Mafle, d. h. der Maſſe des Mondes hergeleitet werden können. 
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und multiplicirt man biefe Slechun mit der (3. des 6. 147. 1) 
nämlich mit 
TY3 A 
2) > = Mm’ 
ſo erhält man 


233 
3) m _ str 


M+u . Antat 
Diefe Gleichung dient nun zur Seflimmung bed Verhaͤltniſ⸗ 


fe8 der Mafle m der Erde, zu ber Maſſe M der Sonne, wenn 


der Erd: Halbmefier r, die Umlaufszeit T der Erde um die 
Sonne, und die halbe große Are a der -eHiptifchen Erdbahn 
(die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne) bekannt find, 


und wenn man g fo nimmt, wie folches aus Pendel⸗Schwin⸗ 


gungen unter einer Breite beobachtet worden iſt, deren Sinus 
= ys if, in fo fern nach der Theorie der Attraftionen der El⸗ 


lipfoide, die Gleichung (1.), nämlih g = m, nur dann am 


. genaueften twahr if. Doc muß man auch nicht unterlaffen, 
dag unter diefer Breite beobachtete g noch um den Theil zu vers 
mehren, um welchen die Gentrifugal: Kraft die Schwere felbft 
verminderte. (Vogl. L Th. Med). $. -51.). 

Aber eben fo muß man flatt r.den zu dieſer Breite gehoͤri⸗ 
gen Erd⸗Halbmeſſer nehmen, waͤhrend a aus der Parallaxe 


ber Sonne für diefe Breite und für ihre mittlere Entfernung von ° 


der Erde genommen werben kann. Auf diefem Wege hat man, 
wenn.m die Maffe der Erde und M die Maffe der Sonne vors 
ſtellt 





m 1 

M 354592 

gefunden. 
$%. 151. 


Dividirt man die Gleichungen ($. 147. NMr. 3. und 4). 


durch einander, fo erhält man: 
= M-+m! T? - 
- Mrn "Te Ti 





* 


— — — — — — — 
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Diefer Formel kann man fi) aber bedienen, um bie Mafle 
irgend eines andern Planeten m! zu finden, — die Maſſe der 
Erde m bekannt iſt. Es verſteht ſich, daß immer nur von dem 
Verhaͤltniſſe der Maſſen zu der Maſſe der Sonne die Rede ſeyn 
kann, ſo daß man in allen dieſen Unterſuchungen am beſten thut, 
die Maſſe M der Sonne = 1 zu ſetzen, wo dann m, mi, im: 
mer nur Heine Brüche ſeyn koͤnnen. 

Man bedient fich aber berfelben vorfichenden Formel, um 
“umigefehrt, wenn bie Maffe m! des andern Planeten, feine Um: 
laufs⸗Zeit T’, desgleichen für die Erbe a und T befannt find, 
die mittlere Entfernung a! jenes andern Planeten von der Sonne 
zu berechnen. Dies ift befonders für Diejenigen Planeten ſehr 
anwendbar, welche Monde haben, deren Maffen alfo nach dem 
Verfahren des ($. 148.) gefunden werden können, in fo fern 
jenes Verfahren nur einen genäherten Werth Diefer mittleren Ent 
fernung a’ voraugfegt, fo daß die jegige Procedur Daffelbe a! 
viel genauer zu liefern im Stande iſt. 


$. 152. 


Da man die Größen der Sonne und der Erde aus den Meß 
fungen Eennt, fo Fann man daraus fogleich dag Verhältniß ih: 
rer mittlern Dichtigfeiten zu einander finden. Sind nämlich 
V,D,M, und v, d, m, besüglic) die Raum⸗Inhalte, mitt: 
leren Dichtigfeiten und Maffen der Sonne und ber Erbe, fo 

“ bat man 
M=DV ub m = dv; 








, ‚m dv. 
folglich “Dr 
>d m:M D_M:n 
und Do "vv ober TI 


Kann man daher die mittlere Dichtigkeit d der Erbe finden, 
fo geht aud) daraus die mittlere Dichtigfeit D der Sonne hervor. 


§. 153. 
Große Gebirge: Maffen muͤſſen ein in ihrer Nähe haͤngendes 


-4 
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Senkbiei von ſeiner vertikalen Lage abweichen machen. Dies 
hat ſich durch die in Peru und in Schottland angeſtellten Ver: 
ſuche beftätige *). Die nachftehende Nechsung mag zeigen, wie 
die Größe der Abweichung berechnet werden kann, wenn bie, 
die Abweichung verurfachende Maffe eine Kugel und befannt ift. 

Es fey nämlich (Fig. 27.) CA ein ſolches Senkblei in C 
aufgehängt; folches beſtehe aus einer Kugel, von welcher A der 
Mittele Punkt ift, und aus einem unbiegfamen und unausdehn: , 
baren Faden CA. Es ſey noch O der Mittel: Punkt einer an- 
‚bern Kugel, welche auf die erftere einwirkt. Vermoͤge dieſer Ein; 
wirfung wird das GSenfblei von der vertifalen CB abweichen 
und in die Lage CA kommen, welche in der Ebene OCB liegt. 
Begeichnen wir nun den Winfel BCA durch 9, die Linie OA 
dur) y, fo wie den Winfel BCO dur) 7, fo wird die Bes 
Bingung des Bleichgewichts des Senfbleied, in der Lage CA 
die Gleichung liefern, aus welcher die Abweichung p gefunden 
werden kann. | 

Im Gleichgetwichte wirft dag Gewicht P der Kugel an A, 
in der vertifalen Nichtung AD, während die Größe Q der An: 
ziehung ber andern Kugel in der Richtung AO wirft. Diefe 
beiden Kräfte vereinigen ſich dann in eine einzige, welche in ber 
. Verlängerung CA wirft, weil fonft das Senkblei nicht im Gleich⸗ 
geroicht feyn koͤnnte. Es muß alfo das ftatifche Moment von 
Q gleich feyn dem ftatifchen Momente des Gewichtes P, beide 
in Bezug auf C als Centrum der Momente genommen. Nun 
ift aber der Arm CE des Momented von P, = CA-singy, 
und der Arm CH des Momentes von Q, = CA:sinCAH; 
folglich Hat man die Gleichung des Gleichgewichts 

1) P-sinp = Q-sinCAH. 

Iſt nun m die Maffe der gangen Erde, m! die Maſſe der 

| anziehenden Kugel an O, und a bie Mafle der Kugel am Senk⸗ 


> 


*) Man bemerkt Bife Abweichung, wenn man von zweien Seiten der 
Gebirge die (fcheinbaren) Zenithe nach dem Senkblei nimmt, und den Un⸗ 
terfchied derfelben balbirt, vorausgeſetzt, daß alles auf beiden Geiten ziem⸗ 
lich gleich ausgefucht worden iſt. _ 


- 
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blei, fo Hat man, wenn r den Radius der Erbe vorſtellt: 





f I 
2) ?P=r m 2 Q0=i 
Iſt ferner CO=cm CA=a, ſo hat man 
4) y? = a? +0? — 2ac-cos(y— 9), 


und | 
5) ain CAH = sinCAO = mIZD. 


Iſt ferner o die mittlere Dichtigkeit der Erbe, o! die der an⸗ 
ziehbenden Kugel, und r! der Radius der Iebtern, fo bat man, 
weil fi) die Volumina der Kugeln, wie die Würfel ihrer Halb: 
meffer verhalten, 
o'-r!°.m 

er. 





6) mim = okrtsor® oder m — 


Die Gleichung (1.) geht dadurch über in 
7) ory’*sinp = olr!’c-sin(y—p). 

Wird zuletzt hier noch flatt y fein Werth aus (4.) geſetzt, 
fo fann man aus diefer Gleichung den Winkel: ꝙ finden, um 
welchen die Kugel an O (von dem Halbmeffer r! und mittle 
ren Dichtigkeit 0) das Senkblei von der vertifalen Richtung 
ablenfen wirb, wenn o die mittlere Dichtigkeit der Erde, r der 
Erd: Halbmefier und a und c die bekannten Längen AC und 
OC vorftelten. 

Sin den. Fällen, die gewöhnlich flott finden, two a gegen c 
ſehr Elein ift, Fann n man in 

7 20’ —- 2acec0s(Y—Y), 
a gegen c vernachläffigen, und dann bat man bloß y=c;unb‘ 
(aus 7.) 
8) sinp _ ‚gi? 
sin(y—g)  gra | 

Nimmt man c = r', fo wie y = 9°, fo erhält man die 

größte Abweichung 9, nämlich 


9 go I: 
) | 89 or? 
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und biefe zeigt fich noch immer fehr gering, wenn man nicht 
die Dichtigfeit o! viel größer als o fich denkt. Eine. Kugel 
von 180 Fuß im Durchmeſſer würde unter biefen günftigften 
Umftänden und wenn fie die mittlere Dichtigfeit der Erde hätte, 
Das Senfblei noch nicht ganz um eine Sekunde abweichen machen. 
Man hat übrigens beobachtetete Abweichungen des Genf; 
bleies, in der Nähe der Gebirge auch umgefehrt dazu benutzt, 
um bie mittlere Dichtigkeit der Erbe Daraus zu befiimmen. Es 
hat fich folche auf diefem Wege ungefähr 4 bis 5mal fo groß 
gefunden als die Dichtigfeit des Waſſers. 


$. 154. 


Cavendiſh hat die Dreh: Wage *) zur Yuffindung der mitt⸗ | 


lern Dichtigfeit der Erde benugt, und hat letztere — 51 gefun⸗ 
den, wenn die Dichtigfeit de8 Wafferd S 1 gefeßt wird. 
Diefe Dreh «» Wage befteht im MWefentlichen aus einer duͤn⸗ 
nen fommetrifchen Stange ACA! (Fig. 28.), welche horizontal 
hängt, in fo fern fie in ihrer Mitte C an einem. vertifal haͤn⸗ 
genden dünnen Metal: Streifen befeftigt ift; an den Enten die 


fer dünnen Stange befinden ſich kleine Kugeln, die ihre Mittel-. 


Punkte in A und A! haben mögen. Außerdem ift der Umfang 
des horisontalen Kreifed, welchen diefe Stange ACA! um C be; 
fchreiben Fann, in fehr viele gleiche Theile getheilt, damit man 
die Winkel BCA meſſen ann, weldje die Richtungen BC, AC 
der Stange in zweien ihrer verfchiedenen Lagen BEB! und ACA! 
mit einander machen. 

Iſt nun BCB! die Anfangs» Lage der Stange, 190 der ver: 
tikale Metalftreifen noch gar nicht gewunden ift; dreht man dann 
die Stange, um fie in die Lage ACA! zu bringen, fo wird ba: 
durch der vertifale Metall » Streifen fih aufminden, und dag 


*) Die Dreh Wage ift höchft geeignet um fehr kleine Kräfte zu mefs 
fen, und wird deshalb yorzüglich Häufig zur Meffung elektrifcher Kräfte be 
nußt. Daher hat fie auch den Namen elektriſche Wage. Gie iſt zuerſt 
von Coulomb gebraucht worden. 
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Beſtreben haben, in feine alte Lage wieder zurück zu Fehren. 
Bringt man nun an beiden Kugeln an A und A! gleiche und 
entgegengefegte. Kräfte in der Richtung der Tangenten an, welche 
diefes Zurückgehen hindern, fo fann man dieſe an beiden Enden 
angebrachte Kraft als das Maaß dieſer Nückdrehungs: Kraft an- 
ſehen. Eoulomb bat aus Verſuchen gefunden, daß diefe Ruͤck⸗ 
drehungs- Kraft. allemal, unter übrigens gleichen Umftänden mit 
dem Winfel BCA = 9 proportional ift, fo daß fie durch hd 
- ausgedrückt werden kann. Diefe Rückdrebungs- Kraft ift alfo 
gleichgeltend mit zweien gleichen und entgegengefegt in A und A! 
.tangentiel und horisontal wirkenden Kraͤften, von denen jede 
— b9 iſt. 

Cavendiſh hat nun fpmmetrifch zwei Blei: Rugeln von 
8 englifchen Zollen im Durchmeffer angebracht, fo etwa, daß 
O und O! ihre Mittel- Punkte vorftellen fönnen. Diefe wirken 
vermöge der Attraftiond- Kraft auf die Heinen, Kugeln der Wage 
in B und B!, und machen die Wage um C drehen. Dadurch 
wird die Nückdreh- Kraft des vertifalen Metall: Streifeng erregt, 


und es muß; die Wage endlich in eine Lage fommen, wo, wenn 


fie ohne Gefchwindigfeit ankaͤme (alfo wenn ſie durch 
“äußere Mittel dahin verfegt, in Ruhe gehalten, dann aber fich 
ſelbſt überlaffen würde) die Attraktions-Kraft der Blei-Rugeln 
in O und O! und die Nückdreh: Kraft hd einander dag Gleich- 
gewicht hielten. Weil aber die Wage in biefer Lage des Gleich- 
gewichts mit einer Geſchwindigkeit anfommt, fo befindet fie fich 
in ber Lage eines Pendels, nur daß fie ihre Schwingungen in 
der Horisontal- Ebene zurücklege. Indem man nun tiefe Horis 
zontalen Schwingungen mit den Schwingungen eines gemöhnli- 
chen (vertifalen) Pendels vergleicht, gelangt man zur Verglei⸗ 
hung zwiſchen der Anziehungs- Kraft der Bleifugeln zu der der 
ganzen Erde, woraus dann, weil die Dichtigfeit des Bleies be; 
kannt ift, die mittlere Dichtigfeit der Erbe erfchloffen werben 
fann. Die Nechnungen felbft nehmen ſich ohngefaͤhr fo aus: 
Es ſey CB=CA=a, CO = c, BCO = 7; fene 
fey m! die Maffe der DBleifugel in O. Der Winfel BCA, wie 
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er von BC zu Ende ber Zeit t befchrieben feyn wird, fen Durch 


0 bezeichnet, fo wie AO durch z, fo hat man ſogleich zZ in 0 


ausgedruͤckt; denn es ift im A ACO, 
1) 2 = a?-+rc?—2ac-cos(y— 0).“ 


Auf A wirft nun in der Richtung. AO bie Kraft m Eu wenn f, 
wie bisher immer, die Anziehungs» Kraft in der Einheits- Ent: 


fernung wiſchen dem Einheite Maffen ausdrückt. Diefe Angie: 
hungs— Kraft = — MT verlegt ſich in zweie, naͤmlich in die eine 


⸗ 





— 
LU’ 


X N sin 0) 


ſenkrecht auf CA, und in die andere in der Richtung CA ſelbſt. 
Da dieſe letztere von derjenigen, welche von der andern Blei⸗ 
kugel in O! herruͤhrt, vernichtet wird, fo betrachten wir bloß 
die erſtere, welche ſenkrecht auf CA wirkt. Von der zweiten 
Bleikugel in O! entſteht gang dieſelbe Wirkung auf Al. — Die: 
fen Kräften genau entgegen wirft bie Nüd- Dreh: Kraft hd, fo 
daß die zu Ende der Zeit t auf’8 Neue hinzutretende Kraft 


— ——— h6 





ifl., Da nun ad der Weg, alfo a-89 die Geſchwindigkeit von 


A, und a-8°9 feine befchleunigende Kraft (ober vielmehr ber 
durch dt dinidirte Zuwachs an Gefchwindigfeit) ift, fo hat man 
die Gleichung der Bewegung fuͤr dieſes horizontale Pendel, 
naͤmlich | 

2) a-9?0 = Lu in) —h0, 


Weil aber 9 ein fer fleiner Winkel bleibt zu jeder Zeit, fo 





fann man die zweiten und böhern Potenzen von 9 außer Acht 


laſſen. Setzt man daher in dem Ausdrucke zur Nechten der Glei⸗ 
hung (2.) ftatt z feinen Werth (aus der 1.), entwickelt man 


dann den ganzen Ausdruck zur Nechten (in 2.) nach Potenzen 


von 9 (mittelſt des Mectaurinfchen Lehrfaged) und begnügt 
man fich mit der erfien Potenz von 9; feßt man ferner ber Kürze 
wegen 
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3) den Anfangs: Wertb BO von z, = b, 


4) [(a?-+c”)-cos y— 2ac— ac-sin y*] u +h = gi, 





und 


5) Ö—r =Pß, 
fo daß namentlich auch 

'6) b? — a?-+c? —2ac-cosy 
iſt; — fo erhält man flatt ber Gleichung (2.) jest bie nach) 
ſtehende 

7) a20 g—86, 


woraus, wenn man integrirt 

8) 9 = P-+rk-cos (v(&) +) 
hervorgeht, während k und Kk’ zwei willführliche Konftanten vor; 
ſtellen. 

Da ber größte und ber kleinſte Werth eines Koſinus +1 
oder —1 ift, fo find die größten und Eleinften Werthe von 0 
offenbar A--k und P—k. Macht man alfo BCD = /, fo 
macht der horizontale Pendel auf beiden Seiten von DCD gleiche 
und gleichzeitige Cifochrone) Schwingungen, deren Weite k ifl. 
Den Werth von A kann man aus den Beobachtungen durch 
Meffung finden, indem man zwifchen den beiden aͤußerſten Ab- 
' weichungen der Wage dag Mittel nimmt. Die Lage DED!' 
der Wage ift (wenn nämli BED = £ gedacht ift) diejenige 
Lage, in welcher die Wage im Gfleichgemwichte bliebe, zwiſchen 
der Anzieh- Kraft und der Rück» Dreh Kraft, wenn fie ohne Ge 
fchwindigfeit in diefer Lage anfäme. 

Sucht man aus der Gleichung (8.) die Zeit T einer gan 
zen Schwingung, fo findet ſich 

9) T- — 
Bei einem gewoͤhnlichen, bloß von der Schwere in Bewegung 
gefegten (vertikalen) Pendel, welches feine Schwingungen in ber; 
felben Zeit T vollendet, ift, wenn 1 deſſen Laͤnge und g die oͤrt⸗ 
liche Schwere vorſtellt, 


S 
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l 
10) T- =V(-) 
Vergleicht man diefe beiden Gleichungen mit einander. fo. er: 
haͤlt man | 
11) ga = el; 


fm/c-siny 


oder, weil g = = und g = — — iſt, wenn m die 


Mafle der Erde * r den Erb⸗Halbmeſſer vorſtellt, 


m’ ab? 
12) m clrsiny ' 


Kennt man aber das Verhäleniß der Maffen, und ift r! der 
Halbmeffer der BleisKugeln und D! die Dichtigfeit des Bleies, 
fo wie D die mittlere Dichtigkeit der Erbe, fo hat man noch 


m! D’.r'® 
is) „mDe 
Alfo hat man ( aus 12. u. 13.) 
D __ elr!.siny 
10) De 


wo der Ausdrud rechts ohne weiteres in Ziffern eußgetvertöet 
werben fan, fo daß man bie mittlere Dichtigfeit D der Erde 
in die befannte Dichtigfeit D/ des Bleies, alfo auch in die Dich- 
tigkeit des Waſſers ausgedrückt hat. 

(Man vgl. noch dag 17te Heft des Joumal de-Tecole 
polytechnique, in welchem das Memoire des Cavendiſh in 
einer frangöfifchen Ueberfegung abgedruckt fich finder.) 


Anwendungen Der Mechanik. 


he U SS 00, 


> 


Zwölftes Rapitel. 


Noch einiges vom Pendel; einiges zur Balliſtik gehörige; 
vom balliſtiſchen Pendel. 


Erſte Abtheilung. 
Vom Pendel. 


4. 155. 


I, haben zwar die Aufgabe des Maffen: Pendels, oder, mie 
er häufiger genannt wird, des zufammengefeßten ober dei 
phyſikaliſchen Pendeld, fchon zweimal behandelt, einmal 
($. 36.) als ein bloßes Beifpiel der Anwendung des d’Alem> 
bertfchen Principe, und das anderemal ($. 62. Beifpiel), in 
fo fern er auch als ein Beiſpiel ber Umdrehung eines Körpers 
um eine fefte Dreh: Are aufgeftellt werden Fanın. Mir wollen 
aber Hier noch in einige Eingelnheiten eingehen. 

1. Was die allgemeine Gleichung des phyſikaliſchen Pen⸗ 
dels betrifft, fo erhält man folche augenblicklich, nach dem d' A⸗ 
lembertfchen Principe, indem man den Zuwachs do an Win; 
fel- Sefchwinbigfeit niit der Entfernung r eined Elementchens 
dM ber ſchwingenden Maffe multiplicirt, um den Zuwachs r-de 
an "wahrer Gefchtwindigfeit, und den Zuwachs r-da-dM an der 
„Groͤße der Bewegung! des Elementcheng dM zu haben, wie 

fol 
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folcher im der Zeit dt durch den neuen Zutritt des, in dem Schwer: 
Punkte der ſchwingenden Maffe vereinigten‘ Gewichts Mgedt Her; 
vorgegangen if. Multiplicirt man’ diefen Ausdruck noch einmal 
mit r, fo bat man das flatifche Moment dieſes Zuwachſes an 
„Groͤße der Bewegung", und dw-S(r?.dM) drück alfo bie 
Summe: der fatifchen Momente aller, von de ganzen Maſſe M 
in ber Zeit dt getvonnenen Zumwachfe an Größe der Bewegung 
aus, während I(r?:.dM) das Trägheitd:- Moment genannt, und 
nach Anleitung des IVten Kapitels berechnet wird. Diefe Summe 
der ftatifchen Momente muß nun nach dem d' Alemb ertſchen 
Principe dem ftatifchen Momente Meg-x,-dt des Gewichte Mg-dt 


ber fchtwingenden Mafle (ebenfalls in Bezug auf bie Schwin; 


gungs⸗Axe genommen) gleich feyn, ba folches eben (zu Ende 
der Zeit t, während die durch die Schwingungs⸗Axe und durch 
den Schwer: Punkt gelegte Ebene mit der Bertifal: Ebene. den 
Winkel 9 macht) aufs Neue als beivegende Kraft binzutritt. 
Die Gleichung ber Pendel: Bewegung ift daher N 
do-3(r?.dM) = Mg-x,.dt, oo 
oder 80. (r”.dM) = Mg-x,, 
wo nur noch alles in den Winkel 9 auszubrücken iſt. 

Es iſt aber, wenn a die Entfernung des Schwer: ⸗Punktes 
von der Dreh⸗Axe vorſtellt, der Arm x; bes ſtatiſchen Mo⸗ 
mentes des Gewichts Mg fo: 

x, = asind. 
Außerdem brückt, wenn a ber Werth von d für t — 0 if, 
bie Differenz — 0 den Weg, alſo Ka— 9) oder — do bie 
Gefchwindigfeit eines jeden -Atoms aus, welcher von der Dreh⸗ 
Are um bie Raum Einheit entfernt ift, fo daß alfo 8 bie 
Winkel⸗Geſchwindigkeit w, mithin 
°o, = —80, oder du = —8°0 

if. Die Gleichung der Bewegung des Pendels geht dadurch 
über in - 


Ma 
1) + Zr meint =(. 


Iſt nun Mk? dad Traͤgbeits⸗ Moment der ſchwigenben 
II. [29] ®' 


% 
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Maſſe PM in Being auf eing, durdy ihren Schwer: Punkt, mit 


der Schwingungs-Are parallel gebachte Are, fo ift (nad) $. 45.) 


2). : 3(r°.dM) =: Ma?’+-Mk?'= M(a?-+-k?); 


ı amd. die Sreihung des are geht dadurch über in 


21 4, "u 
‘ R - 36 . — 


Integtirt man diele —5 (3. ), indem man fie mit 80 mul: 
tipliche und linte und rechts‘ bie ‚Integrale nimmt, fo erhält 


man , 
R 


ar 2 Bee (oramcond) = *— —— 


pen Fr das Quadrat der Anfangs⸗ „Winkel— Geſchwindigkeit iſt, 
und wenn wir noch immer vorausſeten daß fuͤr t — O noch 


0 wirt. Setzt man dann Fr ftatt 30, fo findet man 
dt, 


dt, als eine Funktion von 0 und Ana t ohne Weiteres durch 


ein Integral einer entwickelt segebmen Boattion von 3 nad 6, 


ausgedruͤckt. 

Hat man aber. sing Ungleichung zwiſchen t und 9 gefunden, 
fo hat men. 6.,in ı, alfo au — 80, d. 5. die Winfel: Se: 
ſchwindigkeit o in:t, d. h. man. hat alles, mag nur immer, ge⸗ 
wuͤnſcht werden kann. 

II. Aus dieſen Gleichungen für den zufammengefegten Pens 
del kann man auch die Gleichungen für den einfachen Pendel 
(den man wohl auch- zuweilen den mathematiſchen nennt) wie 
ſolche (im I. Th. Med). pag. 451. Note) bereits gefunden find, 
auf's Neue ableiten. Denft man fich nämlich die ganze ſchwin⸗ 
gende Maffe bloß auf den Echwer Punk: derfelben rebucirt, fo 
bat man dag einfache Pendel, während die Entfernung a des 
Schwer: Punftr von der Schwingung: Are die fogenannte Länge 
deſſelben ausdruͤckt. E8.ift aber unter der jegt gemachten Bor: 

fegung dag Trägheits: Moment. Mk? = 0, alfo k? — 0; 

fegt man dieſen Werth O flott k und zu gleicher Zeit 1 ſtatt 
a in die Gleichungen (3. und 4.), fo dag 1 bie Länge bicfeg 


⁊ 


> 


f} x . 
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einfachen Pendels ausbruͤckt, ſo haͤlt man für den Anfachen 
Pendel die beiden Sleichunaen 


5) een = = 0, 


6) 2074 Bkcona—coe6) = = 2%, 


wo A und. S2? bie Werthe nen A-unb 90? für t:== 0 find. 
U: Man kann ſich nun fragen: Wie groß muß die Länge 
J eines einfachen, Pendels ſeyn, damit es mit dem zuſammenge⸗ 
ſetzten Pendel (in I.) grnau einerlei Schwingungen mache. Die 
Antwort giebt ſich augenblicklid) aus der. Vergleichung-ber Gleis 
dungen (8. u. 5. aber 4. und. 6.) miteinander. Man. rue 
„) = u 
wenn man nur zu gleicher Zei vorausſetzt daß bei beiden Ben. 
bein dieſelben Anfangs Werthe son A und 86”, nqulich  ynd 
2 ‚„genommmen werden. 
Laͤßt man alfo irgend einen SRaffen- Pendei ſchwingen, b Ninmt 


N 


DE Gr? Ber SE} 


bie Rechnungen flatt finden Iffen, toie ſolche (im L, 26. Rech 
$. 51.) ausgeführt ſich finden. Macht namentlich ber zuſam⸗ 
mengefeßte Pendel nur fehr Kleine Schwingungen, und, ift T 
die Dauer einer folchen Schwingung, fo, findet fich noch. 


y | 
8) Teeny (2) und g = —.l, 
, .:l. : 


mo ſtatt 1 der Werth aug, (7.), gefebt wirt, "während bie Dauer 
T eine Schwingung dadurch gefunden wird, daB man. die 
Schwingungen zähle, welche ‚ber zuſammengeſetzte Pendel in einer 
gegebenen Anzahl von Sekunden macht, und legtere durch . bie 
Anzahl der Schwingungen bividirt. 

IV. Man fann nun auch aus ben Schwingungen eines 
zſammengeſetzten Pendels die Länge 4 deß einfachen. Sekunden⸗ 
Pendels berechnen. Man hat nämlich, wenn T und 1 (wig in 
HL) beſtimmt find 


‚9% Tea) 
N: 


/ | [29° 


. 
— —— 


3 


j 
— 
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alſo auch fir 1 == a, wo dann T = 4 ifl, 


1 = 7. 05. 
mithin, wenn man dieſe Steigungen durch einander dividirt, 
= | 

V. Denkt man fich in-ber @eichung, (7.) bund k gege 
ben, und fucht man "da ſo belommt man für a zwei Werthe 
„both 

20) a — —E— En 
die, weil der eine davon, den wir oben durch a ausgedruͤckt 
haben, reell ift, nothwendig alle beide reel find. Mir wollen 
den andern diefer beiden Werthe, welcher nicht der oben unter 


a gedachte ift, durch a’ bezeichnen, fo bat man fogleich 


1). a+a=|, 
während nebenbei noch‘ hervorgeht, daß I nie kleiner als 2k 
werden kann, alio auch nie kleiner als 2k gegeben feyn darf. 

VI. Denkt man ſich alfo einen: beliebigen Körper von be: 
liebiger Geſtalt und von beliebiger Maffe; denkt man ſich durch 
den Schwer: Punkt S deſſelben eine beliebige Gerade SU, und 
m Bezug auf dieſe Gerade SU das Traͤgheits- Moment Mk? 
berechnet, und ſolches durch die Maſſe M dividirt, ſo hat man 
k?. — WIN man nun aus dieſem Körper einen Pendel machen, 
welcher mit einem. einfachen Pendel von der ‚Ränge 1 (die nicht 
Heiner als 2k gegeben feyn darf) ‚gleichzeitige Schwingungen 
‚macht, fo lege man durch die Gerade SU eine beliebige Ebene, 
nehme in felbiger auf jeder Seite von SU zwei andere, mit 
ST parallele gerade Linien OZ und O!Z1, welche von SU be: 


zuͤglich um a und a’ entfernt find, während a und a’ die bei: 


‚a?-+-k? 


den aus l= ‚ oder aus a 2_ja-pk? — 0 für a 





bervorgehenden Werthe 41--V!l®—a? vorftellen, und nehme 
nad) Belieben entweder OZ oder O/ZI zur Schwingunge= Are, 
fo wird man in jebem der beiden Fälle einen Pendel haben, 


welcher mit Dem gegebenen einfachen Pendel gleichzeitige Schwin⸗ 


4 


— 
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gungen macht. Diefe beiden. Schtwingunge»Aren find dabei (nach 
11.) allemal um. bie Länge | von einander entfernt. 
> War: aber, wie in (I), die eine dieſer beiden Schwingungs: 
Aren 3. B. OZ fehon zuvor gegeben, und hat man dazu die Länge 
1 des zugehörigen einfachen Pendels gefunden, fo.darf mar nur 
in der, durch. den Schwer » Punkt ‚S und durch OZ gelegten 
Ebene, auf der andern Seite des Schwer» Punktes eine zweite 
Gerade O!Z! parallel mit OZ, und.-von Iguterer um 1: entfernt 
nehmen, und man.hat eine. zugehoͤrige zweite Schwingungs⸗Axej 
ſo daß, wenn man den Koͤrper wirklich um dieſe zweite Axe 
OZ ſchwingen laſſen wollte, dieſelte sonen. biefeben Schwin⸗ 
gungen machen wuͤrde. 

VI. Legt man durch den. Schon. Puntt. 8 «ine. Eboge 


fenfrccht auf OZ: und OIZ!, fo erhäft-man zwei Durchſchnitts⸗ 


Punfte P und P!, und jeder berfelben heißt der MittelBunge 
ber Schwingung um die andere der beiden Urn DA 
und O'Z!, in welcher er nicht liegt. — Je zmei, ſolche mit. 
einander parallele Axen OZ und O!Z!, welche in eiger und ders 
felben, durch den Schwer» Punkt gehenden. Ebene liegen und 
von denen jede durch den, zur andern. gehörigen. Mittel» Punfe 
der Schwingung hindurch gebt, kann man gleichzeitige Schwin⸗ 
gungs⸗Axen nennen, well der Pendel, er mag feine Schwingungen 
um bie eine oder um die andere diefer Aren ausführen, allemal 
gleichzeitige Schwingungen mac, wenn yur ee Zu 2, ahemak 
® Diefelben bleiben. 

VIE Man begreift abrigens, daß bie-zu einem gegebenen 
1 gehörigen Werthe von a und a’ immer dieſelben bleiben, fo 
lange k benfelben Werth behält, d. h. fo lange jede ber beiden 
gleichzeitigen Schwingungs-Axen, in der einen durch ben Schwer: 
Punkt gehenden Ebene, mit jeder ber beiden gleichzeitigen Schwin⸗ 
gungs-⸗-Axen in jeder. andern durch den Schwer: Punkt gelegten 
Ebene parallel bleibt. So wie man aber der durch den Schwer: 
Punkt gelegten Geraden, in Bezug auf welche das Traͤgheits⸗ 
Moment Mk? genommen wird, eine andere Lage gicht, fo kann 
der Werth von Mk?, alſo der Werth von k? fich anderg/ und 
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Bann aͤndern ſich auch die, zu einem gegebenen 1 gehörigen 
Werthe von a und a’, oder der zu einem gegebenen a gehoͤ⸗ 
tige Werth von 1- und zugehörige Werth ‚al, in fo fern immer 
ara! = 1 feyn muß *). 

Dieſes letztere laͤßt ſich ſehr einfach im Formeln Aberfehen. 
Sind naͤmlich A, BrE bie zu dem’ Echiver- Punkte gehörigen 
drei Haupt: Trägheitd+ Momente, und Find a, 9, y bie Wintel, 
welche die Gerade SU "ober die Schwingungs⸗Axe, mit den zu 
Ben Schwer⸗ Punkte” gchdetzen Haupt⸗ ‚Died: Axen macht, ſo 
dit mün (nich $.'52.) 

U MR = Mech Beras Br .co8y?. 

Der Werth von k? wird daher auch bei Einer geänderten Rich: 
tätg von BU: noch derfelbe Bleiben Fönnen, wenn er auch in 
der Megel ein ändere werden wird. Sind nämlich we, A, zi, 
Die Winkel, toelche” die neue Michtung SU mis den gedachten 
dret Haupt⸗Dreh⸗Axen macht, ſo witd k? benſelben Werth be; 
hälten, fo oft J 
A.(cos uꝰcos el) +B-(cos P-cos any. (cos Vie yl?) = 0 
fi und bies wird auf unendlich viele Arten gefchehen können. 
"RK. Sucht man die Werthe von a, cd, 9, > für welche 
“ 1 „4 Freöe tt Bicos BI +Ercos 7? 
m . — Ma r R 
ein Minimum wird, ſo findet man leicht, daß wenn A das 
Heinfie der drei Haupt⸗Traͤgheits⸗Momente iſt; dann biefer Aus 
Ind für 1 offenbar der kleinſte wird, wen 
Fe e=0 und P=y=W 


iſt, und wenn am ve). wird. Es wird "dann 1 felbft 


= 2 (m) — 24 und a — a. | 
Die Schwingungs⸗ Aren taufen alſo, im Fade bir Länge 1 des 


%. 

*) Die Eriftenz der Peare gleichietiger yaralleker Semingung®-Aren bat 
mon mit Erfolg dazu benugt (in fo fern ihre Entfernung der Länge 1 des 
zugehörigen gleichzeitigen einfachen Pendels gleich iſt), um die Länge 1 dies 
- fe8 einfachen Pendels ohne alle Rechnung zu finden- 
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gleichzeitigen einfachen Pendels ein Minimum werden fell, mit 
derjenigen der, zu dem Schwer: Punkte gehörigen Haupt - Dreß- 
Aren parallel, zu welcher d das lleinfie Haupt⸗ Traͤgheits⸗ Moment 
gehört. | 


La Be) 
f . 


$. 156. Bun: 
x Betrachten wir jest noch bie Bewegung eines zufammehge- 
festen Pendel, unter der Vorausfegung, daß jedes Element: 
chen dE feiner Dberfläthe,; welches in der Richtung ſeimer Ror 


male die Geſchwindigkeit v hat, einen’ Mtberfiand ‘ber Luft obet 


eines fonfligen Mittels ertche, toelcher für bie ſlachen- Eurhei 
durch 2 
Hy RS Ares Aid gehe +. Hei 
ausgedrückt ſeyn mag. Iſt o bie Entfernung deg Elerentchend 
dF von der Schwingungs⸗Axe, NE ferner w wiederum die Win⸗ 
kel⸗ Geſchwindigkeit der Schwingung (zu Ende der Zeit dv ünh 
iſt & der Winkel, welchen die Entfernung o mit der’ Robmaie 
an dP macht, fo iſt gw-cose v die, normal auf dE zer: 
legte Geſchwindigkeit; und der (in, 1. ausgedruckte) ‚Biberftar 
R mird jegt NT nn 
i 2). R= = A. Q u rncos sc lege — He, —* 
waͤhrend R den Widerſtand ausdruͤct auf das Eiementchen 
dF der Fläche. Ne ae 
‚Salt nun. von deu. drei: vechtwinklichen Koordinaten Axen 
ox OY, OZ die OZ mit der cherizontaien) Schwingungs: Ape 
zufantınen, und if OX horizontal, OY vertifal, find ferner m, 
y bie Winkel, melche: Die Sormalg and mit OX und OY 
macht, ſo zerlegt ſich biefer Widerſtaud parehet mit OX und 
OY in. er 
R-cos u-dF und R«cosv.dF, Br 
während der mit OZ, parallele, Theil anausgedruͤckt bleiben mag. 
Sind num x’ und y’ die Koordinaten Werthed des Elementchens 
dF, ſo iſt :33 . EEE —6 23 
en "(iigosjisteeösv)-RidR —— 


⸗ 


u 
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das ſtatiſche Moment dieſes Widerſtandes, ſo deß i in der Glei⸗ 

chung der Bewegung des Pendels 
80:&(r”.dM) == Mg-x,, 

welche (nad) $. 155.) die Gleichheit der ſtatiſchen Momente 

zwiſchen ben verlorenen Kräften ausdruͤckt, zur Rechten noch 


das Glied 


3) | Siylscosu — x'.cos»)-R-dF 


| bingufommt ‚ während das Zeichen I fich über bie ganze Flaͤche 


F efivecht, welche jedesmal ben Widerſtand erleidet. Bejeich 


uet.man aber-ben Ausdruck 
4) ylCos u —xIscosv durch £, 


fo daß 5 der Arm des flatifchen Momentes des Widerſtandes 


R-dF ift, fo find &, fo wie ⸗ und e (nad) t) konſtant; mau 
kann daher 

5 ‚Z(6g% eos 8°. dF)=7, 26: 0” .cose".dF) =yı, x 
berechnen; in fo fern bie Gleichung der Oberfläche F gegebm 
iR, und in fo fern die Grenzen des, den MWiderftand erleidenden 
Theils biefer Zläche durch einen um den ſchwingenden Körper, 
wenn folcher ‚in feiner Gleichgewichts: Lage gedacht wird, beſchrie⸗ 


benen Cylinder beſtimmt ſind, deſſen Seiten horizontal liegen. . 


Sind die beiden Seiten der Fläche F nicht ſymmetriſch, fo find 
die Werthe von y, y', ıc. für bie eine Schwingung anders, wit 
für die naͤchſt folgende, welche “in der entgegengeſchzten Rich 


tung ftatt hat. 


Die Gleichung des Pendeld wird dann; wenn man wieder 
mie im ($. 155.) umformt, die nachſtehende 
ga · gin ¶ Ay 


Ay 
2 — — 
8 FR w Has 


Wendet man aber wieder biefelben Betrachtungen auf ben ein⸗ | 


fachen Pendel von der Länge 1 an, fo hat-man für biefen fie 
Gleichung | 


7) + sind +-B- ne + br. a rc. —0O, 


wo B, B', :c, (nach t) konſtante Koefficienten find. 


| 
7) rc. =(. 





| 


Sind nun in beiden Pendeln die Anfangs-Werthe von # | 


\ 


i 
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und. 89 biefelben, ſo machen wieder beide genau ee 


Schwingungen, wenn man nicht bloß , 
2 
Ss) — l= +, — 
ſonders auch noch | 
u Ay Bo Alyf: 
„ B= Mary mern " 


macht. Dadurch reducirt fich aber der sufammengefegte Pendel. 


auf den bier zulet gedachten einfachen; und alleg, was im L 
Th. Mech. ($. 51.) über den legteren geſagt iſt, gilt ulfo nun 
ohne Weiteres. In dieſem letzgedachten einfachen Pendel ift aber 
die ‘Länge 1 defielben von dem Widerſtande des Mitteld ganz 
unabhängig (nad) 8.), während der für. das einfache Pendel 
in Rechnung gebrachte Widerftand, von der Natur des gegebenen 
Mittels und von der Geftalt und Maffe des zufanmengefeßten 
Pendels abhängt. 

Da nun bei dem einfachen Dendel bie Schwingungs⸗ Zeit 
von dem widerſtehenden Mittel ganz unabhaͤngig iſt, ſobald nur 
die Schwingungen unendlich klein gedacht werden, (nach I. Th, 
Mech... 51.), fo folgt noch, daß unter derſelben Vorausſetzung 
(unendlich Eleiner Schwingungen) der Widerſtand des Mittelg 
auch auf die Schmingungs > Zeif des zufammengefegten Pendels 
feinen Einfluß Außern werde. — Bei fehr Fleinen Schwin— 
gungen wird alfo der Einfluß des Widerſtandes des Mittels auf 
die Schwingung» Zelt, auch bei dem zufammengefegten Pendel 
unmerflic. 

$.. "187. 


Das Geſetz, daß die Schwere g vom Pol. nach, dem Aequa⸗ 


tor bin abnimmt im Verhältnig des Quadrats des Koſinus der 
Breite (I. Th. Mech. $. 51.) feßt voraus, daß bie aus Pendels 
Beobachkungen an irgend einer Stelle,des Feftlandes gezogenen 
MWerthe von g auf den Horigont der Meere rebucirt feyen. Wir 
wollen daher hier noch eigen, wie dieſe Reduktion auf theore⸗ 
tiſchem Wege ſtatt finde. 


“ _ 
& 
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Es ſey Fig. 29.) DaMBE der Horizont der Meere und 
AMB ein heraustretendes Feſtland, CT ‚der Mittel⸗Punkt der 
Erbe und M! der Beobachtungs-⸗Ort. Die Höhe MM! — h 
ſeh (durch Nivellement oder durch Barometer: Meffungen) be 
Fannt; auch fenen bedeutende Berge und dag Meer feibft, nicht 
in der Nähe. "Unter dieſer Vorausſetzung kann man auneh⸗ 
men, daß dieſes Feſtland überall: dieſelbe Höhe h über dem 
Horizont ber: Meere habe; in dem kreisfoͤrmigen Umfange, deſſen 
Radius c iſt. Die Dichtigkeit dieſes Feſtlandes ſey 0". 

Es ſey nun K en Atom dleſer Schicht, und z und-y ſeyen 
feine Abſtaͤnde KH und KL von der ‚Oberfläche der: Schicht 
und vom Radius CM’. Beſchreibt man nun aus LM als Xre 


zwei colindrifche Oberflaͤchen, mit ben Radien y und y-H-dy, 


ſo ſchneiben ſolche eine chlindriſche Schicht aus, deren Grund: 
flaͤche (yHy)?—ny?, d. hi 2ny-dy, deren Höhe aber h if. 
Wird diefelbe noch) durch unendlich viele, auf z ſenkrechte Ebe 


nen in unendlich viele Ringe zertheilt, fo hat der Ring zu wel⸗ 


chem K gehört, den Inhalt 2ny»dyrdz und die Maſſe Zro'y-dy-de. 
Alle Anziehungen aller Maffen- Elemente dieſes Ninges auf M 
vereinigen ſich nun in eine einzige Kraft in der Richtung ME 
und diefe if gleich der Summe aller einzelnen, parallel mit CM! 
zerlegten Anziehungen. Diefe berechnet fich nun wie fota: Es if 

I- — 3 2 — — 
.D KM YVy°+% +2? und cosKM'M & — 
folglich iſt die Anziehung des Maſſen⸗ Elementchens dm bei K, 
auf M., 


f. dm 
2) = 
‘und der. paralæl unit CM* zerlegte Theil hiervon, 
fez-dn 
3) , = — —; 
(y 72)? 


folglich ift die Summe aller diefer lettern Kräfte, für alle Ele: 
mente des ganzen Ringes 


) re oder ⸗ Deren 


t 
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in fo fern f (die Umfichäng zweier Maffen⸗Einheiten in der 


Einheitd-Entfernung) und z und y, rings herum Diefelben Werthe 
haben. Nun ift aber I(dm) nichts anders als die (oben -be 
ſtimmte) Maſſe Zng'y- dy-dz de8 Ringes. Solglich iſt die von 
dem Ringe berrührende Anziehung auf M! in ber „Richtung M!C, 
5). 2ſegrdyaꝛ 
(y+22)% 

Integrirt man nun dieſen Ausdruck nah z von z —=.0 
big z—=h, fo bat man die Anziehung der chlindriſchen Schicht 
auf die Stelle in M'; und wird das Reſultat zuletzt noch nach 
y integrirt zwiſchen den. Grenzen y = 0 und y.>= c, fo er⸗ 
hält man bie Anziehung ‘k! des ganzen, über dem Horizonte dev 
Meere hervorragenden Stuͤcks des Feftlandes, auf die Stelle 
M!, in der Richtung MC. Man findet . 

6) k'’= 2nfoleh— Verb) 
In der Regel Kann man aber Migegen e? kin eh?) ver⸗ 
ſchwinden laſfen, und dann erhaͤlt man dieſe Antiehuns 

7) | k' — :2nfo'h. 
Iſt nun k die Anziehung des Kerhg ber Erbe bis zu dem Ho— 
rizonte der Meere genommen, auf die Stelle M diefed Horizon: 
tes; und iſt ferner der Halbmeſſer CM — r gefet, fo ift die 
Anziehung deſſelben Kerns auf die Stelle M', 
8). u — kr? | 
on | — oo 
Iſt nun g bie Schiwere an M, und'y die nach der Richtung 
der Schwere zerlegte Eentrifugal:Kraft, fo hat man, wenn gl 
und dieſelben Bebeutungen an M! haben, 

on m kr? 

9) = k—y und g: = Grm t +k— —ylı 

Dies giebt, wenn man nad) Potenzen von h entwiffele und bes 


t 


reits dag Quadrat h?, ſo wie noch r als ſehr klein außer “ 


: 


Acht laͤßt, 


468 Unmwendungen der Mechanil. ‚Kap. XII. 6. 157. 


AR aber o: die mittlere Dichtigfeit der Erde, fo hat man 
noch zur Elimination von f die Gleichung 
1) — g = nofr, 
in fo fern‘ jarꝰ ber inhalt, Inor® bie Maſſe und Sror? . die 


Größe g' der Anziehung der ganzen Erde auf M ſeyn nf, 
leßtere al eine Kugel betrachtet, welches für diefen Zweck ge 


nau genug if. Set man nun (in 10. zur Rechten) weil * 


klein iſt, das davon wenig verſchiedene dafuür, und ſubſtituirt 


man ſtatt f den aus (11.) gezogenen Werth, indem man darin, 
wegen des Heinen h, ebenfalls g! ftatt g fee fann und feßt, 
fo erhält man : Zn 
— | 2h 3o'h 
12) g= — N an. 

welches. die gefuchte Reduftiong« Formel ift, durch welche man 
aus dem in M’ aug den Denbel » Schwingungen beobachteten 
Werth g', den Werth g berechnen fann, wie folher in M auf 
dem Hotizonte der Meere beobachtet werden würde, wenn bie 
Schicht des Feſtlandes oberhalb dieſes Horizontes gar nicht vor⸗ 
handen waͤre. 

Umgefehrt kann man ſich dieſer Formel (12.) bedienen, um, 
wenn g aug dem Geſetze der Abnahme der Schwere vom Pol 
zum Aequator fuͤr irgend einen auf den Horizont reducirten Ort 
der Erde vorausgeſetzt werden ſollte, die Schwere g! zu berechnen, 
wie ſ ie ſich an dem (böber gelegenen) Drte ſelbſt zeigen müßte *). 





% 
*) Poiſſon hat auf dieſe hier vorſtehend aus einandergeſetzte Weiſe 
gezeigt, daß die gewöhnliche Reduktions⸗Formel 
„erhl . 
ga ger, ' 
"die Korrektion fat um die Hälfte zu groß giebt, und zmwar- deshalb, meil 
bei ihr die Anziehung der über den Horizont der Meere heruorragenden 
Schicht des Zeftlandes völlig unbeachtet bleibt. 


F. 188. Einiges zur Balliſtik gehörige.- : : 401 


oo Zweite Abtheilung. 


Einiges sur Balliftif gehörige; namentlih vom balliſtiſchen 
Pendel. 


$. 158. 
NRobins balliſtiſches Pendel. 

Man hat den Pendel auch dazu benutzt, um die Geſchwin⸗ 
digkeit eines geworfenen Koͤrpers auszumitteln. Robins hat 
zuerſt dieſen Gedanken gehabt und ausgefuͤhrt, und Hutton hat 
daruͤber eine Reihe von Verſuchen angeſtellt und in einem eige⸗ 
nen Werke beſchrieben. 

Dieſer Pendel des Robins beſteht aus einer ſehr großen 
Maſſe (im Verhaͤltniß zu der dagegen abgeſchoſſenen Kugel⸗Maſſe), 
welche ſich um eine feſte Axe drehen kann. In dieſe Maſſe dringt 
nun die Kugel, deren Geſchwindigkeit man wiſſen will, ein und 
bleibt darin ſtekken. Dadurch kommt der Pendel in Bewegung, 
und man mißt den Bogen, welchen irgend ein Punkt dieſer feſten 
Maſſe beſchreibt, bis er wieder in Ruhe kommt, um unmittel⸗ 
bar darauf ruͤckwaͤrts zu gehen. Daraus berechnet man die 
„Groͤße der Bewegung und daraus die Geſchwindigkeit der 
abgeſchoſſenen Kugel. 

Es ſtelle (Fig. 30.) AEBF einen auf bie. Dreh⸗Axe ſenk⸗ 
rechten und durch den Schwer⸗Punkt S gehenden Querſchnitt 
des Pendels vor. Es ſey C ein Punkt der Dreh⸗Axe und O 
der Mittel: Punkt der Schwingung um biefe Are, fo dag CO 
— 1 die Länge des, mit diefem Pendel gleichzeitige Schwingungen 
machenden einfachen, Pendels if. Im Zuftande bes Gleichge- 
wichtes ift alſo CSO-eine gerade Linie, welche ir jeder Lage 
des Pendels dag untere Ende defielben in einem Punkte B tref- 
fen wird. Die Kugel, deren Maffe u if, werde an ber Stelle 
E gegen diefe Maffe M,des Pendels gefchoffen, fo daß E der 
Mittel⸗Punkt der kreisfoͤrmigen Qeffnung iſt, welche fie veran⸗ 
laßt. Iſt nun v die geſuchte Geſchwindigkeit der Kugel, in dem 


- Augenblicke, mo fie dem Pendel begegnet, alfo av ihre „Größe 
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der Bewegung !'; iſt ferner M die Maſſe des ſchwingenden Pen⸗ 
dels, Mk? fein Traͤgheits-⸗Moment in Bezug auf eine, parallel 
mit der Schwingungs-Are durch den Schwer: Punft gedachte 

Dreh⸗Axe, ift endlich p die Laͤnge des Arms des ſtatiſchen Mo⸗ 
mentes der Kraft uv in Bezug auf C als Centrum der Mo: 
mente (d. h. das Perpendifel von-C auf die Richtung des Schwer⸗ 
Punfts von u in dem Augenblicke, wo biefe Mafle zw in den 
Pendel. einbringt), und a die Entfernung CS des Schwer⸗Punk⸗ 
tes S von der Dreh⸗Axe C, fe ift die Anfangs: Gefchmwindig 
keit SQ bes Pendels nach dem d'Alember tſchen Principe leicht 
zu finden, in dem (6. 53.) aber bereits gefunden, nämlich 

—_ — 

weil —R dag TraͤgheitsMoment I(rt:dM) iſt in Bezug 
auf die Axe C. — Da nun (nach $. 155. I 4.) bie Gleichung 
für die Bewegung des Pendels ſo gefunden worden iſt, naͤmlich 
ME ee Aen(eme en) _ ge, 
wenn S2 die Anfangs: ‚Winkel. Geſchwindigkeit, und a der An: 
fangs⸗ Werth von 6, alſo dasmal = 0 if, fo erhält man das: 
mal bie Gleichung 





2ga(l — cos 0) _ u?v?p? 
99% — __ 
3) ON + | 2? k? Mia? r k?)2 ’ 


Iſt nun der Winkel BCB! = ß in dem Augenblicke wo B in 
B’ ‚gerade die Geſchwindigkeit Null hat, wo alſe 80 * O iſt, 
fo hat man gleichzeiig | 
a0 mM 6 - ß, 
und für dieſe Werthe von 36 und 0 geht dann die Gleichung 
(3.) über in 
i | uv2p? 
4) 2gall — cos?) = M?(a?-+k?)’ 

weoraus nun:v gefunden werben Tann, da M, u, p, a, k, 4 
und die Schwere g aus dem Verſuche unb ben dabei flatt ge 
habten Meffungen ale befanut angefehen. werben ‚müffen. 


l . 
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Set man jedoch CB = = .b Ant die Sehne BB! — s, fo 
bat man F i 
. coeß = 5 
und ſetzt man noch J In, 
M 

Ä | Be 

(fo daß n eine große Zahl vorſtellen wird) fo erhält man, wenn 
dieſe Werthe in bie Gleichung (4.) fubftituirt werden, 

u 5) ” — in —— a* +rk2). 


Die Sehne s wird durch * Länge eines Bandes gimeſſen, wel⸗ 
ches ſich Hei dem Verſuche aufrolt. Die Werthe von p und b 
meſſen ſich direkt; der erſtere tatin auch aus der Lage ber Axe des 
Geſchuͤtzes gegen’ den Ph genau genug berechnet werden. 
Das Verhaͤltniß n der affen {ft leicht augzumitteln, weil han 
flatt der Maffen ihre Gewichte fegen kann, desgleichen iſt die 
Schwere g an’ demſelben Orte zu finden, wenn nicht ſchon be⸗ 
kannt. Die Werthe von a’ "und k laffen fi ch endlich auch be: 
rechnen; letztere beiden aber pflegt man aus bloßen Beobachtun⸗ 
gen ohne weitlaͤufigere Rechnung zu finden. 

Um nämlich) a zu finden befeſtigt man in B_ ein Eeil, "läge 
es über einen Stift D gehen, welcher mit C einerlei Höhe hat 
und hängt nun an bag anbere Ente ein Gewicht M,, fo 
groß, daß endlich die Gerade CSB bed Pendels horigontal zu - 
liegen kommt. "Dann hat man, "wenn CD = a, if, für bie: 
fen Hebel , weil dag Gewicht M des Pendels in dem Schwer⸗ 
Punkte S deſſelben wirkt, 

M-a Mai, 
alſo 


6) ı= —* 


wo M das Gewieht des Pendels vorſtellt. .. 

Um k ohne weitlaͤufigere Rechnung zu finden, läßt man den 
Pendel kleine Schteingungen machen und beſtimmt die ‚Dauer 
T einer dieſer Schwittgungen: : Dann hat: man nicht bloß 


\ 


y 
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=. +8 





‚ fondern auch T= "y(2); 


folglich, wenn man 1 eliminirt, 
7) a2-k? — * 
woraus ſich k? ohne Weiteres ergiebt. 
Subſtituirt man dieſen Werth von k? in Die Gleichung (5.) 
fo erhat man 





ngTas = 
apb 

Anmerk. Man kann auf biefem Wege bie Anfangs - Ge; 
ſchwindigkeit einer Kugel finden, wenn die Mündung ded Ge 
fchüges dicht am Pendel fich befindet. Man kann aber auch 
mit demfelben Gefüge und derfelben Ladung in verfchiebenen 
Entfernungen ſchießen, um aus ben jesmaligen Gefchwindig- 
feiten, twenn fie auf dem vorliegenden Wege befiimmt worden 
find, eine Beftätigung ober eine Verwerfung des Gefeges bes 
Luft: Widerftandes, welches man bei den Gleichungen der Be 
wegung der Kugel in Nechnung gebracht hat, zu erhalten; in 
fo fern dann dieſelben Gefchwindigkeiten aus biefen Gleichungen 
der Bewegung direkt fich ergeben, und mit ben durch das bal: 
liſtiſche Pendel befiimmten übereinfiimmen müffen. 
‚ Unter andern bat ſich aus den in England angeftellten Ber: 
ſuchen am entfchiedenften hervargeſtellt, daß unter übrigens glei- 
hen Umftänden, bie Quadrate ber Anfangs: Gefchwindigkeiten 
fich wie die Gewichte ber Ladungen verhalten, und daß dieſes 
Verhaͤltniß defto genauer gefunden wird, je Eleiner das Verhälk: 
niß der Länge ber Labung zu der Länge bed Rohres if. 





8) v- 


$. 159. 
Vom Rüdlauf. 


Da bei dem Abfeuern eines Geſchuͤtzes, die Kraft bed Pul⸗ 
vers swifchen der Kugel und dem Boden bed Geſchuͤtzes fich ent: 
wickelt, fo muß bie Wirkung der Kraft nicht bloß barin befte 
ben, daß die Kugel, fortgetrieben wird, ſondern ed wirb and 

das 
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das Geſchuͤtz (in entgegengefeßter Richtung) fortgetrieben wer⸗ 
den. Dieſe Iegtere Bewegung, welche wegen ber weit größern 
Mafle des Geichüges gegen die Maffe der Kugel an fich gerin- 
ger ift, und megen der Reibung und fonftiger Urfachen noch 
weniger bedeutend wird, nennt man. den Rücklauf. . Dag 
nachfiehende Problem wird nun dem Anfänger andeuten, tie 
diefer Rücklauf (verfieht fi) immer durch Anwendung bes 
D’Alembertfchen Principg) beſtimmt werden kann. 


Stoifchen zweien Maffen m und m’ wirft eine Nepulfiosftraft . 


F,, um fie von einander zu entfernen. Beide Maffen haben 
entweder feine Geſchwindigkeit, oder eine Bewegung ihrer Schwer⸗ 
Punkte in der Richtung dieſer Kraft, fo daß die ſtetig neu bin; 
zutretende Nepulfios Kraft F nur bie Sefchwindigfeiten, nicht aber 
die Richtung der Maffen ändert. Man fol die Bewegung die: 
fer Maffen m und m’ näher beſtimmen. 

Zu Ende der Zeit t, wo die Kraft F, auf’d Neue wirft, 
ſeyen x und x! die Entfernungen der Schtwer Punkte diefer Maſ⸗ 
fen, von einem Punkte O, in der Richtung OX ihrer Bere 


gung am gerechnet; und v, v’ feyen bie Gefchwindigfeiten dieſer 


Maffen zu derfelben Zeit t5; — fo hat man, weil die in der 
Zeit t befchriebenen Wege der Schwer: Punfte der Maffen, von 


den Entfernungen x und x! bezüglich nur um (nach t) Fonftante 


Werthe verfchieden feyn Eönnen, ihre Differenzial- Koefficienten 
(nad) t) alfo bezüglich einander gleich feyn müffen, 

\ . x =v. un ax = vi. 

Die Kraft F, (in die Drud-Einheit ausgedrüdt) oder F,.dt 
(in die Stoß» Einheit. ausgedrücft vgl. $. 10.) giebt nun (nach 
$. 8. Anmerk. Nr. 1.) dem Schwer -Punfte von m die befchleu: 


nigende Kraft = Zu, dem Schtoer : Punkte von m! dagegen 


die befchleunigende Kraft + dt ($. 9.), alles in der Rich⸗ 
tung OX gedacht. 

Wirken nun biefe befchleunigenden Kräfte in dem nach t un⸗ 
mittelbar folgenden Augenblicke dt, fo erhält dadurch die Ges 
m. [30 ) 

“ 


Sn . 


Ss 
PU 


4 
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ſchwindigkeit v den Zuwachs dv (— dydt), die Geſchwindigkeit 
v! dagegen den Zuwachs dv! (== dv!..dt). Die verlorene Kraft 
von m ift daher in die Druck-Einheit ausgetrüdt = — F—m-dv; 
— von m! dagegen = F—ım!.dvi. Da nun das Syſtem ber 
beiden Maffen dasmal ein voͤllig loſes ift, ſo halten ſich hide 
verlorenen Kräfte nur dann im Gleichgewicht, wenn fie an jeber 
Maſſe für fich im Gleichgewichte ſtehen. "Alfo hat man dasmal 
die Sleichungen 

1) F+nmdvr=0 u 2) F—möv = 0. 

Führt man, um zu infegriren, einen neuen Veränderlichen r 
fo ein, daß f 

(CO r=x-x, ab I Rx = vi—v 
ift, fo erhält man aus den beiden Gleichungen (1. und 2.) fe 


gleich 
3) m-Ov-+-ml.öv! = 0 
und | | g 
4) mv.öv-4-ın!vıöv! = F.dr.. 


Iſt num die Kraft F eine Funktion der jebegmaligen Entfernung 
r ber beiden Schwer» Punfte von m und m’ von einander, fo 
kann man biefe beiben Gleichungen fogleich integriren, und man 


erhält 
5) wmvmiv! = c 
und | | 
6) mv? mv? — 2/F -dr-$c, 


wo c und c! zwei noch zu beftimmende Konftanten find. Denft 
man fi) das integral SF -dr mit r = « anfangend (d. h. 
= 0 fürr— «) und durd) f, , bezeichnet; und find a und 
a! die Anfangs: Werthe der Gefchmwindigfeiten v und v’, fo hat 
man, wenn a auch der Anfangs: Werth von r iſt, zu gleicher 
Zeit | 
r=ao f,=0, v=a wm Val; 

alfo (aus 5. und 6.) 

7) ‚ma-rmal=c wub 8) mama = cd. 

Dadurch gehen die Gleichungen (5. und 6.) über in 
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9) wteaW= wm 4 et 
10). mir = ee, 1r 
Diefe beiden Gleichungen geben v und v! h die ejebehuilig 

Entfernung r ausgedrückt: - -Um nun ſelbſt als Funktion von 


t ie erhalten, hat man. bie Gleichung y nämlich 
dr — vv; ober %, = 


ı.; 


— vv 
mithin 





1 
11) = — edr, 
Ta 
welche Integration, da v! und v in r befannt find, feine ande 
ren Schwierigfeiten bat ale die, welche eben die Dumbraturen 
mit fich führen. 
Hat man nun auf diefe Weife ı in r,-alfo auch r und fos 
mit v und v’ in t gefunden, fo bat man noch) 
x = fd und x = Sldt. 
Man kann aber auch die Gleichung (9.) fo fehreiden 


n-öx-m/öx! = ma-+-m/a! 
und. integriren: dann erhält man 
12) ınx-+-m/ix! = (ma-+-mia)t+-C, 


wo C ber Anfangs- Werth von mı--m/x’ if. Diefe Gleichung - 
(12.), in Verbindung mit diefer andern (C) 

13) ı— x =r 

giebt dann ebenfalld x’ und x in t ober in r ausgedruͤckt. 
Anmerk. 1. Wäre F, ‚eine Attraftiond« Kraft, ftatt einer 
Repulſions⸗Kraft, fo würden die vorfiehenden Rechnungen doch 
noch gelten, nur daß man dann F ale negativ in Rechnung 
bringen müßte. Wäre endlich in gewiſſen Diftanzen eine Re 
pulfiong» Kraft, in andern dagegen eine Attraktionss Kraft, fo 
müßte man eine folche Funktion F von r nehmen, welche von 
felbR für die Diſtanzen r, für welche bie Kraft attraftiv wird, 
ihr Zeichen änderte. 

Anmerf. 2 Iſt m eine Kanone und iſt m! die in / ihr bes 

[30*] 


ana 
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finblihe Kugel, beide ig. bem: Angemblicke betrachtet, wo bie 
Entzündung des Pulvers vor fich geht,_fo iſt F die Kraft der 
Elafticität des ſich entwiklelnden Gaſes. Um aber über die Kraft 
F, in dieſem.ſpeciellen Falle eine Hypotheſe machen zu koͤnnen, 
muß man nieht bloft die Eigenſchaften des Gaſes kennen, ſondern 
auch in Rechnung zu bringen. wiſſen. In dieſer Beziehung ge: 
hoͤrt die Betrachtung des Ruͤcklaufes zu den ſchwierigſten; und 
es muß daher das Weitere einer Monographie uͤber Balliſtik 
uͤberlaſſen bleiben. | 
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Dreizehntes Kapitel. 


er Bewegung eines fchweren Körpers anf einer Ebene. 


. ’ . * .. . ve. >» 
ae U 
% 


4 

fommen nun dahin, zu idem Probleme des 6. 114.) ein Beifpia 
1. Wir wählen dabei Bas dinfachfte, nämlich die Bewegung eines 
3 auf einer gegebenen Ebene, unter. der Vorausſetzung, Daß feine 
bewegende FKyfte auf ihn wirken, als fein. Gewicht. 

ix. betrachten jedoch bier die Bewegung eines fchtweren Koͤr⸗ 
auf einer gegebenen Ebene nur in dem einfachften Falle, 
lchem wir vorausſetzen, daß der Körper und die Ebene fich 
il und zu jeder Zeit nur in einem "eigen Punkte K be 
2, während dieſer Punkt K jedoch in ber Ebene und im 
rw in jeden Augenblicke ein anderer fein kann. — Reibuns 
richt beruͤckſichtigt werben. 

dach ($. 114.) wird dieſes Problem. dadurch geloͤßt, daß 
an der Stelle, wo der Körper (zu Ende ber Zeit t)R die 


e (normal auf fie) drückt, einen eben fo großen Gegen- 


f-R-dt oder R zu dem Gewichte Mg bes Körpers, deſſen 
ſe M fepn mag, noch hinzufügt, und dann den Körper, als 
ı völlig freien behandelt. 

l. Da nun bei jeber freien Bewegung eines e adwer⸗ der 
wer⸗Punft: S.deſſelben ſich gerade ſo bewegt/(nach $. 112. A.) 


wem die ganze Maſſe M in ihm concentrirt waͤre und wenn. 


—um — — — — — — 


470 Anwendungen ber Mechanik. Kap. XIIL $. 160. IL 


alle bewegenden Kräfte, bier alfo R, parallel mit ſich zu ihm 
bin fortgeruͤckt gedacht werden; — fo darf man nur wieder im 
Raume fefte Kdordinaten⸗Axen OX, OY, OZ einführen, fo daß 
OX, OY borigontal liegen, OZ dagegen vertifal nad) oben ge: 
richtet ift; — dann bie darauf bezogenen Koordinaten : Werthe 
des SchwersPunftes durch x,, Yo, Zo bezeichnen, endlich bie 
Winkel, welche R mit diefen drei Aren macht durch) A, u, Y 
ausdrüden, und man bat die nachſtehenden drei Gleichungen 
der Bewegung des Schwer⸗Punktes S, nämlich 
M.d°%, = R-cos}, 
1) M.3°’y, = Recosu, 
j { M.9%, = Rroosv — Meg. 

In dieſen ‚Gleichungen find 2,.u, v, da fie die Winkel find, 
welche jede Normale an bie Ebene mit den drei feſten Aren 
OX, OV, OZ madıt, allemal; fonftant, wenn die Ebene eine 
abfolut fefte (unbewegliche) iſt; dagegen find dieſelben Winkel 
A, mv Funktionen von T, wenn die Ebene ſelbſt noch eine Be⸗ 
wegung hat. Im letzteren Falle ſetzen wir aber doch, um das 
Problem nicht zu” verwickelt zu machen, voraug, daß Diefe Ber 
wegung ‚ber Ebene gegeben, und von ber Vewegung des Koͤr⸗ 
pers auf ihr unabhängig ſey: J 

I. Außer dieſer fortſchreitenden Vewegung des Schwer. 
Buntes, findet dann noch eine bDrehende Bewegung um den Schmers 
Punkt flatt, genau fo, wie wenn folcher abſolut feft wäre, da⸗ 
bei: aber die bewegenden Kräfte R und Mg gerade fo, wie fie 
es thun, auf den Körper wirkten, (nach §. 112. B.). In fo 
fern aber: das Gewicht Mg .burch den jegt ald unbeweglich ge: 
dachten Schwer: Bunft geht, fo. trägt ſolches zur drehenden Bes 
wegung nichts: bei, fonbern legtere wirb bloß durch die Kraft 
R nein hervorgebracht (ober durch das Gegen-Paar (R,R), 
welches noch .hingutrite, wenn R parallel mit fich nach dem 
Schwer» Punkte S fortgerückt gedacht wird), 

Um aber die Gleichungen diefer Drehung zu erhalten, muß 
man bie zu dem Schwer⸗Punkte S gehörigen Haupt Dreh Aren 
SX,, SY,, SZ, zu Koordinaten⸗Axen nehmen; und ed mögen 


— 
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X» Yı, 21 die auf dieſe Axen bezogenen Koordinaten⸗Werthe 
des Punktes K feyn, in welchem der Körper die Ebene berührt, 
und Ay, fı,9, die Winkel, welche. die, Richtung bes. normalen 
Gegendruckes R mit denfelben-Aren macht; fo daß x,, Yı, Zu 
As Bıs 9ı, Funktionen der Zeit t feyn werben. Dann find. 
R(y,.cosi, —xX,cosu,),. R(x,cosv, — z,-cosA,) 
und R(z, cost, — yı’cosv, ) 
die ftatifchen Momente der Projeftionen von R in den drei Koor⸗ 
dinaten« Ebenen X,SY,, X,S2,, YıSZ,, in Bezug auf S ale 
Eentrum der Momente genommen; und Die drei Gleichangen der 
drehenden Bewegung find daher (nach $. 99. C.) 
C.r (A — B)pq = R(y,-cosl, - xXcos A), 
2) Bdgyr(E — Apr = Rfx,-easv, —7,-corR,), 
Apr (B—Oqgr = R(z, cos u, —yırcosv,), 
wenn wiederum YA, DB, €, bie drei, zu den Axen SX,, SY,, 
SZ, gehörigen Haupt» Momente der Trägheit, und pP, q, r die 


‚Winkel: Sefchwindigfeiten der Drehung um diefe Axen vorſtellen. 


Legt man endiic durch S wiederum Koorbinaten; Ebenen, mit 
denen im Raume feft gedachten parallel, und find wieder 9, , 
6 die Winkel, welche die Lage diefer neuen Koordinaten-Ebenen 
mit den im Körper feſten Koorbinaten» Ebenen machen, ganz fo 
wie im ($. 98. X.), fo hat man natürlich auch noch die drei 
Gleichungen (bed $. 98. X. O), nämlich | 
p = sin sin d-Op — cosy-d0, 
3) q = eoswsind-dp-+-sinw.dß, 
| r = 00. dp— Ar. - 
x 11. Indem wir aber ferner voraugfeßen, daß «, 8, y die 
Kofinuffe der Winkel find, welche SX, mit OX, OY, OZ madıt, 
und daß a!, A, y! und al, Al, yı ganz analoge Bedeutun⸗ 
gen in Bezug auf die andern beiden Haupt: Dreh: Aren. SY, 
und SZ, haben, fo daß alle Gleichungen des ($. 98.) auch 
hier. ſtatt finden, fo hat man auch noch 
| cosh, = arcosi-+ A-cosu+ y.C08V, 
4) cosu, —= acosi-+ Pl-cosu-r ,y!-cosv, 
| cos vi = all.cosi-+ P-cosu-ryll-cosv. 





\ 
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Außerdem hat man noch, wenn 

5). = 0 
die Gleichung der Oberfläche des Körpers ift, auf die Koorbina- 
ten: Aren SX,, SY,, SZ, ‚ein j 


6) cos, = V-öL, ; eosu, = v.öL, 


und cosv, — V-öL, 
“wenn 
L 
7) V= (öL,’+öL,’+öL,”) ? 
gefegt wird, und wenn x,, Yı, Zı dem beftimmten Punfte K 
angehören. 
Zulegt nehme man noch die Gleichung der Ebene 
8). x-c08sA-Fy-cosu-+zcosv — L, 


wo x, y, 2 die auf die im Raume feften Aren OX, OY, OZ 
begogenen KoordinateneWerthe der Ebene vorfiellen, und mo ; 
ber fenfrechte Abfiand des Punftes O von der Ebene ift (L TH. 
Geom. $. 11.). Man hat dann, wenn x, y, z dem Punfte K 
angehören (nad) ‘9. 98.) 
x han talykaln,, 
9) 49* = YtH Pf + yı rl", | 
ı = = ut Y8ı +y'yı tra; 
und wenn man diefe Werthe in die Gleichung der Ebene. (8, 
fubftituirt, fo erhält man noch mittelft der Gleichungen (4.) 
10) XycosA F-yYoCosu -FZu°C08V 
+xj008 4, + Yırcosu, +zcoss, = 0. 

IV.  Diefe Gleichungen reichen nun aus, um die Unbefann- 
tn X, Jo 20, 9, P, V, p, gr R, x, Yı, 2 als Funftio 
nen von t, alfo die ganze Bewegung zu beftimmen. 

Bleibt endlich der Körper immer nur mit einer Spige auf 
der Ebene, fo find die Koordinaten. Werthe' x,, yı, Z, dieſer 
Spiße fonftant und gegeben. Dagegen fallen dann die Glei- 


chungen (5. und 6.) als überflüffig heraus. 


| §. 161. | 
Betrachten wir jetzt zunächft ben befondern Fall der Auf: 


T 
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gabe, wo die Ebene unbeweglich: und horizontal if, waͤhrend 
der auf ihr ſich bewegende Koͤrper in jedem andern Augenblicke 
denſelben obeb einen andern ber Punkte feiner. Oberfläche ‚mit 
der Ebene gemein bat. Man kann legtere dann zur Koordina- 
ten:Ebene XOY nehmen, und man bat dann J 

II) =0, coOö, cosu=0 und oer—l, 
wodurch die Formeln (4.) in | 15 

12) cosM. y, cos Mh =r und cosv, = yll 
übergehen. 

Die beiden erſtern der Gleichungen (1.) zeigen nun, daß 


die horizontale Projektion des Schwer-Punkted dasmal ſich ges 


radlinig und konſtant bewegt, und daß die Geſchwindigkeit die⸗ 
fer Bewegung mit der horizontalen Anfangs-Geſchwindigkeit zu⸗ 
ſammenfaͤllt. — _ Die britte ber Gleichungen (1.) giebt den Drud 
R, naͤmlich Ä 
13)  R=M&u+B9), 
‚ fobald z, gefunden ſeyn wird. 
Die Gleichungen (2.) gehen in folgende: über, nämlich. 
EA (A - B)ypq = MO, +g)(yyı — Frı), 
14) Bdg+(C— Ypr = Mdz,+S)y'n—rz.), 
Up +(B-— Ear Mcdrr + )Yı —Y''yı); 
während die Gleichung (10.) nun folgende wird 
15) u ty try tr =0. . - 


” Aus diefer legtern Gleichung kann man aber nun z, entnehmen 


und in bie vorhergehenden Gleichungen ſubſtituiren. : Die Gleis 
Hungen (14.) in Verbindung mit den Gleichungen (3.) bienen 
dann zur Beſtimmung von p, qy’r, 6, p, V iR X, Yı, Zw 
“in. fo fen y, pl, yll die im ($. 98. X.) bereite gefundenen 
Funktionen von-, 9, w find. 

Iſt nun der Körper ſtets mit einer und derſelben Spise auf 
der (horizontalen) Ebene, fo daß x,, Yı, Zı gegeben und fon 
ſtant find, fo find feine weiteren Gleichungen zu Hülfe zu nehmen *). 


*) Dies iſt der Fall bei einem Sereifel, melcher fich auf horisontaler 
Ebene ohne Reibung bemegt. 


* 
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— Außerdem aber müffen noch die Gleichungen (5. und 6.) zu 
gezogen twerden, bie aber jegt folgende Form annehmen: 

16) L=0; y=V-dL, ; 7! = V+öL, 5; y'=V-äL,- 

Anmerk. Liegt "ein ſchwerer Körper (z. B. ein Eltipfoib 
oder eine Kugel, beren Schwer: Punft nicht mit ihrem Mittel: 
Punkte zufammenfällt, 2c.), auf einer horizontalen Ebene, im 
ftabilen Sleichgewichte; entfernt man ihn dann -ein Flein wenig 
von diefer Lage bes Gleichgewichts, fo wird er bin und ber 
-fich bewegen, aber fehr Fleine Bewegungen machen. Diefe laſ— 
fen fich, wenn man den Verſuch machen will, mittelft der vor: 
ftehenden Gleichungen näherungsweife ohne Weiteres: beflimmen. 
— Wir koͤnnen uns aber hier, wegen Mangeld an Raum, auf 
die Ausführnug folcher Beifpiele nicht näher einlaffen. 


. 192. , 


Bon ben Gleichungen (14.) fann man wiederum fogleich 
stvei allgemeine Integrale erhalten. Multiplicirt man fie nam 
lich bezuͤglich mit -y, y, y,.unb abdirt man fie; fo erhält man, 
wenn, man integriert (wie im $. 101), 

L.. . Yp+Brgr+Yı ll, 
two 1 eine noch zu beſtimmende Konftante iſt, welche jedoch bie 
Summe der flatifhen Momente ift aller ‚Größen der Bewe—⸗ 
gung‘! in Bezug auf eine dutch den Schwer⸗Punkt S gehende 
vertikale Gerade. 

Ein zweites allgemeines Integral erhaͤlt man, wenn man 
dieſelben Gleichungen (14.) bezüglich mit r, q, p, multiplicirt 
und dieſe Reſultate dann addirt. Dies giebt naͤmlich zunaͤchſt 

Er-ör-+-Bg-dg-tUp-Op 
—= M9z, +8) [U"4 MI + rer Dyrrep— rd): 
oder (wegen $. 98. XL 30.) | 
Ä Er-r + Bg-dq+Up-Op 
= Mu, +8) + y1rdy' + 2ıdr"). 

Auf der andern Seite bat man, wenn bie Gleichung (15.) 

differenziirt wird, 
duty yore ————— 


\ 


- 
u . 
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während, wegen der Gleichungen (10) diefer Ausdruck zur Rech⸗ 
ten = .V+.dL, ale = 0 iſt, ed mögen Kı,-yı, 2, fonftant 
feyn, ober. der Sleihung L'—= 0 "angehören. Dies giebt daher 
2,.dy-+-Yı° 257 an a2 FG 7 a - AP 
und ‚bie obige Gleichung wird dadurch 
Er-dr-+Bg-dgq + Ap-ap + M:32,-9°z, +gM-dz, = 0; 

und giebt fogleich, wenn man fie integrirt, 

1. €er+-Bq?+Ap?-+M-d2,?+-2gMz, = h?, 
wo h? abermals eine aud ben Anfangs -Werthen 'von PB 4 r, 
20 und dz, zu beſtimmende Konſtante iſt. 

Dieſe zwei Integrale reichen zuweilen zur Löfung des Problems völlig 
aus, 4. B. wenn ber fich bewegende Körper von einer Umbrehungs » Släche 
begrenzt wird, mie etwa folches bei dem Kreifel der Fall if, in fo fern dann 


die Gleichungen (14.) allemal fogieich und ohne Weiteres ein drittes In⸗ 
tegral dazu liefern. Dies mag der nächſte ($ ) zeigen. 


| $. 168. . 
Bewegung des Kreifel$ auf horizontaler Ebene 
Dei dem . Kreifel ber eine Spise K. hat, nnd in welchem 
SK die Are der Figur ift, alfo eine-Haupt» Dreh: Are, zu mel 
cher das Trägheitd: Moment € ‚gehören: mag, hat man 
, A — B, ſo wie auch zn ey — 0O, 
während z, — SK konſtant iſt. Außerdem iſt noch 
1) z, = —z,-ces0d, alſo 8, == 2,.8in 0-80. 
Die Sintegrale J. d. II. (des $..162.) geben nun fogleich 
. 2) | Aop-trip-rerr = =ı, 
und 
3) Ap-+gQ)-+HEr + Me. .sin 02.302 2Mgz ‚.cos0 = h?. 
Die erfiere ber. Sleichungen (14. des $. 161.) giebt dages 
g" augenblicklich das dritte Integral, nämlich 
4) . rm const. = ri, 
wenn r! ber Anfangs» Werth von r ifl. — Setzt man- aber hier 
ftatt > und y! ihre Werthe aus ($.98.X.), desgleichen auch ftatt 
p und q ihre Werthe aus ($: 160. Nr. 3.), fo erhält man noch 
5) ptrig=sind’äp und p’+g? = sin 0’.dp?’--80° 
Dadurch geben aber bie Integrale (2. und 3.) tiber in 
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Cr'.0 Ur sin 0’. dp = |, | 
A(Ain 0?-Ip 4802, sin 6°. D0°-2g1.:c08 6)=k, 
wenn die Konftante h? — Er? durch). k bezeichnet wird. 
Eliminirt man aus diefen ‚beiden Gleichungen dp, fo er: 
hält man 80, alfo auch dt, in @ ausgedrückt, und Dann t 
‚und auch @ in 6, mittelft efiptifcher Tranſcendenten. 


16 
Bewegung des Kreifels auf bewegliher Ebene. 
/ 


Laſſen wir alled, wie in der vorigen Aufgabe (des $. 163.); 
feßen wir aber voraus, daß die Ebene, auf welcher der Kreifel 
laͤuft, felbft fich noch bewege, daß alfo A, u, v und & gegebene 
Funktionen von t find. Die erfte der Gleichungen (2. des $. 160.) 
giebt noch immer | | 

1) r = constante = r!, 
wo r! die Anfangs: Winkel: Gefchwindigfeit um die Are SK ifl. 
Die beiden andern ber eben angeführten Gleichungen werden nun, 
wenn man die Gleichungen (4. des $. 160.) zu Hülfe nimmt, 
2) HIgHE—Hr'p = — Rz, -(a.»cvsA-+-ß -cosu-r-y -cosv); 
3) A9p—(E-NMrigq= . Rz, -(al-cosi-+-P!-cos u-r-y!-cos v). 

Die Gleichung (10. des $. 160.) wird jeßt 
‚ 4) x008A + Yor60su + 2,°C08V 

+2, (all.cosi+Pl.cosu-r-y'-cosv) = v. . 

Die Gleichungen (1. u. 3. des $. 160.) nebſt den biefigen 
Gleichungen (2.— 4.) haben nun bie neun Unbefannten p, q, 0, 
P, V, xi, Yu; Zı und R zu beflimmen. Allein die Integratio⸗ 
nen werden fo verwickelt (felbft dann noch, wenn man nur nd 
herungsweiſe zu integriren verſucht), daß wir hier mit dem Vor⸗ 
liegenden ung begnügen müffen, und nur noch bemerken Eönnen, 
daß das Problem eine einfachere Loͤſung findet, wenn r’ gegen 
die übrigen Bewegungen fehr groß ift, wenn 0 und 9 gegen 
nur fehr langfam fid) andern (eine Vorausſetzung die fich im 
Verlaufe der Rechnungen erft beftätigen muß), und wenn end: 
lich die Are der Figur wenig von der vertifalen, die Ebene 
felbft aber nur wenig von der horizontalen Lage abweicht. 


67° 
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Aumerk. 1. Man findet unfer biefen zuletzt gemachten 
Beſchraͤnkungen, daB wenn der Körper (der Kreifel) an feinem 
oberen Ende von einer, auf feiner Are der Figur fenfrechten 
Ebene begrenzt ift, und dieſe Anfangs horisontal gehalten wird, 
folche, wenn nur die Umdrehung r’ fehnell genug ift, fortwaͤh⸗ 
rend ganz nahehin horizontal’ bleibt. — Man hat biefes Mit: 
fel dazu vorgefchlagen, um auf einem Schiffe, trog der Schwan; 
Fungen beffelben, einen künftlichen, ‚und, möglichft. genauen Hori⸗ 
gont fich zu verfchaffen. 

Anmerf. 2. Da wir bier auf die-Eingelnheiten diefer Pro⸗ 
bleme, wegen des Mangeld an Raum, nicht weiter eingehen 
Eönnen, fo empfehlen wir--noch zur weiteren Uebung das an 
bierher gehörigen Beifpielen reiche Werk; Sur le jeu de billard: 
Paris. 1832. ‘ 


Anwendungen der mechanit 


———— — 


Vierzehntes Ravitel, 


Einiges Über die Integrale der BarsialsDifferengials 
Gleichungen. 


$. 165. 


y 
N, haben (im I. Th. Analyfis) eine Weberficht des MWiflene: 
wuͤrdigſten ans ber höhern Analyſis und namentlich über dad 
Integriren gegebener Differenzial: Sleichungen beigebracht, jedoch 
nur fogenannte totale Differenzial:Gleihungen beruͤck 
fichtigt, nämlich folche, welche bloß Funktionen eines einzigen 
DVeränderlichen zu beflimmen haben, in welchen alſo auch nur 
Differenzial » Koefficienten nach diefem einzigen unabhängig ge 
dachten Veränderlichen -erfcheinen. Das nachfiehende Kapitel 
wird ung jedoch lehren, daß man auch zu Differenzial⸗Gleichun⸗ 
gen fommen fönne, in welchen Sunftionen zweier ober mehre 
rer Veränberlichen, alfo auch die Differenzial: Koefficienten bie 
fer Zunttionen nach jebem ber unabhängig gedachten Veraͤn⸗ 
berlichen vorfommen. Diefe legtern Differenzial - Gleichungen 
nennt man nun ParzialsDifferenzial- Gleichungen. 

So wie jede einmalige Sintegration einer totalen Differen⸗ 
gial- Gleichung py,y,8y 8%... =D allemal eine willkuͤhrliche 
Konftante C einführt, — fo führe die integration einer Par 
sial» Differengial « Gleichung allemal. eine wilführliche Funktion 


— 





| 
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inderlichen ein, welche dann, geiade wie bisher bie will: 
Konſtante C, in den verfchiebenen Fällen der Anwen: 
ft ihre nähere Beftimmung erfahren muß. 


6. 166. | u 
namentlid F,, 030,30, = 0 eine beliebig gegebene 
ng zwiſchen den beiden unabhängig gedachten Veraͤnder⸗ 
t und. x, zwiſchen der gefuchten Sunftion u, ,; oder u,‘ 
en beiden Differenzial: Koefficienten du, und Au_, — fo 
8 eine Parzial:Differengial-Gleichung der er- 
rdnung zwiſchen drei Veraͤnderlichen. Ihr In⸗ 
giebt u in t und x und noch einer willkuͤhrlichen 
mp, während — eine ganz beftimmte Sunftion von 
x iſt, die natürlich auch noch u ſelbſt in fich aufnehmen 


ı der Gleichung \ \ Fu “ 
ut, =0 Be 


u=mtg,Mu= it 
ca Integral, fobald nur Zr eine ganz willtührliche Sunfrion 


ileichen ift das allgemeine Integral der Gleichung _ 
At*.(20 - t-du,—+-x-du IX (2Zu-+t- du, — x-0u,)? = 0, 
nämlich: 
| u=mro ty’9,: to = tx if, 
nur , jede willführliche Funktion von «— vorfellt. 


Differenzirt man naͤmlich die Gleichung (2.) abwech⸗ 
nad) t und nach x, fo erhält man eine, Öleichung zwi⸗ 
u, t, x, u und Ip, und noch eine Gleichung zwi⸗ 
du,, t, x, u und do,. Indem man nun aus ben 
A drei Gleichungen, fowohl p,, als auch Ip, , welche gang. 
uͤhrlich, poenn auch von einander abhängig find, eliminirt, 
Hält man eine bloße Differengial: Gleichung zwiſchen t, x, 
du, und du,, welche die willkuͤhrliche Bunftion ꝙ nicht mehr--- —._ 
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enthält, und welche die gegebene Parzial⸗ Gleichung (1.) ſeyn 
wird. 
$.: 167. | 

Denkt man fi) aber in einem folchen integral die Sunf: 
tion u (von t und x) in eine nad) Potenzen von t, oder nad) 
Dotenzgen einer Funktion 6., in eine Reihe verwandelt, fo ha: 
ben natürlich die Koefficienten dieſer Neihe nicht felbft noch t, 
fondern koͤnnen nur Zunftionen von x allein enthalten. Aug der 
willführlichen Sunftion p,, wo w eine gegebene Funktion von 
t und x if, geben alfo nun, ‚weil die Entwickelung mittelft des 
Maclaurinfchen Satzes erfolgen kann und muß, die einzelnen 
Koefficienten der Reihe mit hervor, welche IeBtere deshalb aus 
einer wilfführlichen Sunftion von x allein, aber auch ang deren 
Differenzial» Koefficienten nach x, gufammengefegt feyn werben. 

Waͤhlt man alfo diefe Form ber Darftelung für den allge: 
meinften Werth von u, fo wird man in den einzelnen Koeffi- 
cienten der Reihe nur eine mwillfübhrliche Sunftion von x allein 
wahrnehmen, jedoch. auch noch ihre Differenzial - Koefficienten 
(nad) x). 

Man kann aber auch biefen allgemeinſten Werth von u, 
nach Potenzen von x, oder nach Potenzen einer Funftion 6, 
von x, in eine Reihe entwickelt fich denken; dann enthalten die 
Koefficienten bloß eine roillführliche Zunftion von t, und Deren 
Differenzial: Koefficienten (nad) t). 


$. 168. \ 

Dann aber kann man denfelben allgemeinften Werth von u 
(mittelft de8 Maclaurinfchen Lehrfages für zwei Veraͤnder⸗ 
liche) auch in eine Doppel⸗Reihe entwickelt fich denfen, melche 
in einer Michtung nad) Potenzen von t, in einer andern 
Richtung nach Potengen von x, oder in der erftern Mich 
ung’ nach Potenzen von O,, in des. andern dagegen nad) Po: 
tengen von 9 fortläufl. — In biefem Falle können bie Kock 


ficienten biefer Reihe weder t noch x enthalten; ſie werden alſo 
eine 


Li 
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eine Reihe willführlicher Konftanten in fich ‚aufnehmen, bie jes 
doch in den Koefficienten der Reihe auf eine beftimmte Weife in’ 
Verbindung treten, fo daß man nicht alle Koefficienten der Dop⸗ 
pel⸗Reihe ganz beliebig unbeflimmt annehmen Tann. 


$. 169. | 
In dem allgemeinen integral mit ber willführlichen Zunf: ' 
tion @,, fo tie insallen feinen Umformungen ſtecken nun ale 
befonderen Sjntegrale, und leßtere gehen aug erfterem hervor, 
wenn man ber willführlichen Funktion p, eine beflinimte Funk⸗ 
tion (mit beliebig vielen Eonftanten Koefficienten) unterlegt. Un: 
ter allen diefen befondern Integralen unterfcheibet man. dann wie 
ber das ausreichende Integral, welches nur eine einzige til: 
führliche Konftante in fi) aufgenommen hat, und dag voll: 
ftändige, welches zwei oder mehr willkuͤhrliche Konſtanten ent; 
hält. — Dabei giebt es Mittel, wie man aus einem ausrei⸗ 
chenden und aus einem vollftändigen integral, dag all: 
genpeine (mit der ganz willführlichen. Zunfion 9) wiederum 
/finden kann, fobald nur ein allgemeines Integral in enblicher 
geichloffener Form (algebraiſch oder tranfcendent) exiſtirt. (Dal. 
„ Spftem der Mathematif! Th. V. $. 288.) 


$. 170. 


1. Betrachten wir nun eine Parzial: Differenzial: Gleichung 
der erfien Ordnung zwifchen vier Veraͤnderlichen, nämlic) die 
Gleichung , 

- FL x,y,0,80,,80,,2u, = 0. — 
Sie hat ein allgemeines Integral mit einer willkuͤhrlichen 
Zunftion ꝙ,. zweier Veraͤnderlichen w und w!, während letz⸗ 
tere beftimmte Sunftionen von t, x und y find, die jedoch auch 
u in fich aufnehmen koͤnnen. 

In Reihen umgeformt wird baffelbe u ſtatt dieſer willkuͤhrli⸗ 
chen Funktion 9, ,. bloß willkuͤhrliche Funktionen von zweien, 
oder gar nur von einem ber unabhängigen Veränderlichen, ja 

m. | [31] 2. 


ba) 
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vielleicht bloß willkuͤhrliche konſtante Werthe in ſich aufnehmen, 
jeboch auf eine wöllig beflimmte Weiſe, fo baß neben ber Will⸗ 
kuͤhrlichkeit der Koefficienten bereits auch eine beflimmte Be: 
ſchraͤnkung vorhanden iſt. 

II. Ferner wird das allgemeine Integral der Gleichung der 
erſten Ordnung zwiſchen fuͤnf Veraͤnderlichen, naͤmlich der Glei⸗ 
chung 

F} 2,7,2,0,80,,0,,80, ‚Bu, *0, 
eine willkuͤhrliche Funktion p., . in ſich aufnehmen, während 
co, u, a! beſtimmte Funktionen find von t, x, y und z, welche 
felbft wieder u enthalten koͤnnen. 

U. ſ. w. fl 


$ 171. 
Gehen wir num zu den Parzial⸗Gleichungen der weiten Ord⸗ 
nung über. Im Allgemeinen werden ihre allgemeinen Integrale 
zwei willkuͤhrliche Funktionen in fih aufnehmen, jeboch wie⸗ 
derum nicht gang wilführlich, fondern in vorgefchriebener Form. 
IL. Es muß nämlich das allgemeine Integral der Glei⸗ 
hung der zweiten Ordnung 
Fllx, u, dat, 8u,,8°,,8V1u, ‚80, 7° 0 | 
zwiſchen den drei Veränberlichen t, x und u, wenn ed überhaupt 
in enblicher (und algebraifcher oder tranfcendenter) Form auszu. 
drücken ift, allemal bie Form haben 
entweder v = V 
der vol, ty, Rd 
während w und w! völlig beſtimmte Funktionen von t und x 
find, die felbft noch u in fich aufnehmen können, weil nur dann 
aus | 
w=0, 83W,=0, 53W,=10, 
EW,=0,8"W.=0, #W,=0, 
bie willkuͤhrlichen », dp, My, ’yp, und By, 
ober in dem andern Salle, 





tt, 
/ 
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v, du Bros 9 und Op, 
unb fomit alles, wäg bon bin willkuͤhrlichen Funktionen her⸗ 
rührt, eliminirt werben kann, fo daß eine Differenzial⸗Gleichung 
Der zweiten Ordnung fich ergiebt, ‘welche die gegebene F — 0 
ſeyn muß *). 
U. Das al Igemeine Integral der Gleichung 
Fury, u, Öu,, du, ‚du, ‚Ö’u, , ö’u, , 8°u,, 8°, un ꝛ. = 0 
Der zweiten Ordnung zwiſchen vier Beränderlichen t, x, y und 
u bat, wenn es überhaupt in enblicher ( algebraifcher oder fran- 
fcendenter) Form hergeſtellt werben kann, bie Form 
_ entweder v=Y, ut Pau”. 
san, ==, wo be vol, ‚ut Pa,o' iſt 
wo ferner @, @!, @!! vdllig beſtimmte Funktionen von t, x und 
y find, welche auch u felbft in fich aufnehmen koͤnnen, waͤhrend 
, p ganz willkuͤhrliche Funktionen der (unten angehängten) 
o,w! oder 0, wit find. 
I, Das allgemeine Integral einer Gleichung de weiten 
Ordnung zwiſchen den fünf Veraͤnderlichen t, x, y, z, u, iſt ſo: 
entw. WVh, * ortPo, ol, . J. 
Wanna 0: 00 Sohn vwaallay, u Po,0r, at ! 
wo faner wo, o', wll, a!!! beftimmte Zunktionen von t, x, y, 
z und u find, während dagegen w und 9 ganz willkuͤhrliche 
Sunftionen von @, w!, ol! oder a!!! vorftellen, wenn nur über: 
‚ haupt ein endliches algebraifches oder tranfcendentes aber allge 
meines: Integral eriftirt. u 
IV. Es ift leicht, die allgemeinen Formen der gefchloffenen 
Sintegrale der Parzial« Gleichungen zwifchen mehr Veränderlichen 
‚daraus abzunehmen. 


*) Mir fügen bier hinzu: 1) Eine Parzials Gleichung der zweiten 
Drdnung Tann immer ein Urs integral haben, aber nicht immer ein erſtes 
Integral (welches felber noch eine Differensial- Gleichung ber erfien Ord⸗ 
nung feyn würde). 2) Hat eine Parzials Gleichung kein erſtes Integral, 
fo hat fie auch nie ein Urs Integral von endlicher gefchloffener Sorm. (Bol. 
Sf. d. Death. 24 VI a E0 VE) 


L31* ] 
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V. Aus den allgemeinen Integralen gehen dann alle 
befondern hervor, wenn ben willführlichen Formen @, ganz 
beftimmte aber beliebige untergelegt werden. 


Ba 
x 


$. 172. 


In allen den Fällen, two algebraifche oder tranfcendente ge 
fchloffene, endliche Formen des allgemeinen Integrals nicht exi⸗ 
ftiren, kann das allgemeine Integral außer wilführlichen Funk: 
tionen auch noch deren Differenzial: Koefficienten enthalten ; über: 
haupt die verfchiebenften Formen annehmen. 

Es ift daher oft nichts ſchwieriger, als von einem gefunde 
nen Integral einer gegebenen” Parzial» Differenzial» Gleichung bie 
Meberzeugung zu haben, daß es das allgemeine ſey, d. h. 
dasjenige, welches alle einzelnen, von einander verfchiebenen 
Integrale, die es noch geben mag, in fich fchlieft. Und doch 
muß man, auf der andern Seite, ein allgemeines Integral ha 
ben, wenn man in den Anwendungen z. B. auf die Mechanif, 
die Aufgabe ftellen fol können: „unter allen Sintegralen das 
jenige zu finden, welches auch noch den Nebenbedingungen ber 
Aufgabe, die in der Differenzial» Gleichung nod) nicht ausge 
„ſprochen find, genügt; namentlic, in der Mechanif, denjenigen 
„toelche dem Anfangs» Zuftande der gefuchten Veweguns ent⸗ 
„ſprechen.“ 


$. 173. 
“ Diefer fo eben angeregten Schwierigkeit geht man aber oft 





dadurch aus dem Wege, daß man auf ein allgemeines Integral | 


ganz Verzicht leiftet, fondern nur ein integral aufjufinden ſich 
bemuͤht, welches allen und jeden Bedingungen der Aufgabe 


| 


entfpricht. Hat‘man ein folches gefunden, fo hat man eine vol: 


ftändige Löfung der gegebenen Aufgabe. 


Man kann aber Hierbei mit echt den Einwand machen, | 


daß man auf biefem Wege nicht leicht alle Auflöfungen ber 
Aufgabe finden wird, wenn legtere mehrere Auflöfungen 
baben follte; ja daß man der Auflöfung gar nicht anfehen 
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wird, daß die Aufgabe mehrere Auflöfungen zulaffe; endlich daß 
man auf biefem Wege nicht einmal die Anzahl der möglichen 
Yuflöfungen erfahren werde. 


Auf der andern Geite dagegen ſollte man eigentlich (ſelbſt 


ſchon in der gemeinen Algebra) nie aus der Aufloͤſung der 
Aufgabe die Anzahl der moͤglichen Aufloͤſungen, ſondern letztere 
allemal aus vorher angeſtellten Betrachtungen entnehmen. Alſo 
kann man daſſelbe auch hier mit Recht verlangen, und wenn 
dieſe vorher angeſtellten Betrachtungen die Anzahl aller denk: 
baren Auflöfungen ber Aufgabe feftgeftelt Haben, — dann darf 
man nur nach eben fo vielen befonberen Integralen ſuchen, 
welche allen und jeden Bedingungen der Aufgabe entſprechen, um 
alle Aufloͤſungen der Aufgabe entſchieden hergeſtellt zu haben. 

Da endlich jeder ſich beivegende Körper in jedem befonderen 
Kalle nur eine einzige wirkliche Bewegung haben fann, fo laffen 
bie meiften Aufgaben ber Mechanik in der Regel nur eine ein- 
zige Auflöfung zu, fo daß gerabe hier jedes befondere Integral, 
auf weichem Wege man es. erhalten haben mag, fobald es allen 
Hedingungen der Aufgabe entfpricht, auch allemal das gefuchte 
ſeyn wird. 


6. 174. 


Die Auffindung der allgemeinen und ſelbſt der beſonderen 
Integrale gegebener Parzial⸗-Gleichungen iſt meiſt mit den groͤß⸗ 
ten Schwierigkeiten verbunden, ſo daß von allgemeinen Inte⸗ 
grations- Methoden hier faſt gar nicht die Rede ſeyn kann. — 
WIN man jedoch Integrale in Form von unendlichen Reihen has 
ben, die nach Potenzen eines Neränberlichen 0 fortlaufen, wo 
0 eine Funktion iſt eined oder mehrerer der: in der gegebenen 
Parzial: Gleichung vorfommenden unabhängigen Veraͤnderlichen, 
fo wird man die „Methode der unbeflimmten Koeffizienten und 
Erponenten!! mit dem beften Erfolge anwenden. 

Man fegt zu dem Ende 

1) a = P-9°--Q-6P-R-97 er, 
fubftitwire folchen Werth ftatt u, und feine Differenzial- Koeffis 
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cienten ftatt Bu,, du,; zc. im Die. gegebene Parzial: Differemzial: 
Gleichung | Ä 
2) F, x,y---,u, 80,80, 20. =10, 

ordnet die Gleichung nad) Potenzen von 6 (zu welchem Behufe 
zumeilen erft die unbeſtimmt gelaffenen Erponenten «, ß; y,x 
zweckmaͤßig angenommen werden müffen, doch fo, Daß aa X. 
bleibe) und fest dann die Koefficienten diefer Potenzen von 0 
der Null gleich. 

Poiſſ om glaubt (Traité de Mecanique. edit. IL. Vol. IL. 
pag. 348. ), daß wenn man bei dieſer Methode ſowohl fuͤr die 
Exponenten @, 9, y, ıc. als auch für bie Koefficienten P, Q, 
R, ⁊c. die allgemeinften Beſtimmungen ſich verfchaffe, Dann bie 
fo gefundene Reihe allemal das allgemeine Integral ber gege 
benen Parzial-Sleichung fey, welches alle befonderen in ſich fchließe. 
So häufig dies in ben Anmendungen der Fall feyn wird, fo 
‚wenig können wir aber dieſe Behauptung in diefer Allgemeinbeit 
für wahr halten, und fie wird fi ch allemal als unwahr auswei 
ſen, ſo oft die angenomm ene Form der Reihe (namentlich 
bes 0) für das allgemeine Integral nicht paßt, wohl aber einem 
befonderen Sintegrale angemeffen feyn folte. In dieſem Falke | 
wird man auf demfelben Wege allemal nur dieſes befonbere Sin: 
tegral erhalten, dann aber um fo leichter zu dem unhaltbaren 
Glauben veranlaßt werden, daß man im Beſitze des allgemeinen 
integral ſey, wenn dieſem befonderen Integral felbft noch eine 
größere Allgemeinheit zufommen follte. 

Dagegen bleibt diefelbe Behauptung in voller Kraft, fo oft 
man Reihen ſucht, die nach ganzen Potenzen von (d—a) fort 
laufen, wo & unbeftimmt Fonftant ift, weil fi) dieſe Form ber 
Entriffelung Feiner denkbaren Funktion verfagt. 


$. 175._ i 
Unter denjenigen Parzial: Gleichungen, welche noch am erften 
einer allgemeinen Integration fähig find, fiehen die lineären 
wiederum voran, d. 5. Diejenigen, in welchen bie einzelnen Glie⸗ 
der, ſowohl die gefuchte Zunftion uw, als auch die Differenzial: 
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Koefficienten von u, bloß’in der erfien Dimenfion und mit 
Koefficienten multiplicirt enthalten, welche entweder Fonftant, ober 
doch nur Funktionen der unabhängigen Veraͤnderlichen find. 
Wir wollen nun dieſes Alles an einem Beifpiel noch in's 
befondere nachweifen. 
6. 176. 


Es ſey zu integriren die Parzial⸗Gleichung der zweiten Ord⸗ 
nung zwiſchen drei Veraͤnderlichen, naͤmlich | 
1) du, = a-d’u,, 

wo a eine gegebene Konftante ift. 


L Man erhält bier ſogleich, je nachdem ı man ſtatt u u eitte 
nad) ganzen Potenzen von t, oder eine nach ganzen Potenzen von 
x fortlaufende Reihe mit unbeflimmten Koefficienten fegt, und 
jedesmal die Koefficienten belt 


2) ı = — y,trat-d? 9.4 2. Tg J— 9, FI 
und auch ._ 
3) um + Era ir - _.d° Yan 


+4,47 31; tr Er By 


In dem erſtern dieſer Integrale kommt nur eine einzige will⸗ 
kuͤhrliche Funktion ‘p, vor, welche ben Werth bon u vorſtellt, 
wenn t = O iſt. In dem andern Integral dagegen kommen 
zwei willführliche Zunftionen y, und x, vor, welche die Werthe 
von u und du, vorftellen, für x = 0. | 

Diefelben Refultate befommt man auch, unmittelbar durch 
den Maclaurinfchen Lehrfaß nur in noch allgemeinerer Form, 
nämlich nach Potenzen von t—e«, oder nach Potenzen von x —4 
geordnet. Diefe letzteren Formen erhält man jedoch auch, wenn 
man 9 = t—a oder 9 = s— P nimmt, dann u=A, 
‚ tAr0-+A,0’+A,0°+ + feßt, und die unbeſtimmten Koef⸗ 
ficienten dergeftalt beftimmt, daß der gegebenen Differenzial· Glei⸗ 
chung genuͤgt wird. 


\ 


( 
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Die beiden Integrale (2. u. 3.) kann mdn auch aus einan- 
ber ableiten, indem man 5. B. dag erftere, nach Potenzen von 
t fortlaufende Integral .in eine Doppel-Reihe verwandelt (d. h. 
die Koefficienten felbft twieder in Reihen nad) x), dann aber biefe 
Doppel⸗Reihe (dadurch daß man fie nach x ordnet, und die 
einzelnen Koefficienten, als Reihen die nach) t fortlaufen, fum- 
mirt) wiederum in eine einfache, nach x fortlaufende Reihe um: 
formt. | | | 

II. Wir wollen nun von derfelben gegebenen Parzial⸗Glei⸗ 
Hungr(1.) nene Formen des integral auffuchen, indem wir 
6 — e* nehmen und u — P-9*- + Q-OP--R-97 + er feßen, 
dabei aber P, Q, R, +» und a, f, 7, 2. zu beftimmen fis 
cheh. Man bat dann, indem wir P, Q, R, ıc. als bloße Zunf: 
tiohen von t vorausfeßen, 

am Per + QrefX + Rein 
du, = dPret + Qt + Brei. 
Hu, = aPreX + · + PR er. 


Diefe Werthe in. die gegebene Parzial- Gleichung (1.) fubs 
flituirt, geben, wenn man die Koefficienten von ec, eßx X, ıc. 
eingeln der Null gleich ſetzt, 

OP, = ac?P, 80, = af?Q, dR, = ay"*R, ⁊c.; 
folglich wenn man diefe Gleichungen, in fofern fie zu den Ik 
neären fotalen Differenzials Gleichungen (d. I. Th. Analyf. $. 50.) 
gehören, integrirt u = | 

P= Ar.ert, Q= Bett, R— Ger”, &C., 
wo A, B, C, :c. willkuͤhrliche Konftanten find, während =, ß, 
y, rc. ebenfalls ganz unbeflimmt bleiben, jedoch) fonftant, wie 
fie vorausgefeßt worden find. Man hat zuletzt 
4) u A-eacꝰt. ex. Bee + Ce’, 
wo A, B, C, x, c, f, y, ꝛc. gang wilführliche Konſtanten 
find. 

Entwikkelt man bier wieder die Koefficienten von eX, ef& 

e%, ꝛc. nach Potenzen von t, und faßt man bie Eumme 
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Ar 0% Beef+C-e ++ in den Ausdruck p_ zufammen, 
fo bat man wieder dag integral (2.) — Auf ähnliche Weife 
kann man fid) aus dem Integral (4.) auch wieder das Inte⸗ 
gral (3.) verſchaffen. 

Dieſe letzteren Umformungen zeigen aber, daß das Integral 
(4.) nur unter der Vorausſetzung eben fo allgemein ift, "als 
Die Integrale (2. und 3.), daß jede willführliche Funktion p, | 
auf die Form Are + Bet +-C.e ip... gebracht werben | 
Tann. 

I. Man kann auch dag integral der Gleichung (1.) durch 
ein beftimmtes integral ausdrücken und zwar fcheinbar in end / 
licher Form., 

Es ift nämlich, wenn 20 — 1 eine ungerabe Zahl vorſtelt 
und wenn man 


5) Se.do = k Ä 


a(—») 


fegt, allemal 


6) e”? .n>.do — 2n) «k *), 
e-(—0) 2m 
Auf der andern Seite iſt offenbar 


7) — ? a1. du — 0, 


e(—e) 


weil ber Repräfentant e”e".w2n-1.do der Elemente, deren Summe 
durch das beſtimmte integral vorgeſtellt iſt, für zwei gleiche, 
übrigens pofitive und negative Werthe von w, felber gleiche, 
aber mit dem entgegengefegten (4 oder —) Zeichen verfehene 


*) Man erhält dies, wenn man in 5). o== a vs nimmt, fo daß 


man zunächk by: 


2 k ’ 
3 ago” 22 — 3 
‚de vg 
=(-@) 
dann aber diefe Gleichung nmal hinter einander nach g differenzüirt und zu⸗ 


letzt Vg = 1 nimmt, während man natürlich auch wieder « flatt « fehreis 
ben, ja gleich Anfangs ug flatt », und du-Yg ſtatt du fegen kann. 


\ 





/ 0 
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Werthe bat, deren Summe alfo paarweife ber Null gleich ifl. 
(Vgl. 1. TH. Analyf. $. 40. Nr. 3.). 
Vermoͤge des Nefultates (6.) bat man 
1 92n 


8) — u do, 


n! — n)! K, —* 


und ſetzt man biefen Werth von n in das integral (2.) fo 


nimmt folches die Form an: 
.9)u= 


n Sc (9. 489. ( Be ae, „(Zw- — un). de. 
oe) 


. Nach (7.) Hat man dagegen: 


10)0=- if er (89, (2u-Vat)+d°p + 
He) 

Addirt man nun biefe beiden leßtern Gleichungen (9. u. 10.), 
fo erhält man auf der rechten Seite alle geraden und alle uns 
geraden Potenjen von 2w-Vat; und fegt man e”".dw als einen 
gemeinfchaftlichen Faktor heraus, fo läßt ſich die Neihe, welche 
ben andern Faktor bildet, fogleic (nach dem T aylorfchen Lehr: 


fage) in ParouVat vertoanbeln , fo dag man erhäle: 


11) um fe "Para Vado *), 
| 0 


Qu-Yat QuVat)" ) ‚du. 


*) Es if nicht fchwer, daffelbe Nefultat auch) aus dem Integral (4.) 
su ziehen. Sest man nämlich in (5.) w-ta-Yat = u‘, fo erhält man, 
wenn zuletzt wieder » flatt w’ geſetzt wird: Ä 

Jar“ do — k- wat 
o(-@) 


wodurch man eat und dann auf diefelbe Weife auch Ft, e”t, ze. in 
beftinnmte Integrale ausdrückt. Subſtituirt man dann diefe leßtern ſtatt der 
Potenzen in das Integral (4.) und fest man wieder wie oben 


ABA M un g,, 
fo ‚erhält man fogleich das Nefultat (11.) roch einmal, 
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mo k ben aus (5.) zu findenden Werth bat, welcher (nach 
I. Th. pag. 103. Nr. 12.) Vn ift*). 





*) Man kann, um k gu finden, fo verfahren: 


Es werde 
“ —yr? 
e U) dx — k 


=») 
gefent, fo iſt auch 


folglich wenn man diefe beiden Gleichungen mit einander multipfieirt: 


f* uf” y’ edy — ke, 
He) ice) 


[ ( Sra)s = Pb. 


J y) 
Setzt man nun 


oder 


+” =r und e @ mM =. 
fo wi® = 
R = 1.dx .dy. 
(a) ln) 
Denkt man ſich nun x, y, z ald rechtwinkliche KoordinatensWerthe der durch 


die Gleichung z = = +7?) gegebenen Släche (welche um OZ herum 
nad) allen Seiten hin ſich in's Unendlichf ausbreitet, dabei aber der Ebene 
XOY rings herum in unendlicher Entfernung von OZ unendlich) nahe kommt), 
fo fiellt K? offenbar den inhalt Ted von diefer Hberfläche und der Ebene 
XOY gebildeten Körpers vor. Und da fich derfelbe Inhalt auch noch das 
durch findet, daß man um OZ herum als gemeinfchaftliche Are, unendlich 
viele Cylinder⸗Flächen fich denkt, deren Grundflächen den Radius r haben, 
der nach und nach von O an bis in's Unendliche um das unendlich Fleine 
dr wächft, — und zuletzt die Inhalte aller diefer unendlich dünnen Hohl⸗ 
Cylinder addirt, — ſo findet ſich daſſelbe k? noch ſo: 


2n fe" erde. 
20 
Nun ergiebt ſich aber, wenn r? = u geſetzt wird 


_? _ _ 
f rd Jiet.dum —ie", 


folglich SE edr =}, ap ® = nz und k = Ya. 


2—0 


_ 
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Set man bier t = 0, und iſt u die Zunftion von x, 
welche aus u für t = O hervorgeht, fo giebt diefe Gleichung 
noch) 


— | u? — 1 —«ꝰ 
u= wife .p,.dw = Per e +dw, 
2-0) e(-e) 
d. h. ' 
12) u — P, 


Weil aber jedes beftimmte Integral nichts anders ift, als 
eine Summe von unendlich vielen Elementen, fo müffen die Fak⸗ 
toren von dw in biefen Elementen mweber für &, — + 'nod 
für o, = —» und auch nicht für Zmwifchen- Werthe von w, 
den Werth o ober bie Form I annehmen , wenn nicht der 
Werth eines folchen beffimmten Integrals illuſoriſch ſeyn fol. 

Eben fo konnte man auch aus dem integral (3.) eine neue 
Form deffelben herleiten, fo nämlich, daB u durch ein beſtimm⸗ 
tes integral und anfcheinlich in endlicher Form ausgedrückt 
wäre. Diefe legtere Form würde. aber nicht fo einfach werden, 
als die in (8.) gefundene. 


& 177. 


Die meiften Iineären Parzial» Gleichungen, zu telchen bie 
Phyſik und namentlid die Mechanit führt, find Gleichungen 
zwiſchen der Zeit t, den Koordinaten; Werthen x, y, z (ober 
‚bloß x und y, manchmal bloß x) und noch der gefuchten Sunf: 
tion u, nebft deren Ableitungen nach t, x, y und z (ober bloß 
„ had t, x und y, oder auch bloß nad) t und x). — Gie laf 
fen ſich gewöhnlich am bequemften, obgleich in Form von un: 
endlichen Neihen, dadurch integriren, daß man 

1) u=P,errtr P,- ect Pete, 
oder 


l . u — s[P,.e** | 
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fegt (wo unter b nach und nach 0, 1, 2, 3, ꝛc. und jede po- 
fitive ganze Zahl verfianden wird, und wo S die Summe aller 
der dadurch entfiehenden lieber anbeutet), während man «, 
5, &s, 2. als fonftänt, Po, Pı, Pa, !c. ale Funftionen von 
x, y, 2 anfiebt; — dieſen Werth nebft feinen Ableitungen in 
die gegebene Parzial- Gleichung fubftituirt, und Iegtere dann in 
lauter einzelne Gleichungen von der Form 
(CO ‚ Ma’ -+N,a, +0, = 0 

„serfält, wo jede bloß den einzigen Koefficienten P, enthält, fo 
daß jede folche Gleichung (melche aus der (C) für b = 0, 
b=1,b= 2 5b=3, ic. hervorgeht) einen der Koeffi- 
cienten P,, Pı, Pa, !c. (nämlich den, ben fie gerade entbält) 
beftimmt. 

Da bei dieſem Verfahren Eos &y, &r, 2 als völlig will⸗ 
führlihe Konftanten eingehen, fo müflen fie aus den Nebenbe⸗ 
Bingungen der Aufgabe (alfo in Problemen der Mechanik aus 
dem Anfangs: Zuftande, fo wie überhaupt aus den für beftimmte 
Werthe der Veränderlichen vorhandenen Bedingungen) ihre Be 
flimmung erhalten. Sie zeigen fich zumeilen imaginär, und in 
biefem Salle müffen die Erponential » Ausdrücke im Integral, 
wenn bequeme Ziffern: Rechnungen möglich werben follen, in Si⸗ 
nus⸗ und Kofinus- Ausdrücke verwandelt werben. In demfel- 
ben Falle wird man daher überhaupt beffer thun, gleich vom 
Anfange an, ſtatt bie Form (1.) für u zu wählen, lieber 

2) 1— Pporeos Aut 4 Pꝛeos Iit p cos Iat 4 . 
qbe æin kt qi Sin it + q; · cin It Fe 


u S [pcoea,t |+S[ g,reinz,t| 
zu feßen, in diefer Neihe die Werthe von Au, Ay, An, 2. als 
fonftant, dagegen Po, Yo» Pı> qu, Pas 92, ?c. àls Funktionen 
von x, y, z fich zu denken, und bag vorbefchriebene Verfahren, 
zur Beflimmung ber Koefficienten, zu. wiederholen. Der Ans 
fange: Zuftand ‘der Aufgabe und überhaupt die zu erfüllenden 


oder 


Nebenbedingungen werben ‘dann die Werthe der Koefficientn 
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Aos Ars An, ꝛe. fowohl, ald auch der durch die Integration noch 
eingehenden Konftanten beflimmen; und dieſe werben dann als 
reell fich ausweiſen. 


Schluß⸗Anmerkung. 

Man mag ſchließlich noch nachſtehende Wahrheit beherzigen, 
welche den Zuſammenhang der verſchiedenen Parzial⸗Gleichungen 
unter ſich und mit den totalen Differenßial⸗ Gleichungen naͤher 
bezeichnt. 

Eine Parzial⸗ Gleichung mit zwei unabhaͤngigen Veraͤnderli⸗ 
hen t und x und der geſuchten Funktion u,, oder u und de 
ven Ableitungen, ift nämlich einer unendlich großen Anzahl von 
totalen Differenzial » Gleichungen bloß zwiſchen x und u und 
‚du,, Pu, 2c gleich zu achten, welche alle aus ihr hervor: 
gehen, wenn man fich in ihr nach und nach unendlich viele 
und. alle Werthe gefeßt denkt, welche t nur immer haben Fann. 
Jede dicker unendlicy vielen totalen Gleichungen, wenn fie inte 
grirt wird, liefert dann für dieſes beftimmte t den zugehörigen 
Werth u in x ausgedrückt, während flatt Du., u, 2c., weil 
fie ebenfalls Funktionen von u und t find, für jeden beſtimm⸗ 
fen Werth von t bloß Zunftionen von x zu fiehen fommen. 

Auf dieſelbe Weife ift eine Parziale Gleichung mit ‚drei un 
abhängigen Weränderlichen 1,. x und y, als ein Aggregat von 
. einer unendlichen Anzahl von Parsial: Gleichungen mit den bei: 
den unabhängigen Veraͤnderlichen x und y anzufehen, twelche 
Ießtere and erfterer dadurch hervorgehen, daß man flat t nad 
. und nach alle feine Werthe gefeßt denkt. 
nf. w. f. | 


_ 


Anwendungen Der Mechanik. 


hr End 


Fünfzehntes Kapitel. 


Bon den Schwingungen einer gefpannten Saite, als Beifpiel 
der Bewegung klattiſcher Korper. 


6. ‘178, 


En zwiſchen ben feſten Punkten A und B (Fig. 31.) mittelſt 

der (in Pfunden ausgedruͤckten) Kraft IT ausgeſpannte, ſehr 
wenig ausdehndare, homogene und überall gleich dicke Saite, 
deren Länge im Zuftande des Gleichgewichtd — a ift, und be 
ren Gewicht p gegen das Gewicht IZ fo Klein feyn mag, daß 
fie im Zuftande des ‚Gleichgewichts ganz nahehin eine gerade 
£inie AMB bildet, — werde zu Anfang durch irgend eine von 
außen eingreifende Urfache ein wenig aus der Lage des Gleich: 
gewichts gebracht, und dann ben Anfangs: Gefchwindigfeiten, fo 
wie den etwa noch wirkenden befchleunigenbden Kräften überlaf- 
fen. Man fol die Schwingungen beftimmen, welche fie aus⸗ 
führen wird. 

I. Man denke fih die Saite im Zuftande des Gleichge- 
wichts in unendlich viele gleiche Stückchen zertheilt, und bag 
dicht an M liegende Stül MN habe, mie die übrigen alle, bie 
Länge dx, während AM = x feyn mag. Das Gewicht diefes 
Stuͤckchens MN berechnet fi) dann = P, und feine Maffe 
_ pP, % 


g 4 
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“Sind nun M! und N! zu Ende der Zeit t die den Punkten 
M und N dergeftalt entfprechenden Punkte, dag MIN! mit MN, 
alfo auch) AM! mit AM einerlei Maffe bat; wird AM! = s, 
M'N! —= ds gefeßt, und ftelle & den Duerfchnitt bei M’ mit ber 
jegigen Dichtigfeit (bei M!) multiplicirt vor, fo ift «-ds diefelbe 


Maſſe ez, und man has daher die Gleichung 


1) eds = p,dx 
Fir‘ 

Legt man nun durch A drei auf einander fenfrechte Koordi⸗ 
naten:Aren AU, AY, AZ, von benen die erftere mit der Ridy 
tung AMB jufammenfallen mag; und nennt man x-F-u,-y, 2 
die drei Koordinaten» Werthe Bed Punktes M', fo find u, y, z 
fortwährend fehr Eleine Funktionen von x und t, in fo fern 
ihre Anfangs: Werthe w, y!, z’ (für t= 0) für jedes 
x, fhon ſehr Elein angenommen worben find; und 
dieſe Funktionen u, y, 2 zu beſtimmen, dag iſt der. Gegenſtand 
unſerer Aufgabe: oo 
Auch der Bogen AM! = s iſt eine Funftion von x und t, 
aber MN’! = ds ftellt den Zuwachs vor, ben biefer Bogen s 
dadurch erleidet, daB x allein um dx twächft, während t ſelbſt 
fich nicht verändert. DBegeichnet man die, diefem Zumachg dx 
entfprechenden Zuwachſe von u, y, 2, dur) du, dy, dz, fo 
bat man 

du = du, .dx, dy=dy,.ds, dd=dz,.dx, ds = ds dx. 
In fo fern aber x-Hu, y, z die Abfeiffen» Werthe von M- find, 
hat man Ä 
ds?’ = [d(x-+u)]?-Fdy?-+dz, 
oder 


>»  1= ——— =) 


Beil jeboch 7 und die Koſinuſſe der. Winkel find, 


welche die Tangente an M! oder daß verlängerte Element MN! 
mit den Koordinaten:Aren AY und AZ machen, legtere Winkel 
aber 
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aber wegen der geringen Ausdehnbarkeit der Saite an allen Stel. 
Ien der Kurve nahehin vechte Winkel werden, fo kann matt bie 
Quadrate .diefer Kofinuffe. außer: vo laſen, und die Sleichung 
(2.) liefert dahe J 

.3) uds dx-du, ober. Os, = 1-F+du, 

IE Werden nun die parallel mit den ren su Ende der 
Zeit t an: das Element MIN! neu binzutretenden bewegenden 
Kräfte bejaglich durch 
Xaeds, Yede, Zei: 

Sexeichnet, ſo daß. X, Y, Z die befchleunigenden Kräfte find 
= (welche an den einzelnen Atomen ober den Maffen-Einheiten bin- 
zufreten), fo find (nach $. 18.) - 

(K— d’u,)eds, (Y—d’y)eds, (4—8°z,)s-ds 
Die verlorenen Kräfte, welche fich an der Saite im Sleichgewwicht 
halten muͤſſen, ‚, dem d' Alembertſchen Ptincipe zufolge. 

Setzt man daher in den Gleichungen des Gleichgewichts ei⸗ 
ner Seil⸗Kurve, tie ſolche (im II. Th. pag. 365.) gefunden 
worden ‚And, ſtatt der dortigen Kräfte X, Y, Z besüglich 

X— — du, Y—dy, 2—0°z, 
fo erhält man die hier verlangten Gleichungen der Bewegung. 
III. Weil aber im unferer Aufgabe gar Feine befchleunigen- 

den Kräfte twirfen follen, und felbft die Schwere ber einzelnen 
Atome Hier nicht in Betracht fommt, fo iſt hie V20, 
alſo blog — Hu, —dy, —dz, ſtatt jener X, Y, Z in den 
Sormeln (J. — III. des I. Th. pag. 365.) zu fegen. Man erhält 
daher hier, wenn man nicht überfieht, daß die Abfeiffe, welche - 
dort durch x vorgeſtellt iſt, hier durch x-H-u ausgedrückt wor: 
den, und wenn man flatt e feinen Di (aus 1.) ſubſtituirt 





8 (> + u) Pan, 
at Ya 
⁊ —* — p 9? on \ i _ — 
4) e(T- = 
. _ dz — P 2 
— J 9 — = 





⸗ 
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wo T die Spannung des Elementes.de vorſtellt, wie ſolche 
in dieſem Augenblicke der Bewegung gerade ſtatt hat. 

Dieſe Gleichungen kann man nun, wegen bes Umſtandes, 
daß u, y, 2 anfangs ſehr klein gedacht ſind und fortwaͤhrend 
ſehr klein bleiben, auf die lineaͤre Form bringen, und dadurch 
wird es dann moͤglich, ſie zu integriren. 

IV. Der Unterſchied T— ZT der Spannungen muß ſich 
sum Unterfchiebe der Längen ds— dx verhalten, wie ein konſtan⸗ 
ter Werth q gu der Eonftanten Länge dx (nach IE TH. $$. 145. 
146. und pag. 403. Note), wo q ein gegebene Gewicht ifl, 
welches von der Materie und Dicke der Saite abhängt. Ale 
hat man, weil (nach 3.) dx-+du ſtatt ds gefeßt werben kann, 


5) Tel+gh 


Subftituirt man biefen Werth flatt T, und dx-+-du ftaft 
ds in bie Gleichungen (4.), und fest man noch der Kürze 
wegen 

6) 3 = b und 
fo ‚gehen die Gleichungen der Bervegung (in 4.) über in 

7) ”u,=b’d’u,, O°y, = c. O’y, und 8°, = c’.d%z,. 

V. Diefe Gleichungen (7.) find -fogenannte Parzial-Diffe 
renzial » Gleichungen und müffen num integrirt werden. Ihre 
unmittelbare Betrachtung fuͤhrt aber ſogleich zu folgenden Wahr: 


beiten: 
1) Die zweite und dritte find genau Biefelben, ı fo daß im 


gi 


= cd, 


Allgemeinen y und z durch dieſelben Integrale ausgedruͤckt ſeyn, 


und nur durch verſchiedene Beſtimmungen der (eingehenden Kon⸗ 
ſtanten ober vielmehr) willkuͤhrlichen Funktionen ſich von einan⸗ 
der unterſcheiden werden. Die erſtere der Gleichungen (7.) un⸗ 
terſcheidet ſich von ben beiben andern nur dadurch, daß b? ſtatt 
"ct zu fiehen kommt. 

2) Da in allen drei Gleishungen (7.) die Weränderlichen 
u, y, 2 don einander völlig getrennt erfcheinen, fo find dieſe 
Bunftionen genau eben fo, wie wenn jebe ifolire ſtatt haͤtte, und 
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die beiden. andern: Null wären. Dies giche Beranlafung, bie 
Schwingungen von einander abzufonbern und Längen-Gchwin. 
gungen von Transverfel-Schwingungen: zu unterfcheis 

den. Unter erfieren verſteht man nämlich bie durch u befiimm, 
ten Bewegungen parallel mit AU; unten ‚den hetzteren verſeeht !. 


man dagegen bie durch y und = beftimmten Beivegungen. par | 
rallel mit AY mb Au. 
| n 
$. 179. 
Integration der Steigung y, = Rz fo daß Bas Integral allen ' 
‚ Rebenbebingungen genügt 3 
J. Um bie Gleichung J 
1) Dꝛy.* Ry 


zu pen: wende man. nun die Methode des & 177. ) und 
zwar die zweite Form des geſuchten Integrais an, weil ſich in 
dieſem Problem: periodiſche Wiederkehr werausjehen: läßt, dieſe 
aber durch Erponential: : Ausdrücke mit. reellen "Sppenenten nicht 
darſtellbar find. DE BEE Eee | 
Man fee do 

2) = S[P,cösi,t] +STQ,-eiil, 
indem man fi) P,, Ro; P,, Q,, P;, Q;, 2. ‚ale Sf Sunf- 
tionen von x denkt. Diefe Annahme giebt 
m ST „e0e 1,1] S[8°Q,) ee] 
und Ä 
Hy = _S[P, „h Boni] — —SfQ, Aarsindst], 
Subfiituirt man nun biefe Werthe in bie Gleichung (1.), fo 
erhält man, wenn die Gleichung auf Null gebracht wird, und 
wenn man ihr für jedes beliebige Ro: kı, K. genügt, Bie Ski. 
chungen 


F N 


Bei), =0: ‘2% 
und 0 
Q; Wr, =®b, ‘ 

welche beide Gleichungen bie Nepräfentanten find von nnenduch 
vielen Sieigungen ‚ bie alle aus ihnen hervorgehen, wenn flatt » 
[32 * ] 


ı 4 





ln 
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b nach und nad) 0, 1, 2, *. x. und jede ganze poſuive Zahl 


geſetzt wird. 
Die lineaͤre Siigung 


A PA, ec AR = = o 
wird nun Cu) ” 50. Analyfı b. I. Th.) integrirt, und giebt 


Ap A, 
P, = A, .c08 —X „ein —x. 
Ehen fo findet fich aber auch 
aM, ı 
nn. de = Barcor Cat Bi, sin x; 
wo jebe. diefer beiden letztern Gleichungen wiederum ünendlic 
viele Gleichungen repräfentirt, die alle aus ihr hervorgehen, wenn 
0,1, 2, 3, 2. nach und nach ſtatt 5 gefegt werben. 
U: Das ntegtat Z) nimmt alſo jetzt die Ferm an: 


A 2, 
2) =] Ayreoe ZaHAl ein) vet] 


u 1, 
6⸗ cos + EB ‚„egin — -sini,t ) 


und bie gefuchte Funktion iſt nun die, Summe aus unenblich 
oder endlich vielen ſolcher Glieder, je nãchdem die Konſtanten 
A,, Al, B, und’ Bi, dieſen oder jenen Bedingungen und ins 
Beſondere dieſen ober. jenen Anfangs: Zuſtanden zu genuͤgen haben 
II. Segen wir nun voraus, daß zu Anfange, wo t O iſt, 
4) - y=\. und %Yy%,=U, 2. 
feyn fol, wo x, die ‚Anfangs: Ordinate, U, aber die Anfangs⸗ 
Seiten · Geſchwindigkeit (parallel mit AV) vorftellt, wie. fie für 
jedes durch x gegebene Element befannt fepn mäffen, fo muß man 
vor allen Dingen flatt Y, und U, Funktionen-Ausdruͤcke aufs 


fwchen, welche für..x = 0 und für x = a, aber aud) für 


- x<O und x>a der Null gleich werden, und nur für Werthe 


von x, welche zwiſchen 0 und a liegen/ mit .Y, und U, . gufan 


wenfalkn. 
Dieſes, für bie vrgeae und ai ähnlichen Aufgaben, fo 
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Höchft wichtige Problem hat ‚Sourier zuerſt geloͤßt (wie wir 
im II. Th. Anhang. II. Kap. ausführlich gezeigt haben). Rach 
der anscaht en Stelle iſt aber 


5 . —— ED Sion —E ax) 

und eben ſo 

6) U, ff „seo, ax], . 
a] 


wo. ſtatt b nach und nach Null und jede ganze Zahl geſetzt wird, 
währen. dag vorgeſehte 8 die Summe aller die Glieder vor⸗ 
ſtellt. — 


IV. Da nun aus dem Integrale (3.), wenn man —2 
nach allem t bifferengürt, ba 4 


7) dy, = -s (A Arcos ist Al zn) ia |: ! | 


A, i, 
+5| (B „008 xt B' wein x) h, eh]: 
folgert, während dy, bie Ceſchwindigten ausdrückt, zu jeber 
Zeit t; und da die (3.) und die (7.) für = 0 bezüglich. in 


a 4 
y‚- S] A,ıcos rt Alsiax) 
und | u 
A, 5 A," an 
dy, = 5% -(B, «cos —x-+-B' sreinx) | ih 
übergehen, fo folgt, ent man dieſe Refultate mit (4. b⸗ u. 6) 
„ vergleicht, 


Ap 
0-0, = _ &tir ‚ll „un, 


ferner. 
A 2 / ——E—— —— 
a a 
a0 
und B, = 2 [Ur sin „OHDaX 3x x 
| ayı a 


Iı 
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Iſt nun die Saite in ihren End: Punkten A und B mit ei 
ner dem Gewichte ZZ gleich foxımenden' Kraft ausgefpannt, fo 
wird durch fie die Ecke f nach F mit ber Kraft: II-sinefg ge 
drüct:: Werben nun Ee, Ff, Gg, sc durch yı, Ya, Ya, & 
begeichnet, und macht man AE=EF =.FG = ic = r, 
abe z 

u sinefg = = ty, 


.. 


Die beſchleunigende. Kraft ‚, mit welcher die Ecke f gegen F be 
wegt wird üft daher, wenn M wie IZ in Pfunden ausgedruͤckt 
und durch g bie. Schwere bezeichnet wird, 
i eg = — . —— En 
Die Gleichung der Bewegung des Punktes f gegen F wird babe 
u Iy—2 
.. oo. °%Ky,), = em — * —— 
und allgemein für. die Aate Ecke 
II 
)y), = 


Yırı ut Yuzı 

r ? 
welche Gleichung m—1 verfchiedene Gleichungen vorftellt *), 
gänzlich außer Acht laſſen, und wie zweiteng nur der beſondere Sal der Trans⸗ 
verfol- Schwingungen betrachtet wird, in welchem man vorausſetzt, daß zu 
Anfange und während der Dauer der Schwingungen die Saite nicht aus 
„einer und derfelben Ebene Beraustritt. 

*) Man kann · hier foglefch bemerken, daß die m — J Gleichungen, ba 
nachher m unendlich groß, gedacht wird, eigentlich unendlich viele totale 
Differenzial⸗ Gleichungen fi fi nd, und wenn man Vergleichingen anftellen will, 
fo wird man finden, daß dies die Gleichungen find, welche aus der, Par⸗ 
gial: Gleichung 


rue > an 
die men auf dem anderen Wege erhält, hervorgehen, wenn mian in letzterer 
der Abſeiſſe x nach und nach alle ſtetig neben einander liegenden Werthe 
gegeben denkt. (Vgl Anmerk. zu 8. 177.) 

Es ift nämlich Yakı — 27 ur7 Pa dadurch entflanden, daß man ram 
der Differens Yarı In fubtrahirte bie andere Differenz Yu Yazı. Diefe 
zweite Differenz geht aber in y, über, fobald man fich die drei Werthe 
von y dicht neben einander denkt. 


/ 
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je nachdem u = L, 2, 3, ++ m—1 gedacht\wird, wäßrenb 
man nicht überfehen darf, daß für jedes t 
2) on yYy=yJ=0 

werden muß. | 

I. Um nun biefe m—1 totalen Differenzial, Gleichungen 
a.) zu integriren, ‘wendet Lagrange die d'Alembertſche Me: 
thode an. Man fuͤhre alſo m—1 neue Deränderliche u,, u, 
us, + 0, 


zial- Gleichungen der zweiten Ordnung zweimal m — 1 Gleichun⸗ 


gen der erſten Ordnung erhaͤlt, welche gleichzeitig (d.h. ohne, 


daß man vorher die ſonſt noͤthige Elimination der Unbelann⸗ 
ten eintreten läßt) integrirt werben koͤnnen. | 
. HL Zu dem Ende nimmt man die m—1 Gleichungen 


3) ‚mu 


(für u = 1,2, 3, .. m—|]) an), und rebucirt dadurch Se 


m—1 Gleichungen (1.) fogleich auf - 
2. Ku) Inn mar 
wenn der Kuͤrze wegen 
\ II. - 

5) Aue — 
geſetzt wird, während alle 8 ſich auf bie Zeit t beziehen. Dieſe 
zweimal m—1 Gleichungen (3. und 4.) der erfien Ordnung 
müffen num gleichzeitig integrirt werben, um bie mwema m—1 
Unbefannten Yı> Ya Ys, *" Ya und u, U, Us, U,_, 9% 
funden zu "haben, mährendb nach der Annahme (3.)-bie tere 
Veränderlichen bie Geſchwindigkeiten der Eden e, k, g, 
h, x. ausdrücken, in ber auf AB fenfrechten Richtung gedacht. 

Man mulfiplicrt zu dem Ende bie legtern m—1 Gleichun- 
‚ gen (4.) bejüglich 'mit den unbeftimmt gelaffenen Saftoren M,, 

M,, M,, +“ M, _,, bie erftern m— 1 Gleichungen (3.) dage: 
gen bezüglich mit Ähnlichen noch unbeflimmten Saftoren N,, 
N,, Ns, ++ N, „, addirt ale zweimal m—1 NRefultate, und 
ſucht dann die unbeftimmt gelaffenen Faktoren M und N derge: 
ſtalt zu beftimmen, daß in der neuen Gleichung ; 


v 


dergeſtalt ein, dag man ſtatt der m— 1 Differen⸗ 


as 


. 


l 
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6) S[M, -du, EN I SEN My] 


(wo S bie Summe alier der Glieder vorſtellt, welche fuͤr 
a = 1, 2, 3, «+ m—1 hervorgehen) ber Ausdruck zur Lin 
fen ber volftändige Differenzial» Koefficient de8 Ausdrucks zu 
Kechten wird, fo daß, in fo fern Oy, fat u, gefchrieben wird, 
das erfte und das zweite Integral dieſer Gleichung ſogleich 
bingefchrieben werden kann. Gelingt Ne dann die, Beftimmung 
biefer aftoren M,, M,, M,, ıc. und N,, N,, N,, auf m—I 
verfchiedene Arten, aber immer mit gleichem Erfolge ſtatt finden 
zu laſſen, ſo bekommt man m—1 ſolche Integrale, aus denen 
dann die m—1 Unbefannten Yıs Ya> ** Ya gefunden werben 
fönnen. 

Ordnet man aber recht (in 6.) nach den verſchiedenen 
ſo geht die Gleichung (6.) ſogleich über in 


7) SEM, O0, +N,-8y 1=SIN -u,t0'y MM HM, 2) 
wo die Summe zur Rechten diefelben Glieder giebt, wie fie Die 
Summe zur Rechten in (6.) ausdrückt. | 

Nun fieht man aber fogleich, daß wenn man, für jedes 
u= 1,2, 3, + m—1, 
8) N „= R-M, 


und. 


9) RN = e4M4—2M,+M,.) 
nimmt, wo_R noc) gang unbeftimmt gelafen ift, — dann bie 
Gleichung (7.) in 

10) SIM(do —RE& = Res LM, (u „tRy.)] 
übergeht. Wird dann R wie M, Fonftant gebacht, fo laͤßt fich 
die Gleichung (10.) ohne eiteres integriren und giebt, weil fie 
bie Form dz —= Rz hat, fogleich, wenn man im Integral noch 
Oy, ſtatt u, ſetzt, 

11) S[M,- (ay+Ry,)] = F«e “, 
wo F eine willkuͤhrliche Konfante iſt. 


’ 


J 
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Dieſe Gleichung (11.) laͤßt ſich aber ſogleich noch einmal | 
integriren, swerm man fie mit dem integrirenden Foktor e” mul. 
tiplicirt und dann links und rechts die Integrale nimmt. Man 
erhält dann 


12) SIMy = re He, 


"wo G eine zweite art Konſtante ifl. 


Sucht man nun den Gleichungen (8. und 9.) auf m—ı 
verfchiebene Arten gu genügen, fp .erbält man fuͤr biefe 
m—1 verfchiedenen aber zufammengehörigen Werthe von R, 
M,, M,, M. »» M.-ı (aus 12.) m—1 verfchiedene Ime— 
grale, in welchen man jedoch die Konſtanten F und G durch 


“eben fo viele verſchiedene Buchſtaben ober Abzeichen von einan⸗ 


der unterfcheiden muß, weil ſie in jedem Diele Integrale anders 
ſeyn koͤnnen. | 

Dieſe m—1 verſchiedenen Integrale loßt man dann in ſo 
fern ſie ſogenannte einfache algebraiſche Gleichungen ſind, nach 
ben m— 1 Unbekannten yı, Ya, **yYi algebraifch auf, um 
legtere mit 2m — 1) mwillführlichen Konftanten gefunden zu ba; 


ben, während dieſe Konflanten noch aus den Anfangs» Werthen 


VOM Yı, Ya, ** Yu und ben Anfangs: Werthen der Geſchwin⸗ 
digkeiten u, u “u, ihre Beſtimmung finden werden. 
IV. Um nun biefed auszuführen, eliminire man zunaͤchſt 
aus den Gleichungen (8. und 9.) die N, und man erhält 
13) RM, = «(Mn —2M „t+M.) 
ober, wenn man 


— 2 
14) | +2 =K 
fett, und auch v—1 ſtatt u fchreibt, 
15) M„—KEM,,+M = 0‘ 


2 
Diefe Gleichung (15.) iſt der Repraͤſentant von m—1, Gleis 
chungen (für u == 2, 3, * m). In derſelben Gleichung (15.) 
erſcheint aber dad dritte Glied zur Linfen gar nicht, wenn a—=2, 


/ 


\ 
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unb dag erfie.gar nicht, wenn S m ift, weshalb man, ba; 
mit die Gleichung (15.) eine allgemein gülfige Form babe, 

16) _ : MM =-0 md M„=6 . 
voraugfegen muß. Einer der übrigen Koefficienten MI, , ML, ... 
Mn-ı bleibe endlich. unbeſtimmt, weshalb wir noch 

17) M=l 
nehmen wollen. — Die Konftante K (ober R) kann dabei noch. 
immer gang beliebig genommen‘ werden. : 

Der Gleichnng (15.) kann man nun durch 


M,= Au“ ‚ao M,, =. Au und M,_ — Auf” 
zu genügen. fuchen. Subfituirt man. aber Biefe Mae in die 
(15.), fo gebt folche über in.‘ ; | 
18) | —— = 0; 
und man echält für z zwei Fonftante Werthe, welche wir durch 
z, und 2, bezeichnen ‘wollen. Der Gleichung (15.) genügt alfo 
auch bie allgemeinere Form 

| | M, Aut ’. 


wenn N und B zwei willkuͤhrliche Konſtanten, .z, und Ze aber 
die beiden NWerthe von z Laug :18:) find. 
Nimmt man nun die Konflanten A und B_ben Bedingun: 
"gen gemäß an, daß M, — 0O ud M, = 1 werden ſoll, fo 
erhaͤlt man su ihrer Beſtimmung (aus der legten Sfeihung): 
= ArB und ı = Az +Bin, 

woraus J— 

A — und B= — 1 

U 2,23 


hervorgeht, fo daB man 








2 1 ' 

19) . e — 24 Za .. 
nehmen Tann, während K oder: R, wovon die Werthe von z, 
und z, abhängen, noch immer ganz unbeftimmt bleiben. Weil 
aber M, = 0 werden muß (nach 16.), fo hat man noch 
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20) M= ang, 
2,2, 


wodurch K, alfo auch us 18.) 21 und z, beſtimmt find. 
Weil jedoch no als eine ganze Funktion von z, ge 
1 42 


dacht, ſich in m—1 einfache Faktoren zerlegen laͤßt, fo. fann 
man der Gleichung (20.) auf m—1' verfchiebene Arten genüs 
gen; alfo hat K, demnach haben aud) z, und z,, folglich auch 
M, (aus 19.) n—1 verfchiedene Werthe, ‚gerade wie man es 
wänfchen mußte, damit bag Integral (12.) m—1 verſchiedene 
Sintegrale liefere. " / | 

Lagrange zerlegt nun Zi" —z,” vermögedes Theorems 
des Cotes in fine: Baftocg, mag. wir in der neuern Zeit fo 
machen, dag wir 2, n"_"."—0) ſetzen, daraus alle Werthe 


von z,, naͤmlich 2. yr' Anden, welche diefer - Gleichung genü- 
gen, zulegt aber diefe Werthe felbft wieder von z,' fubtrahiren. 
Die gefuchten Saftoren von, 2,” af find daher ale enthalten 
in der Formel 


/ 7 17 25° yı, 


fobarb wir nur flatt ya alle Ihre. m Werthe ſchen, wen e aus 
er Formel Br 


I. 


rn. 2b 


. CD8: + isin —- 
. m m 





dadurch hervorgehen, daß man flatt 6 nach und nach 0, 1, 2, 

3, 4,.:c. fegt, fobald. man nur unter i.die V—1 verfteht. 
Man findet alfo aus (20.), wenn man = Z; weglaͤßt, weil 
die Gleichung ( 20.) den Diviſor 21 —2, bat, 


Zvrt Zyrı 
I, = 7, 08 + irein — |, 
ın m | 


wo flatt.v.nach und nach 1, 2, 3, m—I ‚gefegt werben 
muß. Verbindet man mit biefer Gleichung’ die beiden andern 
C(aus 18. hervorgehenden), nämlich | 
zz =1l m zz ru =K, 


J 
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fo erhält man 


ů vn 
z, = cos - -i-sin —, 
m m 


t° 











21) 
EEE, . VT. 
z, = cn keins j 
folglich 
2), K= %os, u. 
woraus (dvermöge ber 14.) 
| vn 
23) Zu R= = 2c-i-sin 
hervorgeht. Aus (21.) folgt dann noch 
z,* = cos kr + issin ud 
m .om 
2," = c08 ik — iin 
“fo daß bie (19.) Hefert 
24) M, — Ta 
‚sin — 
m 


welche Sleichung für jeden Werth von u (ber jebegmal einer 
der m—1 Werthe 1, 2, 3, ++ m—1 ſeyn kann) m— I ven: 
ſchiedene Werthe liefert, je nachdem man. fat v entweder 1, 
oder 2, 3, bis m— I ſetzt *). 


*) Dachte man, nachdem die Gleichung (15.) entwikkelt wer, an die 
befannten Formeln 
cosup = 20089» cos(u—Np—con(u— 2), 
sinup = 2608» De nee 2le ; 
fo konnte man fogleich 
K = 20089 und M, = A-cosup-MB: sinup 
nehmen, und 2, fo wie A und * noch den Übrigen Zwecken gemäß, näher 
zu beftimmen fachen. Weit’ aber M, = 0 ik und M, = } genommen wor 


den, fo hatte man A=0 md B= * alſo 
1. sin up | 





% 
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Setzen wir dieſen Werth ſtatt M, in das Jutegral (12.), 
ſo erhalten fir, wenn man noch mit in?” wegmultiplicit, und 


wenn man bemerkt, daß 


ent == cos( 2et 2ct-sin — (* 2ct-sin 3) 


wird, . | 
25) = = — 
F, EL | 


, ‚m 7 
u [eoe( 2ct-sin + ĩ· gin 2ct-sin »5) | 


dcei sinn 


+G ‚sin? eos( Zctrein Zr) rein ( Zotrsin Z) |, 
’ ml 2m | 2m /l" 
wo links dag Summen-Zeihen S fi) auf alle, für a = 1, 
2, 35 ++ m—1 bervorgebenden Glieder bezieht. 

Differenglirt man diefe Steichung, fo erhält man noch zwi: 
ſchen den Geſchwindigkeiten U, U, . Un biefe neue Glei⸗ 
Kung u 
26) sſu «sin =, 


N 


IM .: 
F.sin— - 


| N 2ct-sin — (zei m] Mer, 


, vr :, VI 
G,2cein sin 


„2a m . J · ain et vi) 


Sollte zuletzt auch nd. 6 werden, ſo hatte man noch ing = =(, 
d. h. mp vn, 
alſo 3 g = =, I 
wo⸗Null und jede ganze Zahl vorftelt, me man n aber bloß » = 1, 2,3, 
bis m—1 zu nehmen braucht, weil M, nur m—1 Werthe haben fol, 
und p nicht Null werben Tann, weil fonf der Renner von M, ber Nun 
gleich ſeyn würde. 
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Bezeichnet mon. bie flr t — O bervorgehenden : fonftanten 
Werthe diefer Ausdrücke (in 25. und 26.) zur Linfen (ober zur 
Rechten) bezüglich durch P, und Q,, fo het man 


YIt 
F, essin — \ 





#G, sin — P,- 
m 


Ac⸗i· in — 


2ın 
und 
u IR"). Zu ‚VE. vn 

ar, sin —— 2i:G, ‚einZ— sin — — (Q,; 


und‘ dataus, wenn man: die erſtere dieſer Steichungen mit 





—E multiplicirt, und dann beide Gleichungen su einander 


addirt oder von einander ſubtrahirt, 
Q, + BP, ·c· in —— 





F =. | 
, y Pa er 2 ya yıt‘ 
—— sin — 
Von. m. 
und U. ® . Ver Er / 
G — P, Q, 
v — vr vg 18 vr 2 
sn — Pirc-sin ain . 
m 2m m 


Setzt man aber dieſe Werthe von F, und G, (in 25.) unb 
ordnet man. dag Ganze rechts noch etwas andere, fo erhält man 


ve = U © vu 
27) Sfywin BE] = Dyson (2ereinge) 





9% lo... 9 
4 — 7 ‚sin 2ct-sin =) 
W 2c sin — 
4 eo. . .. 0. ‚2m: 
two P, und Q, bie fonftanten Werthe ſi ind, welche begüglich Die 
Summe ’ 





is uvx as 386344 vor} 
S[y,ein er | und Slu, sin: m 


annehmen, fo oft in ihnen Null flatt t gefegt wird. 


} 
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V. Dieſe Gleichung (27.), in welcher das Summen » Zeis 
chen S auf.bie für a — 1, 2,.8, + m—1 bervorgebenden 
Glieder fich bezieht, iſt uͤrrigens der Mepräfentant.. von-.m 1 
folchen Gleichungen, welche man erhält, wenn man. in ‚ihr ſtatt 
v linke .und rechts nach und nach die Werthe i, 2. 3 a—l 
ſubſtituirt. Bezeichnet man — den, Augprupk,; zn, am. 
in (27.) der Kürze wegen. durch S, a dah, mon, bat 


28) P, —E— — er ‚ein 2ei· ain 








— 
2ai re Baer Zur 
fo find diefe m—1 Gleichungen nk zZ . 








u (Dun 0 Hei 
il I Sf en enbhr a1 30 OR Teure 


Um nun bieſ m—1 Gleichungen algebraiſch aufjuldfen, be: 
dient ſich Lagrange, wiederum der fogenannten Bezoutfchen 
oder franzöfifchen Eliminationg - Methode -- Man multiplicire Adın- 
lich jede der m—1 Gleichungen bezüglich mit den unbeflimmten. 

Saftoren D,, D,. D, . D. ‚(mo D, = —=1ı gedacht werben fann), 
addirt die m—1 erhaltenen. Gleichungen, fegt dann in, dem ‚Ent 
Refultate je m — 2 der Koefficienten von, yı, F * 5 am, ber 
Null gleich ,- woraus fich, jedesmal Du; Ds; Di; befälm- 
men, und erhält denjenigen der Unbelannten u, Ya- Je: Ya 
defien Koefficient: nicht — Null gefegt worden iſt; alſo nach 
und nach einen nach dem andern. 

Fuͤhrt man aber die Multiplication und die Addition wirt 

aus, fo erhält man 

II. [33] 
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I Denen e|=sin,s, eo 


wo links dem u nad) und nach alle Werthe beigelegt werden, 
weihe u Haben: fann, nämlih 1, 2, 3, + bie m—1, wäh 
rend für jeben beftimniten Werth von u, wieberum dem « alle 
MWerthe gegeberi werden müffen, welche 1, 2, 3, - m—1 
find, fo daß man m— 1 Glieder hat, während der Koefficient 
in jebem Gliede wieberum aus m—1 Bliebern befteht. Das 
Sumnten« Zeichen S zur Rechten bezieht fich auf alle für — 1, 
2, 3, «+ m—1 bervorgehenden Glieder. 

Segt man nun zur Bellimmung der m—2 unbeftimmten 





- Koefficienten D,, D,, + D__, eine Anzahl m— 2 diefer Kock: 


ficienten von y, der Null gleich, nämlich): 

30) | s[o, ‚sin | = 9, 
für jeben Werth 1, 2, 3, m—1 von %, der nicht gerade 
ein beftimmter Werth u wobei ſich das Summenzeichen 5 
zur Linken, auf alle für « = 1, 2, 3, «+ m—1 bervorge 
benden Glieder bezieht), fo hat man (aus 29.), weil nun zur 
Einfen bloß das mitt y, afficirte Glied übrig bleibt, io zu irgend 
einen beſtimmten ‚feiner ee hat, 


31) - Yu = * 
om 8 D,.sin. a] 


190 ee die SummensZeichen S fi) auf ale Glieder beziehen, 
weiche füra = 1, 2, 3, ++ m—1 hervorgehen; während u 
nach) und nach jeder der Werthe 4, 2, 3, ++ m—1 ſeyn fann, 
fo daß die Gleichung (31.) alle yı, Ya, Ya, » y1liefert. 
Man darf nur dabei nicht uͤberſehen, daß bie eine dr m —2 
Gleichungen (30.) eine andere wird, als vorber, fo oft man 
flatt u einen andern Werth fett, daß alfo auch für jeben aus 
ders -gebachten Werth von u die Werthe der m—-2 Koefficien 
tn D,, D,, «+ D__, fih ändern. 
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VI Alles fommt nun darauf an, aus den m—2 (int 30. 
enthaltenen) Gleichungen, für je m—2 ber Werthe, 'bie 2 ha- 
ben fann, die m—-2. Unbekannten, D., Ds, D,_, wirklich zu 
finden. — Lagrange macht bei dieſer Gelegenheit” bemerkens⸗ 
werthe Schlüffe, um dieſen Zweck zu erreichen. Er denkt fich 
naͤmlich jeben Sinus ber vielfachen Bogen in eine nach Potens 
zen des Kofinus des einfachen Bogen fortlaufende Cenbliche) 
Reihe entwikkelt (bei welcher Reihe jedoch alle Glieder mit 


ein noch multiplicirt erfcheinen). Dadurch formt er jede der 
Gleichungen (30.) fo um, daß, wenn man fie noch durch den, 
allen Gliedern gemeinſchaftlichen Faktor in dividirt, ſplche 


lauter nach Potenzen von cos geordnete Stieber enthält, de: 


ren Koefficienten aus D,, D,, -« D,._, sufammengefegt feyn, 
aber fein A enshalten koͤngen, waͤhrend bie hoͤchſte dieſer Poten⸗ 
zen bie (m — 2)te iſt. 

Setzt man daher in jeder dieſer m—2 Gleichungen (für bie 
m—2 Werthe, welche A haben kann) allemal einen ganz frem⸗ 


den Buchſtaben 2 ſtatt cos (6. 5. in der erftern flatt cos—, 


in ber zweiten ſtatt cos, u. f. w. f.), fo erhält man in je; 
der Gleichung auf der einen Seite eine und dieſelbe ganze Funk⸗ 
tion von z vom m—2ten Grabe, welche wir durch 
32) Le" HL" Heel, „HL, 5 020 (D 

begeichnen wollen, und welche ‚Null wird, fo off man ſtatt z 
einen ber m — 2 Werthe von —2* ſetzt, fe die w2 Werthe, 
Die 2 haben fol. Diefe ganze Bunftion:(Z) laͤßt Ach daher in 
bie (m—2) Saftoren 2— 008, zes, 2 c0s=, ‘an 


2 co DR, mit Ausnahme des Zaftors 208 zerle⸗ 


[33*] 


X 


\ 


n + 
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gen. - Multiplicirt man folhe aber noch mit z— cos * ſo er⸗ 

haͤlt man eine andere ganze Funktion von 2 vom (m — Hten 

Grade, welche = 2.(2— cos") if. Leßtere bat dann alle 
— “ 


eben gedachten dattoren ſo daß man die (nach 2) identiſche 
Gleichung bat, 
33) *6 — co) = = 


GE) 


welche gilt, man mag flatt z fegen was man nur immer 
win, fobald nur die links in 2 vorkommenden D,, D,, D,_, 


die von ung gefuchten Werthe haben. Dabei ift aber Z dag, 
sin, in 
was auf u hervorgeht, wenn. man dieſen Quo. 
sin — 
. m 





sienten nach Potenzen von “cos enttwiffelt und zuleßt z ſtatt 
cos. ſchrelbt; alſo iſt auch Z das, was aus 


[De] 


sın — 
m 


wird, wenn man denfelben Ausdruck nach Potenzen von cos — 


entwikkelt und zuletzt m flatt —* ſetzt, wo s ganz unbeftimmt 
und allgemein gedacht iſt. Setzt man "daher in be identifchen 
Gleichung (33.) links und rechts flatt z jetzt cos — —, Wo 8 gang 


‚allgemein, alfo ganz beliebig gedacht ift, fo erhält man bie iden⸗ 
tiſche Gleichung 
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SIT j 
2087 — cos e , 
m 





34) sin, we]. 


— 


ST 
sin — 


’ 


_ 8% E\ 87% Irı ‚m-Dr 

1. (cos: — cos ).(e0e” —cos”") ... (oo —C08 (aba), 
m m m m m m 

welche zur Rechten m— 1 Faktoren hat, und welche gilt, man 
mag flatt s feßen, mag man nur immer will, unter der Bor: 
augfegung jedoch, daß D,, D,, ++ D,_,, die aus den m—2 
Sleichungen (30.) gefuchten. Werthe haben. Das Summen- 
Zeichen S zur Linfen, bezieht fich dabei auf ale für — 1,2, 
3, +. m—1 hervorgehenden Glieder. | 

Formt man nun das Produft rechts wiederum in’ eine ganze 


Sunftion von cos — um; fo muß herauskommen was links ſteht, 


und dieſe Vergleichung wird uns die einfachen Gleichungen lie⸗ 
‚fern, aus’ welchen dann die D,, Du, + D,_, fi leicht er⸗ 
geben. 

Daß Produkt aller eben gedachten m—1 Saftoren (in 34. zur 
Rechten) findet man aber aus dem’ Lehrfate des Cotes, d. h. 
aus der an 


Im 


= (p rare Ye — X u 


pP = 
BE Sn ” 
wenn man in dieſer Gleichung | 
P+d= cs ünd 2pq =. | 


fegt, in fo fern dann das Produft rechte gerabe unfer umzufor⸗ 
mendes Produft iſt. Diefe lebteren beiden Gleichungen geben 
aber ſogleich 


cos +Firsin 7 co —_ jesin 
BERRY 1 ng 2m . 2m 2m 
pP = y2 und g= von 


= 


v 
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ſo daß 





pꝛ νιν)— 
m m 
und 
= 1(cosE. _ iin), 
m m 
auch) | 
pa = eoeen Hirsinen und ge ⸗ cos an Tirain sn, 
2 2 
alſo zuletzt 
| Zu -ꝰ 1 sinsn 
2—_ q2. m—l 
Pd. Tom 


fich findet. . Die Gleichung (34.) geht aber Dadurch über, wenn 
man noch mit sin — wegmultiplicirt, in 


35) (coe = —cos#).5| D,.sin = = Linse; 
m m m 2 
und biefe gilt, man mag flatt s feßen was man nur immer wil, 
wenn nur unter D,, D,, D,_, die aus den m— 2 Gleichun: 
gen (30.) gefuchten Werthe verfianden werden. Das Sum 
men»Zeichen S zur Linfen bezieht ſich dabei auf alle für æ — I, 
2, 3, ++ m—1 bervorgehenden Glieder. 

Lagrange multiplict nun links (in 35.) wirklich mit dem 
Faktor cos — en, verwandelt bie Produkte aus Sinus 
und Koſinus, in lauter Sinus, ordnet alle Refultate nach Si⸗ 
nus ber vielfachen Bogen, multiplicirt die Gleichung mit 2 und 
erhält eine Gleichung von der Form 


36) K ‚ein —+-K, ein ıK, ee 


„ — * 
m 





HK +K_ -sinsn = : L 4in sx, 


waͤhrend, wenn man unter D, und D, die Null fich denkt, für 
jede ganze Zahl >, welche nicht größer als m—1 if, 


, 
N 


J 


un 
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K, == D,+ —3D, ‚cos = -+-D,_, 


ſich augrechnet, und K. —=D,_, fidh finde. Lagrange ſchließt 
nun weiter: Weil die Gleichung (36.) für jedes beliebige s iden⸗ 
tiſch werden muß, fo müffen auch die einzelnen Koefficienten K, 
K,, dis K_, der Null gleich werden, und zulegt muß der letzte 
K, dem er N auf der rechten Seite gleich ſeyn weil beide mit 
demſelben sinsr afficirt ſind. So erhaͤlt man die m Gleichangen 
D.- 2D,- co Z .+D =0, 
. D,—2D,. cos — +D =6, 
DI 2D, cos -. +D; *09, 
37) | 


D._—2D._ ‚alt 4D, = 


D,. —2D, „co +D, , = 60, 
m 
| L 
\ . D),= — 
ſobald nur D, und D, der Null gleich gedacht werden, in fo 
fern nämlich in der Rechnung biefe Glieder gar nicht erſcheinen. 
Und weil D, — 1 vorausgeſetzt worden iſt, fo geben die 
erſtern m—2 diefer Gleichungen bie mn — 2 Unbefanhten D,, 
D,, «+ D,_,, während die mte Gleichung L liefert, bie m—Ite 
aber, nämlich 


— 2D,_,.c08 — +D).=09% 


durch die gefundenen Werthe Bereits Identifch werben muß, wenn 
ſolche keinen Widerſpruch enthalten. ſoll. 

Die erſtern m—1 ber Gleichungen (37.) haben aber alle 
bie Form 
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38) D,—-2D,_1.c0s + D, = 0. 


Weil dies eine mit ber * Gleichung 18.) ganz analoge ift, ja 
weil ſogar hier auch _ 

a a re PDo =:0, .D, = 0 und D =1, 

(wie dorf. MM, =0,M, = = 0 und. M, = 1 geweſen ift) fo 
findet, man bier ſogleich (ang 38.) auf jenem Wege 








in 
39)" 0 D= - 75 *). — 
ein 


Diefer Werth von D, genügt wirklich auch der nächften (m—Iten) 
der Gleichungen (37.) und bie legte (mte) derfelben Gleichun: 


il (m — Dun 


\ — _ pr . 
gen giebt zulegt noch Im. no = ua it, fo 


daß ein Une = (Pin wird, 





zin PDer . L | | | L 
— — — — d. ee, 
nr "ATt | _ 2 un 2 — 


sin —- 


alfo  - u 
40) L= (1.2. 
vVI. Hat man aber nun (i in 39.) die Werthe D,, Dp., .. 
D._ı, Caus den‘ Gleichungen 30.) gefunden, fo giebt die Gleis 
hung (31. ) ſogleich yÿ Ye dazu. Um jedoch diefen Werth von Yu 
einfacher, ausdrücken. zu koͤnnen, entwickelt Lagrange aus ber 
Gleichung (35.) noch mehrere trigonometriſche Relationen. Er 


*) Man ſett wieder D, = Arcosyp-+-B-sinyp, hat für s — 0 und 
= 1, D > Ar D, = 1* B.sin p, alſo B ang endlich 


wegen D, = 0. nıh 0 —B.sainm alſo ain mp O, d. h. = = 


4 „ÜHs in der Gielchung (38')' vorkommende ſeyn muß, weil fonf der 
Gleichung (38.) nicht genügt würde. 


\ 
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fegt nämlich (in 35.) flatt D, feinen Werth (aus 39.) und 


| bat fogleich, wenn mit —* — cos — bividirt wird, 


sin s7t-sin er 
m 








41) 8 „nun in * (pet 


s7T un 
C08s— — 008 — 
m m 


wo ſtatt s alles denkbare geſetzt uden kann. Setzt man aber 
s=u, po erhält man seht v und biefen Werth von Z fin 


det. man auf dem gewöhnlichen Wege, = m. et} (dadurch 

daß man Zaͤhler und Nenner des Ausdrucks zur Rechten in 14. 

nach s differenziirt, dann aber wiederum u flatt s ſetzt, und in 

fo fern zuletzt | \ 
nl . 

genommen werden Du fo dag man bat 


Sn ne 
sin einer = a 
Ä 0 m .mJ 2 | | 
wo fich überall das Summen: Zeichen S auf alle für a = 1, 
2, 3, *m— I hervorgehenden Glieder bezieht. | 
Die Gleichung (31.) gebt daher mittelft der Werthe von 
D,, D,, + ( aus 39.) und mittelſt der Relation (42.) uͤber in 
A— 
m 


oder, wenn flatt S_ deffen Bedeutung gefegt wird (aus 28.), 











4) „= 2.5| P;-cos(2et-sin” )xein — | 





4 


cm ast 


sın —— 
2m 
wo fich die SummensZeihen S auf ale m— 1 free =], 
2, 3, A, .. m—1 hervorgehenden Glieder beziehen. 
VII. Hat man aber nun y, gefunden für jeden der Werthe 
1,2, 3, ++ m—1, ben man flott a immer feßen mag, fo 


\ 


. an\,.. aun 
1.| Q, sin (2et sinZ” x sin m | 
ur ’ 


— — — — — — 
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bat man den Abftand der Ecken von ber Geraden AB, wie fol- 
cher zu Ende einer jeden’ Zeit t ſeyn wird, ſobald die 2(m—l) 
Konflanten P,, P,, ⁊c. Q,, Qa, x. beftimme feyn werben. 
"Differenzüirt man aber die Formel (44.) nad) allem t, fo 
erhält man die Geſchwindigkeit ou! oder u, einer jeden Ede, 


nämlich: 





„sin 5 sin ar ‚sin(2ct-sinZ®)) 
2m m 2m 


+20, ‚sin ER .con(2ct-rin®) |. 


Segt man aber in (44.) und (45.) t = 0, und gu glei⸗ 
her Zeit 1, 2, 3, m—I flatt u, fo bat man Am— 1) 
Gleichungen, in welchen links die m — 1 Anfangs⸗Ordinaten und 
die m— 1 Anfangs-Gefchwinbigfeiten der Ecken vorfommen. Aus 
Biefen 2(m—1) Gleichungen werden alfo dann bie 200 — 1) 
Konftanten P,, P,, ꝛc. und Q,, Q,, ⁊c. vollends beſtimmt. 

Bezeichnet man nämlich die Anfangs-Werthe von y und u 
durch Y und U, fo erben die letztgedachten Gleichungen die 
nachſtehenden, naͤmlich: 














46) = —5| B, sin ver | 
‚und | 
47) u, = 25[Q,0in |, 


Nimmt man aber bie Relationen (41. und 42.) zu Huülfe, nad) 
welchen, wenn dort u flatt w, dagegen er ſtatt u, und » ſtatt 
s gefegt wird, Ä 
48) S int Tin EI 0. ober 
m m = !m 


o verfchieben von v | — 





iſt, je aachdem | 


oder 

a=v 

gedacht wird, fo lange nur & amd v pofitive ganze Zahlen find, 
‚und das Summen-Zeichen S fih auf alle für a = 1, 2: 3, 
“ml hervorgehenden Glieder erfireckt, — fo kann man dieſe 
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Gleichungen (46. und 47.) nad) den Am—1) Unbefannten P, 


und Q, leicht aufilöfen. Mar multiplicirt nämlich) die m—1 


Gleichungen (46.) bezüglich mit sin —, sin ei „xc. ein, 





(m — LDvn 


.. sin ñ wo» irgend eine pofitive ganze Zahl ſeyn 
mag, und adbirt alle Reſultate; bann rn man 


s|Y, sin — er -=2.J|p, nen si ‚sin 2ER |, 


wo fi) das SummensZeichen S zur Linfen auf alle für u =], 
2, 3, + m—1 hervorgehenden Glieder bezieht, während zur 
Mechten flatt a nach und nach 1, 2, 3; 4, «« m—1 und 
für jeden einzelnen dieſer Werthe auch noch flatt u die Werthe 


. 1, 2, 3, + m—1 gefegt, zuletzt aber ale m— 1Imal m — 1 


Glieder addirt gedacht werben muͤſſen. Nun find aber rechts bie 
einzelnen Koefficienten von P, für jeden beflimmten Werth von 





-a,=S$ —— in |, two fi) das Summen: Zeichen S 


auf ale für u = 1, 2, ı 3, ** m—1 bervorgehenden Glieder 
bezieht; Folglich (mac) 48.) allemal der Null gleich, fo oft a 


von » verſchieden if, und — 3 fo oft © = v if Alſo 


bat man 


vn . pıan 
e m | =P, ode S| Y,-sin | =P, 





49) S| Y, ein 
wenn die Summer +Zeichen S fih auf alle für x = 1, 2, 3, 
m — 1 bervorgehenden Glieder beziehen. Ganz auf demfelden 
Wege findet man 

50) Sy, «sin = 0, 


‚ für jeden betimmeen Werth vn a und wenn links das Sum⸗ 


men⸗Zeichen S fich über alle Glieder erfireckt, weiche für al, 


2, 3, »+ m—1 hervorgehen. 


en 
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IX. Hat aber Lagrange auf biefe Weife das Anfangs 
fich gegebene Problem, in welchem nur m— 1 Ecken der Saite be 
weglich find, volftändig gelöft, fo kommt jest alleg darauf an, 
Aden Ulbergang für den Fall nachzumelifen, wo m unenblich groß 
gedacht wird, weil nur dieſer Ball derjenige der ſchwingenden 
Saite if. Wir theilen das diefem Zwecke entfprechende Verfah⸗ 
ren des Eagrange bier folgend mit, ohne jedoch ſolches ver: 
treten zu wollen. Auch find ihm deshalb Einwendungen gleich) 
nach) dem Erfcheinen feiner Abhandlung gemacht worden, fo daß 
er fich veranlagt gefehen hat, theils fein Verfahren zu rechtfer: 
tigen, theils aber dieſen uebergang ſelbſt zuruͤckzunehmen, und 
dieſelbe Aufgabe gleich von vorne herein ſo zu behandeln, wie 
wenn m unendlich groß iſt. Dieſes letztere Verfahren findet ſich 
in Anmerk. 1. noch etwas naͤher beſchrieben. Hier der Ueber⸗ 
gang, wenn m = w gedacht wird. 

Zuvoͤrderſt bemerft Lagrange, daß man, wenn m :unend: 
lich groß ift, ein = nehmen könne, weil die Bogen 
5 nun unendlich Elein ſeyen *). Aus (44. u. 45.) erhaͤlt man 
daher nun, wenn m = 0, | 


_ 2 I. amt . er | 
Su = m s[p, co8 um sun A 





+] 1.Q ein En SER 
cr a m m 


*) In den Sormeln (44. u. 45.) muß ſtait a nach und nach 1, 2, 3, 
«. bit m—1 gefegt werden, alfo wird auch « unendlich groß. Daher if 
zuletzt Z nicht immer unendlich Mein. Dies if ber erſte Einwand, den 


man machen kann, und welchen d'Alembert gemacht bat. Lagrange 
bat jedoch darauf geantwortet und nachgewiefen, daß wenn man von einer 


frühern Stelle (23) db, wm R= 2c-iesint > gefunden worden ik, fi 

m bereits unendlich groß denkt, und unter diefer Vorausſetzung die folgen 
’ 

den Rechnungen durchführt, dann fett sin fogleich nur der Bogen = 


erfcheint. Dadurch iſt wenigftens die Richtigkeit des obigen Mefultats, wenn 
auch nicht die, des dabei gemachten Schluffes außer Zweifel geftellt. 


S.180.IX. Bon den Schwing. .einer gefp. Saite. 625 
s ‚ 


und 








__2en .P, m GE). er | 
m 


m 


En SE), 
& ’ 


m 





wo flatt @ nach und nach alle ganzen In Zabten bis m—1, d. h. 
bis in's Unenbliche gefegt werben müffen, fo daß man zur Nech- 
ten, in jeder diefer Formeln, zwei unendliche Reihen hat. ” 

Nun ſetzt Lagrange bie Länge AB = a, die Maſſe der 
ganzen Eaite = p (durd) dag Gewicht gegeben), während frü- 
ber die Mafle an einer Efe = M (ebenfalls durch das Ge 
wicht gegeben) gefegt worden war, und hat nun 

m = AT und auch m = —. 


Beil aber (m 5.) — * geſeht worden iſt, fo wird, wenn 


man ſtatt r feinen jetzigen Werth —* ſubſtituirt, 





Folglich wird nun auch 
ν—)— m 


wenn man dieſen Ausdruck — — berechnet, und das was 


herauskommt, durch HI bezeichnet. 
Man denke fih nun x fo, daß 


j mx 


if. Ferner fege man dx ftatt r, ſo daß m = geſetzt wer⸗ 


den kann. Dann gehen die für y„ und u, zuletzt erhaltenen 
Refultate, wenn man unter y und u besüglich die zur Abſciſſe 
x gehörige Ordinate und Geſchwindigkeit fich denft, — über in 


J 
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SCX 
— °Cc08 an | 


2.dx 
staH 





1 ,on . 
s[--Q,,ein sin erHt | 
und 
> u — en S|-P.-ein 2. sin arfit | | 


+ * 
wo ſich die Summen⸗Zeichen S auf alle unendlich vielen, für 
a =. 2, 3, 4,5, + in inf. hervorgehenden Glieder erfireffen. 

Segt man aber in den für P, und Q, (in 49. u. 50.) er: 
haltenen Ausdrücken etlih X,a = um, fo daß ſtatt ı bie 


Abfeiffe X eingeführt wird, und - ftatt - geichrieben werden 


kann; bezeichnen endlich Y, und U, bie Funktionen von x, melde 
dem Anfangs-Zuftande angehören, fo erhält man (aus 49. u. 50.) 





— „sin . co⸗ onrHt | , 





P..dX = Yyein X 
a0 - 
und J 
Q..dx = N Ozein ax, 


| nm 
in fo fern das SummensZeichen S (in 49.”u. 50.) jetzt fich 
auf alle unendlich vielen lieber erſtreckt, welche für alle, um 
aX wachfenden Werthe von X (welches an die Stelle von « 
getreten. ift) von X = 0 an bid X = a hin hervorgehen, fo 
daß diefe Summe von dem Integrale nach X, nicht verfchies 
den ift (nach I. Th. Anal. $. 35,). — Nach Subftitution bie 
fer Werthe der Konftanten P, und Q, hat man aber aus ben 
legtern für y und u erhaltenen Ausdruͤcken, 


öl) y= Bis sin ZZ reosanHit« [X sin X ax . 
‚a a, x a 
ad ’ 





nal | a JS a 
| 


‘ 
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und 

AaNX 
52) u=m— [ein unit ft, nn ] 








+2.s sin — ertit- ⸗ U a), 
100 die Summen «Zeichen S fid) auf alle unendlich vielen Glie⸗ 
der erfireffen, welche für @ = 1, 2, 3, 4, .. in inf. hervor; 
gehen. { \ 

Dies ift alfo die volftänbige Auflöfung des Problems der 
ſchwingenden Saite, wenn man mit. Lagrange voraugfeßt, daß 
die Bewegung in. einer und derfelben Ebene ſtatt bat *). 


Anmerk. 1. Eagrange ifl fpäter noch einmal auf Diefe 
Auflöfung zurückgefommen. Seine unendlich) vielen totalen Dif; 
ferenzials Öleichunaen . . 

— =c "(Yun 2y,+Y,_.) 
fann man auch fo fehreiben: 
PO III Tun): 
oder auch, — wenn 
nu No Non 
und | Ay, 7 Ay, \ 
geſetzt wird —, noch fo: 
—R u) — ch Ay, 
Diefelbe geht dann, wenn m unendlich gebacht wird, in bie Pars 
sial» Gleichung 
= , 
über. Indem daher Lagrange feine frühere Unficht feſthaͤlt, 
—_ ([ 


*) Vergleicht man diefes Nefultat mit dem ($. 179. NNr. 8. 9.) ers 
haltenen, indem man fich dort z = 0 denkt für jedes t, fo ſieht man ſo⸗ 
gleich die völlige Uebereinſtimmung beider, ſobald man bedenkt, daß 


berechnet worden. it, folglich ggpau mit dem dortigen — zuſammenfallt 


t 
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aber gleich anfänglich m unendlich groß fich denkt, bekomme 
er biefe vorliegende Parzial- Gleichung, betrachtet fie ald den Re⸗ 
präfentanten von unendlich vielen totalen Gleichungen, welche 


. aug ihr für alle ftetig neben einander Tiegenden Werthe von x 


(von 0 bis a bin) hervorgehen würden; wendet baffelbe Ver⸗ 


-fahren an, wie folches-in dem vorliegenden ($. 180.) beichries 


ben ſteht, muß aber bei dem Addiren der Gleichungen. die Sum- 


men jegt durch beftimmte Sintegrale : ausdrücken (nach. I. Th. 


Analyf. $. 35.), überhaupt auch die folgenden Stellen des Ver⸗ 
fahrens nach den jetzigen Zuftänden modificiren. Dadurch ges 


lingt e8 ihm aber die Parzial-Gleihung zu integriven, und. 
zu demſelben vorliegenden End«Rejultat zu gelangen, ohneazus 


legt erſt ben an mehreren Stellen angefochtenen Uebergang von 
m endlich zu m unendlich machen zu müffen. 

Anmerk. 2. Geßt man in dem von Lagrange gefunde- 
nen End Refultate, t = 0, fo gehen y und u in Y, und U, 
über, und man et (aus 51. u. 52.) | 


/ = — 2. | sin — Yysin- — a) 
| a0 
und Ä nen ’ 
U= — —Vin .ax, 
20 


während Y, und U, ganz mwillführliche Zunftionen von x vor: 


fielen, weil fie dem Anfangs: Zuftande der. Aufgabe entfprechen, 


der ganz wilführlich feyn kann. — Man fieht alſo auf dieſem 


Wege bereits eine der fogenannten Fourierfchen Reihen gefun- 
den, durch melche eine ganz willkuͤhrliche Funktion Y oder U 
von x, in eine nach Sinus der vielfachen Bogen fortlaufende 
Reihe verwandelt wird.  Dbgleich aber Lagrange felbft dieſe 
Reihe ableitet, fo fcheint er doch nicht ihren, ganzen Umfang ge: 
hörig erkannt zu haben. Die letztere Verdienft hat Jourize 
fi) erworben, indem er namentlich zuerft gezeigt hat, wie diefe 
Reihen‘ 1) für continuirliche, wie für discontinuirliche Funktionen 
gleichmäßig gelten; 2) wie fie die Werthe der beliebigen Funk⸗ 

' fion 
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tion Y oder U immer nur innerhalb der Grenzen x = 0 big 
x = a (aber innerhalb diefer Grenzen auch alle ftetig neben 


einander liegenden Wertbe Son Y- oder V) 'uusdräcen; endlich 


3) wie fie nach Verfchiedenheit ihrer Form (ob man nämlich 
Reihen nad) Sinus, oder Reihen nach Kofinug, oder beide Rei⸗ 
ben in Verbindung nimmt) verfchiedenen "Greiz » Bedingungen 
(für x =,0..ober für x. = a) entſprechen. 

Da wir uͤbrigens ‚(am Schiuſſe des, U, :h, v RR) dieſe 
Reihen des Fourier bereits naͤher beirachtet haben/ ſo exlau⸗ 
ben wir uns hier nur noch die einzige Bemerkung, daß das Ber 


fahren des (II. Th. Anhang. Kap. IL ,$. 6.), um bie Koefficien» 


ten der nad Sinus Oder Kofir nug der "vielfachen Bogen fortlau⸗ 
fenden Reihen zu finden, ganz analog ift dem Verfahren, “ el⸗ 
ches wir hier (im $. 179. VI.) nach, Lagrange angewandt 
haben, um die Koefficienten pP, und d, zu finden, und daß 
"man jenes aus dieſem ableiten fönnte, wenn man bier fogleich 
m unendlich groß nehmen wollte, fo" daß mar, art der endli— 
chen Reihen, unendliche hat. 

Anmerk. 3. Schon vor Eayrange hat“ Wacter Ber⸗ 
noulli das problem ‚der ſchwingenden Saite fe weit geloͤſt, 
datz ei rn tut I Inn 
gr = (m, in En v ya] - 
—— derſelbe font aber die Koeffici enten A, und B, 
der unendlichen Reiben, die vom Anfangs: Zuftande abhängen, 
nicht beftimmen. Daher ift nur die vorliegende Arbeit des La⸗ 
grange als die erfte volftändigere Köfung des Problems in bie 
fer Form anzufehen. Vor Lagrange hat jedoch D’ATembert 

‚bereits die Parzial« Gleichung 9°y, = -d’y, auf eine fehr ſinn⸗ 
reiche Weife in enblicher Form integrirt, "und dag Integral 
den Anfangs - Bedingungen anzupaffen gefucht; in welchem Be⸗ 
ſtreben Euler ihm nachgekommen iſt. — Und weil dieſes Vers 
fahren d'Alemberts und: Eulers zu’ eigenthuͤmlichen analyti⸗ 





ſchen Betrachtungen Veranlaſſung giebt, ſo wollen wir ſolches 


dem m Haupt- Weſen nach hier ſogleich noch mittheilen. 
[34] 


v 


nl 


— \ 
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$ 181. 
D' Alenberts und Enlers Aufloſung des Problems, ihrem Weſen nach. 


D'Alembert nimint die Parzial⸗ Gleichung 
may, wen Bi =) if, 


für die Gleichung der Bewegung der ſchwingenden Saite, imd 
es gelingt ihm durch ſinnreiche Betrachtungen das allgemeine In⸗ 
tegral derſelben | 

1» 'y- — Ze 2 " 





| zu finden), welches’ die beiden willkuͤhrlichen Funktionen T und Q 


enthält J die nun dem Anfangs⸗ Buflande gemäß beſtinimt werden 
muͤſſen. 

Differengürt man aber dieſe Gleichung .(1.) nach allem t, ſo 
erhält man 

2) ae —el . 
mo Cöf, u Let dag bedeutet, mag. man erhält, ment man in 
—8* bloß x ſtatt x+ct ſetzt, dann öf, nimmt, zuletzt aber wie⸗ 


der xrct ſtatt x ſchreibt, während [öyp,],_. die ganz ana 


loge Bebeufung bat. — Setzt man aber in diefen Gleichungen, 
t = 0, und bedeuten Y, und U, die Anfangs» Werther von y 


. „und von dy,, fo geben bie raum (1. u. 2.) über in 


und 2 — 
| U, = Al, — cd, 
oder, wenn man | 


4) — = v, 
fest, wo SU,.dx irgend ein befonderes Integral anzeigen 
mag, mh Ä Ä 

5) y=f Pr | 


Aus den Gleichungen (3. u. 5.) folgt dann fogleich 
6) , = — N, ty) 








\ - 
t 
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md 
7) = ;1,—-Y)5 

und fo würbe man N gr p, beftimmt: haben, wenn Bier nicht 
ber Umſtand einträte, daB: Y, und y, nur Werthe haben, fo 
lange x zwiſchen O und a negt, während mam die Werthe von 
f_ zu wiſſen braucht für ct, d. 5. für alle pofitiven Werthe 
von O bis wo , welche flatt x gelegt werden. können, unb- zu- 
gleich die von 9, nöthig find, für x — et, d. 5. für die poſiti⸗ 
ven Werthe von x — a bi x —= 0 hin,. und dann noch für. 
alle negativen Werthe, von Ö big _@ bin, welche ſatt x ge⸗ 
ſetzt werden koͤnnten. 

Diefe weiteren Werthe.von f, und $, verſchafft man ſich 
nun ang. ber Bedingung, daß die End⸗Punkte A und B.der 
‘ Saite zu allen Zeiten unbeweglich feyn ſollen. Es muß naͤm⸗ 
lich y für jedes pofttive.t, aber für x = 0 und für x == a, 
der Null gleich werden. Dies giebt die zwei Gleichungen. (aus 
1. u. 2.) er 

8 +9 .=0 0) HRS: = 2. | 

„Die (8.) ‚zeigt ung, daß die Werthe von p, ‚für alle ne: 
gativen Werthe —E von x, gleich und entgngengefebt genommen 
werden müffen ben Werthen von f/ für. daſſelbe pofitive x—=L ' 
Wie aber f, für jedes pofitive &,' welche >a AT genommen 
werden müffe, geht aus .der (9.) hervor. Seht man nämlich 
in der Sleichuns (9.) a+-5 flatt et, fo erhält man 

10) a = 9 = fr (aus 8.).. ’ 
Dieſe Gleichung (10.) zeigt ung nun, wie alle. Werthe von 
gefunden werden, fuͤr alle poſitiven Werthe von v, die u‘ 
find, fobald alle Werthe von f, bekannt find, für alle Merthe 
von v, welche zwifchen O und 2a liegen. Man zieht namlich 
von dem Werthe v fo lange 2a ab, bis ein Neft & bleibt, we 
cher Kleiner als 2a if; dann nimmt man f. flat f. Hat 
man aber f, gefunden, fo hat man für denfelben Werchev von v 
auch p_,, weil (nad) 8), = —tf, iſt. ae 

[34*] 


% 


es 
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Es bleibt jest nur noch übrig f, zu beftimmen für alle Wershe 
von v, telche zwiſchen a und 2a liegen, weil die Werthe von 
f, für Werthe von v zwiſchen O und a direkt aus (6.) ſchon 
bekannt ſind. Denft man ſich aben La, und fest man .in 

der (9.) a—E flatt ct; ſo. erhält man 
11) — = 09... ' 

- Da nun & zwifchen O und a liegt, fo beftimmt ſich — — pr. uns 
- mittelbar: aug (7.) daber auch 3 ut (aus 11.), d. h. jeder 


Werth von f y‚ für jeden Werth von v "welcher >a und 2a iſt. 


Sind beanach die Werthe von f, für ade pofitiven 1 Merthe 
son v, und bie von 9, für alle negativen. Werthe von.v_ und 
noch für die pofitiven Werthe von. v zwiſchen O und a, dem 
vorſtehenden gemäß beftimmt, ſo laͤßt ſich (aus der 1.) dag zu 
jedem t und zu-jebem.x gehörige y ohne weiteres beffimmen. ' 

.Will man. aber‘ bie Geſchwindigkeit dy, (aus, 2.) berechnen, 
wie ſie fuͤr jedes x und zu jeder Zeit t ſeyn wird, fo braucht 
man auch noch. alle Werthe von If, und-dp,, bie erſteren Für 
alle pofitiven Werthe von v, die anderen fuͤr alle Werthe von 
v. zwiſchen — md a. Diele erhält man aber, wenn man 
bie Gleichung. (8:) nach t, die —— 10. u. II.) aber 
nach differenzijrt. Dies giebt naͤmlich 6 
12) [Alle [Ip lc. = 9. für, jedes, pofiise 1. 

13) [HH = 9,1... = [ä, kr (ausı 12.) für je 
des pofitive.&, und 

14) [Of, 4 = Lögek; für jeden Werch von? wiſchen 
O und a. , 

Die (12.) * nun, baß jeder Werth von dp, für jeden 
negativen Werth von v, genau gleich genommen werden muß 
dem Werthe von Bf, für den. poſitiven und abſolut eben fo gro» 
Ben Werth von v. — Die (13.) zeigt, wie die Werthe von 
öf, für alle pofitiven Werthe w von v, bie >2a find, gleich 
genommen werden müffen bezüglich ben Werthen von Of, für 
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den: Werrh von v, welcher — — w— 2a, w—4a, w— 6a, xx. 
(bis einer dieſer letztern Werthe noch poſitiv aber <2) if — 


. Die (14.) endlich lehrt ung, wie die Werthe von Of, für. alle 


Werthe von v zwiſchen a und 2a berechnet werden, aus den 
Merthen von dp, für v zwiſchen O und a. Differenzürt man 
enblich die en (6. und 7. nach allem x, fo erhaͤlt man 


und 
* 1 
— ] u 
16] 9, (m. : .) 


woraus ſich alle Werthe von Of, und Op, berechnen, wenn v 
zwiſchen 0 und a liegt. 

Diefe Auflöfung des: Problems gilt übrigens nicht bloß in 
dem einfachern Falle der Aufgabe, in welchem man voraugfegt, 


- daß die Kurve aus der Ebene x und y nie heraustritt, mie wir 


ſolches im ($. 180.) angenommen haben, fondern auch in bem 
allgemeinern Falle (der $$. 178. u. 179.). In dem legtern Sale 
giebt die Parzial» Gleichung 9°, — c’-d°’z, ($. 178. IV. 7) 


noch ganz Ähnliche Refultate für z und dz.. 


. Anmerf. Bon biefer Auflöfung hat Euler gegen Allem: 
bert behauptet; daß fie felbft dann noch gelte, wenn die Funk⸗ 


tionen Y, und U, discontinuirlich gegeben feyn follten. La⸗ 
‚grange tritt in biefer Beziehung nicht bloß dem Euler bei, 


fondern er wandelt auch fein eigenes Reſultat ($. 180. NN. 51. 
52.) in dag vorfichende des d'Alembert um, nicht ohne wer - 
gen mancher Wendungen von d'Alembert angegriffen zu wer⸗ 
den, mährend er jeboch diefe Angriffe felbft wiederum zu miber- 
legen bemüht if. Der Uebergang des Nefultatd bes Lagrange 
zu dem des d'Alembert bleibt jedoch gültig, wenn wir aud) 
nicht mit allen Gründen einverftanden feyn koͤnnen, welche Ea- 
grange zur Vertheidigung feines Verfahrens anführt, fondern 
bie und da andere dafür fegen würden. 

Fragt man fich aber, ob unfere Reſultate bes ($. 179.) ober 
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des .($. 180,) oder bed ($. 181.) auch dann noch gelten, wenn 

der Anfangs +» Zuftand der Saite ein discontinnirlicher it? — fo 
findet man bald, daß alle Schlüffe des ($. 178.), welche zu dem 
Anfage..det Gleichungen führen, nichts voraugfegen, was nicht 
auch bei einem discontinuirlichen Zuftande der Saite wahr bliebe, 
fobald men nur vorausſetzt, daß für jede Stelle der, Saite, und 
in jedem Augenblicke nicht bloß ein und diefelbe Ordinate y, fons 
dern auch ein und baffelbe dy, ſtatt finde, d. h. daß an jedem 
Punkte der Kurve, auch wenn ſie discontinuirlich iſt, und auch 
da wo zwei Theile sufammenftoßen, doch eine gemeinſchaftliche 
Tangente exiſtire. 

In der Wirklichkeit macht die Elaſticitaͤt und die Steifigkeit 
der Saite, welche ganz fcharfe Ecken nie zulaffen, daß diefe Be 
dingungen immer erfüllt find, auch da wo man beabfichtigt ei- 
ner Saite ein beliebiges Polygon zur Anfangs: Figur zu geben. 


"'% 182... . \ 
ı Befondere Betrahtungen über die Transverfal:Schwingungen. 
Betrachten wir unfer Nefultat ($. 179. NNr. 8. 9.) oder 
($. 181.), mit welchem legteren dag erftere gang und vollfom- 


men. ithereinftimmt, fo finden wir fogleich noch nachfiehende Ein- 
zelnheiten. | 


1) Wenn ct um 2a, alfo die Zeit t um 2 — 2 größer wird, 


ſo werden die y-und bie dy. genau dieſelben Dwerhe wiederum 
annehmen. Im leeren Raume und wenn die End⸗Punkte abſo⸗ 
lut feſt ſind, und wenn ſich ſonſt kein Hinderniß darbietet, wird 
alſo, wie auch ber Anfangs-Zuſtand der Saite gewe—⸗ 


f en feyn ma g, felbige in gleichen Zeiten (son der Ränge =) 
immer’ in denfelben Zuftand zurückkehren, ohne Ende fort. Der 
MWiderftand der Luft und der Umftand, daß fi) die Bewegung 
der Saite einigermaaßen den End-Punften derſelben mittheilt, 
hindern die unendliche Fortbauer, ohne jedoch den Iſochro⸗ 


Id 
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nismus merklich zu ändern. — San analoges haben wir früßer 


‚ für die Pendel⸗ Schwingungen gefunden (I: Th. Mech. $. 51.). 
2) HM T die Dauer einer ‚diefer Schwingungen der Saile 


(bin und zurück in den alten Stand), und n die Anzahl der 
felben in der Zeit» Einheit (Sekunde), fo bat man alfo 


Pe a) 
und, weil nT = Lif, 


Weil. aber ein Ton erfahrungsmäßig def hoͤher if, je größer 
n, und deſto tiefer je kleiner n fich herausſtellt, ſo kann man bie 
Zahl nm ale das Maaß der Höhe eined Tones anfehn. Ge⸗ 
ſchieht dieß, fo folgt noch: 

3) Die Höhe eines Tones iſt von der Weite der (ehr klein 


gedachten) Schwingungen unabhängig. 


4) Die Höhe eined Tones ift unter übrigens gleichen Um-— 
ftänden mit ber Quadrat⸗ Wurzel aus der Spannung IT pro⸗ 
portional. 

5) So oft das Gewicht p ber Saite mit ihrer Länge a pro⸗ 
portional iſt, ſo oft nimmt die Hoͤhe des Tones im umgekehr⸗ 


ten Verhältniß der Länge a der Saite ab. 


6) Für zwei Saiten von gleicher Länge und Spannung wird 


Dagegen der Ton im umgekehrten Verhaͤltniß der Quadrat-Wur- 


zel ihres Gewichtes p niedriger, alſo bei Saiten von derſelben 
Materie, im umgekehrten Verhaͤltniß der Dicke der Saite. 


7) Setzt man voraus, daß die Anfangs⸗ Geſchwindigkeit U, 
ber Null gleich if, fo wird bloß aus ($. 179; Mr. 8. u. 9.) 
y= =5[ sin ers ·cos ef Yysin eg \ 

20 \ 


und 
oy,= 


Ic „Graz. „(+ Det (RX I 
Zen, ars] ein ET N Erin ax | 


536 Anwendungen der Mechanik. Kap. XV: 5. 182. 


und man ſieht, wie die Geſchwindigkeit dann allemal Null iſt, 
ſo oft et = O, a, 2a, 3a, 4a, ıc., überhaupt ein Vielfaches 
von a wird. Zu gleicher Zeit fieht man, wie die Werthe von 
y für biefelben Werthe von. ct, genau dieſelben werden, fo oft 
ct Null oder ein gerades Vielfaches von, a wird, mie aber 
der Werth y der gu a—x ſtatt x gehört, genau gleich und ent: 
gegengefegt ift dem Werthe von y, der zu x für t — 0 gehört, 
fo oft ct ein ungerades DVielfache von a wird. Daher hat in 
den nächft auf einander folgenden Zeit- Punkten, in welchen die 


Geſchwindigkeiten Null werben, bie durch y, vorgeftellte Kurve 


abwechfelnd diefelbe Figur in derfelben Lage, wie zu Anfange, 
ober doc) dieſelbe ſigur, aber in umgekehrter Lage wie zu An⸗ 
fange. 

Dies gilt jedoch nur in dem beſondern Falle, in welchem 
die Anfangs⸗ Geſchwindigkeit einer jeden Stelle der Saite der 
Null gleichgeſetzt wird, und, wie ſich von ſelbſt verſteht, nur von 
ben Transverſal⸗Schwingungen. 

8) Macht man in Bezug auf die Anfangs⸗Figur und An⸗ 


fangs⸗Geſchwindigkeit einer jeden Stelle eine andere Voraus- 


ſetzung; nimmt man naͤmlich an, daß 
Jet „CH DeX IX x-0 


und 
—E 


U,si dX = 0 


a0 
if, für alle Werthe von bI, welche nicht Vielfache irgenb 
einer ‚gegebenen Zahl m find, fo behalten bie Werthe von yund 
dy, ($. 179. NMr. 8.9.) nur diejenigen Glieder, in welchen 
(641) Vielfache von m find, fo dag man (4—L)m flatt b41 
fehreiben kann. Man hat dann’ (aus $. 179. NN. 8. 9. 


y- as ner —R— mt [te Yy „EtDneH, x | 
8-0 


2 +1 1 . 1 
+ 9 —— „+ — — Aue ax | 





4 
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und | 





Fr * 
. E H)esi „rbmer,, „(et mnet Tan ax | 
20 ' 
+4. 8 tm, ef Ux-sin G+DmmX.;g| 


Deshalb wird jet der Zuftand und Bu «Sour der Saite die: 
felbe, fo oft ct um ein Vielfaches von — — wäghfl Neil aber 


in diefem befonbern Sale die Dauer einer Schwingung nur ber 
mte- Theil von der Dauer einer Schwingung im Allgemeinen ift, 
fo finden dasmal in einer Sekunde auch m mal fo viel Schwin: 
gungen ftatt, ale in dem (Nr. 2. betrachteten) allgemeinen Sale. 
Daher ift in dem jeßigen befonderen Sale, der übrigens auf uns 
endlich verſchiedene Arten eintreten kann, der Ton mmal fo hoch, 
alg im allgemeinen Kal. 

Ferner geben die vorſtehendon ſSormein "für y und für dy, . 


allemal gleichzeitig die Null, fo oft — —. eine ganze Zahl », alfo 


fo oft x= — wird, alfo für x —* =, m, . ea 
Folglich eriftiren in dieſem befonderen Falle zwifchen den End» 
Punkten A und B der geraden AB noch) m— 1 gleich weit von 
einander entfernte Punkte, N, N,, N,, ⁊c. (Fig. 33.) der Saite, 
welche, wie ihre End» Punkte A und B felbft, während der gan: 
zen Dauer der Bewegung gänzlich unbeweglic, find. Diefe Punkte 
werden beshald Schwingungs⸗Knoten genannt. Alle durch 
die Schwingungs- Knoten gebildeten m gleichen Theile der zwi⸗ 
fhen A und B ausgeipannten Saite ſchwingen daher jeder von 
dem andern ganz unabhängig, und fo, wie wenn er eine eigene, | 
zwiſchen feinen End- Punkten, als fefte Punkte gebacht, ausge 
fpannte Saite bildete *). 


— 


*) Dieſe für die ganze Länge der Saite unverhältnißmäßig höhern Töne, 
welche eine Saite zuweilen giebt, hat man lange ſchon wahrgenommen, ehe 
man noch den in der vorſtehenden Rechnung offen da liegenden Grund der⸗ 
ſelben nachzuweiſen vermochte. \ 
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Anmerk. Unter den unendlich vielen Arten, die es giebt, 
den hier ſo eben gedachten beſondern Fall herbeizufuͤhren, iſt die 
einfachſte die, daß man 

mstx. 


Y, = bssin 
a 





ud U, = 9 


vorausfegt, d. h. daß man gar Feine Anfangs» Gefchwinbigfeit 

nimmt, Dagegen der Saite zu Anfang bie durch bie Sleichuns 
Y,= h-sin— 

beftimmte Figur AN N,N,B ($ig., 33.) giebt, wo h eine 

beſtimmte Konftante ift. Jeder Theil AN, NN,, NiN,, x. eis 

ner folchen Kurve heißt übrigens Trochoide — Inter diefen 

Borausfeßungen wird 


max mrıct ’ 
ec08 , 
a a 





y= hsin 





- fo daß dasmal der Ausdrud für y aus eimem einzigen Gliede 
beſteht. Die Saite hat Daher zu allen Zeiten eine Form, tie 
(Big. 33.) fie zeigt, nur daß die Längen der einzelnen Trochoi⸗ 
den allein konſtant bieben ‚ die Höhen berfelben aber veraͤnder⸗ 





lich und mit cos —* proportional werden. 


Diefe befondere muftöſung hat ſchon Tayl or vor d'Alem— 
bert und Lagrange erhalten, ohne jedoch zu der allgemeinen 


Loͤſung des Problems kommen zu koͤnnen. Erſt nach Taylor 


verallgemeinerte D. Bernoulli die Aufloͤſung, und gab die 
bereits oben ($. 180. Anmerk. 3.) bemerkte Form für y, ohne 
jedoch die Koefficienten feiner unendlich vielen Glieder den An: 
fange s Zuftänden gemäß beftimmen zu Fönnen, wie wir am an⸗ 
gefuͤhrten Orte bereits bemerkt haben. - 


$. . 183. 
Bon den Longitudinal-Shwingungen. 
Um die Longitudinal: Schwingungen der Saite zu erhalten, 
muß man bie erfte der Gleichungen ($. 178. Nr. 7.), nämlich 
die Gleichung 


* 
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| Bau, = b’.O’u, 

integriren. Weil dies aber genau dieſelbe Parzial Gleichung iſt, 

welche für die Transverſal⸗Schwingungen ſtatt gefunden bat, 
nur mit dem lnterfchiebe, daß hier b flieht, wo dort c, — fo 
erhält man auch -für die Longitudinal: Schwingungen ganz bie 
felden Refultate, nur daß flatt c jegt b, und flatt Y, jetzt der 
Anfangs: Werth von u geſetzt werden muß, und U, die Anfangs: 
Sefchtwindigkeit ded End: Punftes:M (Fig. 31.) der Abſciſſe x 
ift, in der Richtung MB oder MA genommen, je nachdem U, 
ſich pofitiv oder negativ ausweiſt. Ze 


Iſt daher T! die Dauer einer Longitubinal» Schwingung und 


m! die Anzahl folcher Schwingungen in der Zeit-Einheit (Se 
kunde), fo findet fich wiederum, wenn man genau fo tie im 
($. 182.) verfährt, 

= = = 2y® und n! = iv( 98 *). 
Vergleicht man ie Zahl n’ mit der früher im ($. 182. Dr 2.) ° 
gefundenen Zahl n, fo erhält man 


—R 
Dieſes Verhaͤltniß von n! zu n, nämlich v(#) ift aber jedes⸗ 


‚mal eine aͤußerſt große Zahl, weil den im ($. 178.) gemachten 
Annahmen zufolge, und nach dem mas im (II. Th. $. 146.) 
über die Ausdehnung der Seile gefagt fich findet, q das Ge 
wicht vorſtellt, welches ſtatt ZZ angebracht: werden müßte, das 
‚ mit die Saite gerade die Doppelte Länge erhielte**). Daher 





*) Diefe Zahl n’, alfo die Höhe des von den Longitubinal-Schminguns 
gen abhängigen Tons if alfo der Rechnung nach von der Größe der Spans 
nung II unabhängig. In der Erfahrung aber wird auch biefer Ton etwas 
böher, wenn die Spannung II vermehrt wird. Died glaubt Poiffon aus 
‚der Rechnung dadurch erklären zu Können, daß er annimmt: die durch die 


‚ größere Spannung heronrgebrachte größere Ausdehnung ber Saite vermindere 


das Gewicht p des zwiſchen A und B befindlichen Stückes 
**) In der That; it A die Spannung, welche die Länge einer Saite 


⸗ 
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ift der durch die Längen: ‚Schtingungen hervorgebrachte Ton al: 
lemal fehr viel höher, als derjenige, der von den Srandverfl 
Echmingungen herrührt. 


Man kann diefes Verhältniß a). d. h. das Verhältuiß 


von n’ zu m dadurch a priori beſtimmen, daß man die durch 
die Spannung IT bervorgebrachte Verlängerung‘ der Saite ge: 
radezu mißt; denn man hat dann; wenn. A die in der Note fo 
eben erhaltene Bedeutung behält, 

A:II = öay, - 
weil da die von ber Spannung A berrührende Serlängerung vor⸗ 
ſtellt. Findet man hieraus 


za 
I= da” 


und ſeht man dieſen Werth a IT, und ſtatt g den in der 
Note fo eben gefundenen erh I in- bie Gleichung 


+ 


-. auf das (10) fache derfelben bringt, fo werden die Spannungen IT und 
T (des 6. 178.), welche abmechfelnd auf die im Gleichgewichte und in Bes 
wegung fich befindende Saite wirten, das unnittelbar an x anliegende Ele⸗ 


ment abwechſelnd auf die 1; N I und 14T ace Länge bringen; die Län⸗ 


gen dx und ds fiehen alfo zu einander in benneisen. Zahlen⸗Verhaltniſſe, ſo 
daß man hat 
ds _ A-+sT und de—dx _ AT-m 
| dx. ı AIII dx — A 
indem man die zweiten und höhern Potenzen des ſehr kleinen ö auper Acht 
läßt. Weil aber (nach $. 178. er 5.) 
ds—dx 
T-u=g z IT“ 
geeſetzt worden iſt, ſy folgt hieraus * 
4 
Alſo iſt ¶ ⸗ A für 5 1, d. h. gi iR die Spannung A für den Fall, daß 
—* die 1Poöfache für d = 1, d. h. die doppelte Länge hervorbrin⸗ 
gen fol. 








* 
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"Kt Fe au Sie 8lichan ah mo 


y= (2). 


Schluß-Anmerfung. 


fo erhält man 





‚ Wir haben ung bei diefem Beifpiele der ſchwingenden Saite 
etwas lange verweilt, weil wir bier Gelegenhtit hatten, die ge⸗ 
fehichtliche Entftehung derjenigen Rechnungen nachzumeifen, welche 
bei der Bewegung aller elaftifchen Körper (auch der fogenannteh 
Imponderabilien) bald mehr bald weniger modificirt, immer wie- 
derfehren, und welche Fourier in feiner Waͤrme⸗Lehre auf 
einen fo hohen Grad ber Ausbildung gebracht hat. 

D'Alembert's, Euler's, D. Bernoulli’s und Kagran- 
ge's Arbeiten findet man in nachftehenden Schriften: 

Memoires de P’Academie de Berlin. 1749 —53. 
Miscellanea Taurinensia. T. L—T. Il. (1759 — 66.) 
“  Opuscules math. p. D’Alembert. T. I. 
Außerdem empfehlen wir aber noch das im (II. Th.) fchon mehr: 
mals angeführte Memoire von Poiffon „De l’equilibre et du. 
mouvement des corps Elastiques“, fo wie auch noch Poiffon’g 
Traite de mecanique. 2de edit. T. II. (1833). — Was end» 
lich die analogen Rechnungen bei der Bewegung der Imponde⸗ 
rabilien betrifft, fo. findet man fie in's Befondere in folgenden 
Schriften: 


& 


*) Diefe Formel if, wie Poiffon behauptet, durch einen von Cog⸗ 
niards Latour angefiellten Verſuch betätigt worden. Es wurde dazu eine 
fehr lange Saite genommen, fo daß ihre Transverfal=: Schwingungen fichtbar 
und —** genug waren, um gezählt werden zu können. 
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Theorie de la Chaleur p. Fourier, à Paris 1822. 

Die galvanifche Kette mathematiſch Bearbeitet vom Dr. ©. ©. 
Ohm. Berlin 1827. 

Theorie mathematique de Ja chaleur p. Poisson à Paris 
1834. - 

Sur la propagation de la lumiere p. Cauchy ä Prague 
1835. | u 
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’ Berichtigungen. 


"Bei einer wiederholten genauen Durchficht des ganzen nun 
beendigten Werkes find noch einige kleine NRebaftiong - Fehler auf: 
gefunden worden, deren Berichtigung hier folgt. 

Im I. Th. pag. 263. ift ſtatt des dortigen Satzes Nr. 1. 
zu feßen: „Die Schnitte fünnen nad) allen drei Richtungen OX, 
OY und OZ zugleich, Parabeln ſeyn.“ — Aus A-B = 0 und 

A-C = 0 folgt nämlich nicht, daß gleichzeitig A=B=C=0 
feyn müfle. \ 

Im II. Th. find nicht nur, mie bereits in der Vorrede da- 
felbft bemerkt worden ift, die Zeilen 7— 10. pag. 5., ſondern 
“auch, wegen deſſelben Grundes, noch die Zeilen 12 — 15. Pag- ; 
21. zu flreichen. 

Statt Dove's „Archiv muß Dove’ „Repertorium! ge: 
fegt werden. 
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